Matematickd analyza NOFY152, LS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 5 — ReSeni

1. (1 bod) Je dana funkce
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_$y.

flay) = arctg -

Spoctéte vSechny jeji parcialni derivace 2. fadu a zjistéte, ve kterych bodech defini¢niho
oboru funkce jsou smisené derivace zaménné.

Snadno uréime D; = {[z,y] € R* a2y # 1} a také parcialni derivace

O, f(.y) = 1 -y —(@+y)(=y) _ 14y _ 1
T 1+(%)2 (1—xy)? 1+x2+9y2+a2y? 1+ 22

a zaménnou promeénnych
1

Oyf(x,y) = 5

Nékteri jste neprovedli posledni kraceni, ¢imz jste si zkomplikovali dalsi vypocty. Daéle
pak snadno

-2
amf(ﬁa y) = ﬁ
axyf(x, y) = 8y;,;f(x,y) =0
—2
Oyy [ (z,y) = m

v kazdém bodé Dy a tedy vidime, Ze smiSené druhé derivace jsou zaménné.

2. (1 bod) Funkci
f(.CE, y) = exXp <_—1>

2 4 y?
dodefinujte v bodé [0, 0] spojité a rozhodnéte, zda mé vznikla funkce v bodé [0, 0] totalni
diferencial.

Nejprve zjistime limitu funkce v [0,0]. Ziejmé lze pocitat ,ze vSech smért naraz“, tj.
pouzitim poldrnich soufadnic nahradit 22 + y? = r?a potom podle VOLSF

' —1 . -1
[x,yl]gl%0,0} eXPp <x2 + y2> o Tl_1)1(1)1+ eXP <T_2) =0,

touto hodnotou tedy dodefinujeme funkci v poc¢atku spojite.




Jak nyni postupovat dal? Snadno spoéteme parcidlni derivace (p.d.) vSude mimo
pocatek:

8:cf<x>y> = z—xexp (_—1> ) ayf(xay) = 2—yexp <_—1)

($2+y2)2 :L-2_|_y2 <x2+y2>2 x2+y2

ovsem pro existenci totalniho diferencialu v pocatku bychom museli ukazat, ze p.d. jsou
spojité v néjakém okoli pocatku. Tady mnoho z vas udélalo chybu: nestaci totiz dokazat
spojitost p.d. na prstencovém okoli poc¢atku, musi to byt na okoli véetné pocatku,
takze by bylo potfeba najit p.d. v pocatku, ty zde ovSsem nemtiizou byt vyjadreny vyse
uvedenymi vztahy (nejsou v pocatku definovany), nybrz spoc¢teny z definice. Stejné tak
nestaci zjistit spojitost p.d. po osach — musi opét jit o spojitost ,ze vSech stran®.

Tuto cestu néktefi z vas zkouseli, ale ukazeme si jinou: bude snazsi najit kandidata
na totalni diferenciél (t.d.) v po¢atku a dokéazat, ze se skuteéné o t.d. jedna. Timto kan-
didatem je gradient funkce v pocatku, pro jehoz urceni musime (stejné jako v predchozim
odstavci) spocitat z definice parcidlni derivace v nule (pouzijeme skalovaci limity):

P (t2_102)
% =0, podobné 9,f(0,0) = 0.

ex
2.£(0,0) = lim

Kandidatem na p.d. je tedy zobrazeni dané gradientem (0,0). Abychom dokézali, Ze se
jedna o t.d. v pocatku, pocitame limitu
exp (kg ) = 0= (0.0) - (1, o)

lim
[hlth]_)[Ovo] \ h% + h%

opét diky skalovacim limitdm. Toto dokazuje, ze df(0,0) = (0,0) je skutecné totdlnim
diferencidlem v pocatku.

=0

3. (1 bod) Reste rovnici ve tvaru totélniho diferencidlu

(y* — y)dz + zydy = 0

Ovérime podminku, zda je rovnice ve tvaru totalniho diferencialu, ale ta neni splnéna:
oM =2y —1#0,N =y.

Proto musime najit vhodny integracni faktor pu. Pokud jej zkusime hledat jako funkci
proménné x, dostaneme néco dost slozitého. Lépe vyjde pokus s integracnim faktorem
p = p(y). Podminka 0,(Mp) = 0,(Np) vede na diferencialni rovnici se separovanymi
proménnymi

v =)' (y) = (1 - y)uly)

a jako jeji feSeni muzeme vzit u(y) = i Prenasobenim zadané rovnice timto faktorem

vzniké rovnice ve tvaru tot.dif. (y—1)dz+xdy = 0. Integraci najdeme potencial U(z,y) =



xy —x + c(y) = xy + d(x), proto volime ¢(y) = 0,d(x) = —z a dostdvame implicitni tvar
fesSeni

Uz,y) =2y —x=C.

7 néj lze odvodit explicitni tvar

C
y=14—, z#0.
x

4. (1 bod) Vysetiete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = e Y (4x + 4y + 17)

Napred potiebujeme urcit stacionarni body, proto si napiseme parcialni derivace zadané
funkce a polozime je rovné nule:
Opf = € (2a(4x + 4y + 17) +4) = 0
8, f = e+ (2y(dx + 4y + 17) + 4) = 0,

Exponenciala je nenulova, proto se soustava redukuje na

20(4r +4y +17) +4=0 (1)
2y(4r +4y +17) +4 = 0. (2)
V tuto chvili by nAm moc nepomohlo roznasobovani, lepsi je rovnice od sebe odecist, ¢imz

dostavame
2 —y)(dr + 4y +17) = 0.

Druh4 zavorka nemtZze byt rovna nule (po dosazeni do nékteré z predchozich rovnic by to
vedlo ke sporu 4 = 0), proto je y = x, coz dosadime tieba do rovnice (1), a to nas dovede
ke kvadratické rovnici

82% + 172 +2 =0,

kterd ma koreny —2, —%, takze stacionarni body zadané funkce jsou A = [-2, 2], B =
4 -4
Déle si spocitame vSechny druhé parcialni derivace:
Ouof = €7 (22(22(4z + 4y + 17) + 4) + 162 4 Sy + 34)
Byyf = € (2y(22(4x + 4y + 17) 4+ 4) + 16y + 8z + 34)
Ouyf = €1V (2y(2a(4z + 4y + 17) + 4) + 8z)

Do piislusnych Hessovych matic dosadime oba stacionarni body (vyuzivame pfitom, Ze
ve stac. bodech je 2z(4x + 4y + 17) + 4 = 2y(dx + 4y + 17) + 4 = 0):

s -14 —16
Hy(d) =e (—16 —14)



ta ma signaturu (1,1,0), je tedy indefinitni a bod A je sedlovy bod.

1 (31 -1
Hf(B) = e32 (_1 31>a

ta ma signaturu (2,0, 0), je tedy pozitivné definitni a bod B je lokalni minimum. Zavérem
dosadime oba body do funkce a dostavame f(A) = €8 = 2981, f(B) = 16e3 = 16,51
(¢iselné hodnoty uvadim jen pro zajimavost).

Lukas Krump, 25.5.2025



