Matematickd analyza NOFY152, LS 24/25, Cviceni s L. Krumpem

Domaci ukol ¢. 4 — ReSeni

Na tvod nékolik poznamek:
1) Pozor na pravopis jména Leibniz, piSe se bez t.

2) Vyjasnéme si zde vztahy mezi absolutni konvergenci, neabsolutni konvergenci a
konvergenci ,bez ptivlastku“. Kazda rada bud konverguje nebo nekonverguje. Pokud se
jedna o fadu s nezapornymi cleny, toto rozliSeni staci. Samoziejmé se da fici, ze takova
fada konverguje absolutné, ale protoze je to totéz jako ze konverguje ,bez privlastku®, je
pojem absolutni konvergence u takovych rad zbyteény. Kdyz napisete, ze fada s neza-
pornymi c¢leny konverguje absolutné, neni to vylozené chyba, jen je tam zbytecné slovo
navic.

Pokud se naopak jedna o fadu, kterd nemd ¢leny nezdporné (stiidda znaménka), je
naopak rozliSeni absolutni a neabsolutni konvergence podstatné. Mohli bychom tyto po-
jmy definovat velmi dikladné takto:
fada ) a, konverguje absolutné, pokud konverguje > a, a také > |a,|,
fada ) a, konverguje neabsolutné, pokud konverguje > a,, ale > |a,| nikoli.

Jelikoz ale plati implikace " |a,| konverguje = > a,, konverguje“, je vyse uvedena
definice absolutni konvergence zbytecné kostrbaté a staci tedy fici, ze > a, konverguje
absolutné, pokud konverguje > |a,|. U neabsolutni konvergence se uz takové zjednoduseni
udélat neda.

Pokud tedy mame fadu s obecnymi ¢leny (stfidaji se znaménka), obvykle podle piis-
lusnych kritérii (Leibniz, Dirichlet, Abel) rozhodneme, zda fada konverguje, a teprve
pokud ano, tak v dalsim kroku jesté urc¢ime, zda je tato konvergence absolutni, tj. vezmeme
ze Clent fady absolutni hodnoty a pouzijeme kritéria pro konvergenci fad s nezapornymi
¢leny (nutnd podminka, srovnavaci, odmocninové, podilové, integralni). Pokud naopak
fada nekonverguje, nemize ani konvergovat absolutné (ani neabsolutné).

U fad s parametrem, tedy i u mocninnych fad, se toto vSechno samoziejmé musi
provést v zavislosti na tom parametru.

Mimochodem, nazyvat Leibnizovo, Dirichletovo a Abelovo kritérium ,kritérii neab-
solutni konvergence® je zavadéjici. Tato kritéria ndm pomiizou rozhodnout, zda rada
s obecnymi ¢leny konverguje nebo ne, ale o tom, zda se jedna o konvergenci absolutni
nebo neabsolutni, musime pak rozhodnout jinak.

3) U Leibnizova, Dirichletova a Abelova kritéria je podstatnd podminka monotonie
jedné z posloupnosti v soucinu. Tuto je potieba ovérit, coz se da rtznymi zptsoby,
v zavislosti na konkrétnim zadani. Kdyz to neni vidét pfimo z tvaru clenii, pomtize
prevést posloupnost na funkci a dokazovat jeji monotonii derivovanim. I kdyz se vam
to tfeba nepodari, je potieba, abyste védéli, Ze se ta monotonie musi ovérit. Proto jsem



strhaval vice bodi, kdyz jste ji viibec neovéfovali (nezminili), nez kdyz jste védéli, Ze se
ovérit méa, ale neslo vam to.

Podobné podminka omezenych ¢asteénych souctii (u Dirichleta, OCS) se musi ovéto-
vat; defaultné to vime pro posloupnosti (—1)", sinnx pro vSechna realnd = a cosnx pro
x # 2km. Proto také posloupnost ¢ ma OCS pro z # 2kn. Pro ostatni posloupnosti to
musime zjistit néjak jinak, vétsinou je to vidét z jejich jednoduchého tvaru.

V piikladech 1. a 2. vySetfete konvergenci fady (pfipadné i absolutni/neabsolutni),
vSechny kroky postupu radné zdtvodnéte.

1. (1 bod)
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Rada ziejmé stiidd znaménka, proto nejprve pouzijeme nékteré z kritérii pro fady
s obecnymi ¢leny. Ale které? Miuze nas napadnout ,nejjednodussi“ Leibnizovo, jelikoz
tam mame piimo (—1)". K tomu vSak bude potfeba ukazat, ze 1n1Z — jde monoténné
k nule. Nulova limita se ukdze snadno ({/n — 1,Inlnlnn — o), ale monotonie je zde
tézsi. Neékteri z vas ji dokazali zjistit, ale je vyrazné jednodussi podivat se na cely problém
jinak a postupovat ve dvou krocich: nejprve pomoci Leibnizova kritéria snadno zjistime,
ze Yy 10 lélnm konverguje (protoze rr— jde monoténné k nule, limita i monotonie
je zde zfejmé — jmenovatel je trojité slozeni rostouciho logaritmu). Druhym krokem je
pouziti Abelova kritéria, nebotf posloupnost /n je omezend a monoténni, coz lze zjistit

derivovanim, funkce 2'/* klesé od e do co. Zavérem tedy nase fada konverguje.

Nyni mé smysl zjistovat, zda je tato konvergence absolutni, tedy zda konverguje fada
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Zde staci srovnavaci kritérium: zfejmé {/n > 1 a
hodnot diverguje.
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Proto rada ze zadani konverguje neabsolutné.

2. (1 bod)
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Opét rada s obecnymi Cleny. Potrebovali bychom tudiz pouzit Dirichleta nabo Abela
vidime, Ze 2 jde monoténné k nule, takZe by ndm podle Dirichleta stacilo, aby > cos =2~ +1
méla omezené astedns soucty. Jak to ale zjistit, kdyz se nejdna o zadnou z defaultnich
fad s toto vlastnosti? Tady pozor, nékteii z vas udélali chybu prohlasenim, ze tato rada
omezené castecné soucty ma, protoze se jednd o cosinus s argumentem rtznym od 2k7.



Ale to je nesmysl, ta defaultni fada je pfece > cosnz, kde z je pevné ¢islo, a ne vyraz
zavisly na n. Nas pripad tedy takto zdivodnit nemtzeme.
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MiiZeme si ale vSimnout, Ze vyraz ;%5 se pro rostouci n bude ¢im dal méné lisit od
TN, a cos Tn uz omezené ¢astecné soucty ma. Abychom tohoto dokazali vyuzit, rozlozime
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= (—1)" cos (wnil),

protoze cos(mn) = (—1)" a sin(mn) = 0.
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= cos(mn) cos <7r

Mame tedy fadu upravenou na tvar
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a pro néj uz muzeme pouzit b&zna kritéria: > 7, (1n2)n konverguje dle Leibnize, a cos (WHL_H)
je omezend (zfejmeé) a monoténni (protoze 75 jde monoténné zleva k ), takze pan Abel

nam zaruci konvergenci celé rady.
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k 1, ma tato posloupnost (pro skoro vSechna n) hodnotu vétsi nez napiiklad % Tedy pro
skoro viechna n je |a,| > 5= a proto nase zadana fada konverguje neabsolutné.

> % a protoze |cos (WnLH)‘ jde

Co se tyce absolutni konvergence, sta¢i porovnat

3. (1 bod) V C vySettete konvergenci a absolutni konvergenci mocninné fady, vSechny
kroky fadné zdtvodnéte:
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Népovéda: pomiiZe vam vzorové feseni tilohy 20 ze sady 2/6 a ulohy 6 ze sady 2/7.

Diky vyraztm s faktorialy se pro vypocet poloméru konvergence mocninné rady nabizi
pouzit vyraz s podilem, tedy
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a tedy | R = 27|, pro |z| < 2 fada konverguje absolutné a pro |z| > 27 diverguje. Zbyvé

vySetfit chovani na hrani¢ni kruznici |z| = 2P. Absolutni konvergence odpovida dosazeni



z = —2P jde o fadu
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Pfitom jsme pouzili vztahy 2"n! = (2n)!! a (2n + 1)! = (2n)!1(2n + 1)!I. Z pfedchozich
cviceni (Sada 2/7, P¥. 6) vime, Ze vyraz ﬁ konverguje monotonné k nule a pfitom
pro kazdé n € N plati
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pro p < 0 diverguje (neni splnéna nutné podminka konvergence),

proto tato fada: { pro p € (0,2) diverguje (srovnanim s divergentni fadou ) W),

pro p € (2, +00) konverguje (srovnénim s konvergentni fadou > 2/2

Pro ostatni body na kruZnici, tj. z = 2Pe', p # 7, pak fada
pro p < 0 diverguje (neni splnéna nutnd podminka konvergence),

pro p € R, konverguje dle Dirichletova kritéria, ((—1)"e™¥ mé omezené ¢atecné soucty),

a sice neabsolutné pro p € (0,2) a absolutné pro p € (2,400).

4. (1 bod) Sectéte fadu
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(a) pomocf secteni fady > 77, Ty
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(b) pomoci zndmého souctu fady Y oo,
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(a) Polozime postupné
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g (z) = / n 1d$ = —In(z+ 1) +¢, dosazenim dopocteme ¢ = 0,
x

g(x) = / —In(z +1)de = (r+1)(1 —In(z + 1)) + ¢, dopocteme ¢ = —1, tedy
g(z) =(r+1)(1 —In(z+1)) — 1 prox € (—1,1).

Hleddme hodnotu f(1) a tedy g(1), jedna se vSak o hrani¢ni hodnotu argumentu (fada
pro g konverguje na (—1,1)), proto musime pouzit Abelovu vétu. Snadno ovéfime (tfeba
pomoci Leibnize nebo srovnanim s > # — zde dokonce vidime absolutni konvergenci), ze
zadana fada konverguje pro x = 1, a proto ziskdme hodnotu g(1) dosazenim = = 1 do
g(x), a z ni ihned i hledanou hodnotu
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(b) Stejného vysledku se dopocitame, kdyz si rozlozime
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a tudiz je naSe rada rovna
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Nejcastéjsi chybou bylo, kdyZ jste v metodé (a) neuvedli pouziti Abelovy véty a ovéfeni
jejich predpokladii - zajima nas totiz soucet v bodé na hranici oboru konvergence a pak
o 3 R y § - _
to bez Abelovy véty nejde. Uvédomte si, ze i v metodé (b) pro soucet 3~ | ~—— = —In2
musime Abelovu vétu pouzit.

Lukas Krump, 13.5.2025



