UVOD DO ALGEBRAICKE TEORIE CISEL

ANDREW KOZLIK

Tento text navazuje na skripta k pfedmétu Komutationi okruhy [1] a spole¢né s nimi pokryva obsah
prednasky Uvod do algebraické teorie ¢isel na MFF UK v letnim semestru 2011/2012.

Tvrzeni 1. Necht K je éiselné téleso, pak A(Zyk)=0,1 (mod 4).

Diikaz. Necht {g1,...,9,} = Homg(K,K) a {a1,...,a,} je celistvd baze K nad Q. Pak A(Zg) =
Alaq, ... an) = (det(gi(a))))? = (a — 2b)? = a* — 4ab + 4b?, kde

det(gi(aj>) = Z Sgnﬂ-Hgﬂ’(i)(az Z Hgﬂ'(’b az Z Hgﬂ'(l az =a—20b.

TES, i=1 nes, i=1 TESL\ A, i=1

a b
Pro kazdé ¢ € Homg(XK, K) je g(a) = Eﬂesn T, 9(9r@i)(@:)) = a, protoze slozeni g o gr(;y ma
akorat za nasledek, ze se zméni potadi souctu. Takze a € Fix(K, Homg(K, K)) = Q. Pro kazdé i plati
9i(Zx) C Zk, takze a,b € Zg, anavic a € Zxg NQ = Z. Dale —ab+b? = %(A(ZK)—az) €EQNZk =7,
¢ili A(Zg) = a®> +4(—ab+b%) =a?> = 0,1 (mod 4). a

Tvrzeni 2. Pro a € Zy plati, Ze o € Zj, prave tehdy, kdyz Nig(a) € {—1,1}.

-1 -1

Dikaz. Jestlize oo € Z¥}, pak i o™ € Zj}, a tedy a i o~ maji celociselnou normu, pficemz plati
NK\Q(Q) NK|Q(05_1) = NK\Q(I) =1, takze NK|Q(O() S {—1, 1}. -

Nyni naopak pfedpokladejme, Ze Ng|g(a) € {—1,1} a oznac¢me {g1,...,9,} = Homg(K, K), kde
g1 je identicky homomorfismus. Pak +1 = Ngg(a) = [[;-; gi(2) = o]}, gi(a) a pro kazdé i je
9i(Zk) C Zk, takze o' = £ [[I_, gi(a) € Zk. O

Véta 3. Tridovd grupa ciselného télesa K je konecnd.

Dikaz. Ukazeme, Ze pro kazdou t¥idu T € Clk existuje idedl J v Zg takovy, ze T = [J] a N(J) <
Hy =[17_, >ois1lgi(@i)l, kde {au, ..., o} je celistva baze Zxk a {g1,...,gn} = Homg(K, K). Podle
tvrzeni IV.1.3 [1] je takovych J koneéné mnoho, a tim padem i tfid v Clk je koneéné mnoho.

Necht tedy T' € Cly, pak také T~ € Clx a existuje idedl I v Zy a d € Zy takové, ze T—1 = [d~11].
Vzhledem k tomu, Ze poéitame modulo hlavni lomené idealy, je [d= 1] = [I], nebot d 11~ = d~'Zy €
Pk.

At M ={Y" 1 mia; | 0<m; < Y/N(I)+1,m; € Z}, pak existuje k € Z takové, ze {/N(I) <k <
YN(I)+1. Takze |[M| > (k+1)" > k" +1>N(I)+1 = |Zgk/I| + 1. To znamen4, Ze alespoii 2 prvky
z mnoziny M lezi v téze tfidé faktorokruhu Zg /I. Oznaéme tyto prvky a a b, pak a — b € I\ {0}, a
a—b=>"" mia;, kde |m}| < {/N(I)+1 pro kazdé i. Vzhledem k tomu, ze a—b € I, je (a—b)Zg C I,
a existuje tedy idedl J v Zk takovy, ze (a — b)Zyx = 1J. Jelikoz (a — b)Zk € Pk, je [J] = [I71] =T.
Nyni uré¢ime horni odhad pro N(J):

N(I)N(J) = N((a = b)Zx) = Ngjgla—b) = [ [ gi(a — b)|
i=1

:|_HZ 39 aa|<HZ\mJHgl aj)| < (Y/N(I) + 1)"Hp,

i=1j=1
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takze N(J) < (1 4+ N(I)~Y/™)" Hy. Umime zajistit, aby N(I) byla libovolné velka. Misto I jsme totiz
mohli zacit s idedlem cI, kde ¢ € N, potom N(cI) = ¢"N(I) a ptitom [cI] = [I] = T~!, protoze
pocitdme modulo hlavni lomené idedly. Takto dostaneme misto idedlu J idedl J. v Zg takovy, zZe
[J.] =T a N(J.) je seshora omezena ¢islem libovolné blizkym k Hp. O

Definice. R4d tiidové grupy Clx se nazjva tridové ¢islo oboru K a znadi se h.

Tvrzeni 4. Necht o € K = Q(y/m), kde m € Z je bezétvercové. Pak o € Zy prdvé tehdy, kdyZ existuji
u,v € Z takové, Ze o = L (u+ vy/m) a u® —mv? =0 (mod 4).

Diikaz. Jestlize a € Q, pak u = 2a a v = 0, a snadno ovéfime, ze tvrzeni plati. Dale tedy pfedpokla-
dejme, ze a € Q, potom minimalni polynom m, g je stupné 2.

Podle tvrzeni II1.3.1 [1] je @ € Zg préavé tehdy, kdyZ vSechny koeficienty polynomu m, g jsou
celociselné. Podle tvrzeni IL5.1 [1], je charakteristicky polynom A — A Trg g(a) + Nk (@) prvku o
mocninou polynomu m, g, & vzhledem k tomu, zZe tyto polynomy maji stejny stupen, museji se rovnat.
Odtud vidime, Ze o € Zg pravé tehdy, kdyz Trg|g(a), Ngjg(a) € Z.

Necht o = 1 (u + vy/m), kde u,v € Q, pak N g(a) = |Z;§ n:;/22| = 1(u? —mv?) a Trgg(a) = u.
2

Jestlize u a v jsou celd éisla a u? —mv? je délitelné 4, pak zFejmé Try g(a) i Ng|g(a) jsou celd csla

atedy a € Zg.
Obréceng, jestlize o € Zg, pak u a (u* — mv?) jsou celd éisla, a tedy u? — mo? je celé é&islo
délitelné 4. Odtud vidime, Ze i mv? je celé. Necht v = 2, kde p,q € Z jsou nesoudélné, pak mame

q )
mg—z € Z a vzhledem k tomu, ze m je bezétvercové, ¢ déli p?, takze ¢ = £1 a v je tedy celé islo.
O

Dusledek 5. Nechi K = Q(y/m), kde m € Z je bezcétvercové. Pro m = 2,3 (mod 4) je Zx = Z[/m
a A(Zk) =4m. Prom =1 (mod 4) je Zx = Z[H'T‘/m] a A(Zg)=m.

Diikaz. Pro libovolné a € Zg existuji u,v € Z takové, ze a = 1(u +vy/m) a u?> —mv? =0 (mod 4).
Pokud m = 2 (mod 4), pak u? + 20> = 0 (mod 4) a u i v jsou tedy sudé ¢isla. Pokud m = 3
(mod 4), pak u? +v? = 0 (mod 4) a u i v jsou opét suda é&isla. Proto « je celoéiselnou kombinaci

{1,/m}, coz je tedy celistvd baze a Zx = Z[/m]. Ozna¢me {g1, g2} = Homg (K, K), dejme tomu, ze
go je neidenticky, pak g prohazuje kofeny polynomu z* — m,

stvm=an (03 20B) (i ) om

Pokud m = 1 (mod 4), pak u? —v? = 0 (mod 4) a u i v jsou bud obé& suda nebo obé licha, tedy
u = v+ 2w, kde w € Z. Dosazenim za u tak dostaneme a = (v + 2w + vy/m) = w + v1+ﬁ, a tedy
{1, 1YY e celistva baze.

2
2 2
1+/m (D) g () 1
A (1, 2) = det ( 4 = det ) 17% =m.

92(1)  92(= >

]

él\')

O

Pozorovani 6. Bud K kvadratické téleso a P prvoidedl v Zg, pak existuje prvodcislo p takové, ze
PNZ = pZ a podle lemmatu I11.6.4 [1] se P vyskytuje v rozkladu pZy = Hle P{* na soucin kladngch
mocnin prvoideéli. Podle fundamentalni rovnosti Zle eifi=[K:Q|=2,kde f; = [Zx/P; : Z,). Pro
kazdé prvocislo p tedy nastdva jedna z nasledujicich moznosti:
P pokudk=1,e1=1a f; =2 (pak [Zx /P : Zp] = 2),
pZx =<{ P? pokudk=1,e;=2a f; =1 (pak Zg/P ~7Z,),
PP pokud k =2, ¢; = fi=1 (pak Zg /P ~7Z,), kde P % P je prvoidedl v Z.

Piiklad (]2]). Ukazte, ze t¥idové ¢islo K = Q(+/—5) je 2.
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Reseni. Podle tvrzeni 5 je Zy = Z[\/—5], takie a; = 1 a ap = /=5 tvoii celistvou bazi Zg, a tedy
Hi = [1;22519i(a5)] = (11 + IV=5D(1] + |=v=5]) = (1 +/5)? = 10,5. Z ditkazu véty 3 vime, Ze
pro kazdou tiidu T € Cli existuje idedl I v Zg takovy, ze T = [I] a N(I) < 10. At I = [[, P; je
rozklad idealu I na prvoidedly, pak N(I) = [[, N(P;), a tedy N(P;) < 10 pro vSechna 4. Dale pro
kazdé i existuje prvocislo p; takové, ze P, NZ = p;Z, takze p;Z K C P;, jinymi slovy P; lezi v rozkladu
piZx na souéin prvoidealdi. Vidime, ze N(P;) = |Zk /P;| = p¥, pro néjaké k € N, protoze Zx /P; je
téleso charakteristiky p;. Podivame-li se tedy na rozklady pZx pro p € {2,3,5,7} ziskdme vSechny
mozné prvoideédly v Zx modulo hlavni idedly. Vzhledem k tomu, Ze (1 + ¢j5)(1 —V=5)—2.-2=2,
e (2) C (2,1 +v/=5)(2,1 — /=5), takze tento soucin ideélts lezi v rozkladu (2). Uvazime-li, Ze se (2)
podle pozorovani 6 rozklada na nejvyse 2 prvoidealy, musi se jednat o prvoidedly a plati rovnost. Tyto
prvoidealy jsou navic totozné, nebof 2 — (1 + v/=5) = 1 — /=5. Obdobné postupujeme i v ptipadé
ostatnich prvocisel a dostavame tak nésledujici rozklady:

(2) = (2,1 +V=5)(2,1 = vV=5) = (2,1 + V=5)?,
(3) = (3,1+V-5)(3,1 — vV-5b),

(7)y = (7,3 +V=5)(7,3 — V=5),

(5) = (V=5)*.

Kromé hlavniho idedlu (v/—5) jsou vSechny prvoidedly, které jsme timto ziskali, po dvou ekvivalentni
modulo hlavni ideély:

3,14+ V=5)(1 = V=5) = (3)(2,1 = vV=5),
3,1 —v/=5)(1++v=5) = (3)(2,1+ V-5
7,3+ V=5)(3—V=5) = (7)(2,1 - V-5
7,3 —vV=5)(3+V=5) = (1)(2,1+ =5

Grupa Clg je tedy generovana t¥idou [(2, 1+ +/=5)], jejiz fad d&li 2. K tomu, abychom ukézali, Ze tato
tiida je fadu 2, zbyva oveétit, Ze (2,1 + y/—5) neni hlavn{ ideal. Piedpokladejme, Ze (2,1 + /=5) =
(z+y+/—5) pro néjaka z, y € Z, potom N((2, 14+v/=5)) = [N g(z+yv/—=5)| = [det(§ ~2¥)| = |22 +5y?|.
Déle N((2,1 + v/=5))? = N((2)) = 4, takze N({2,1 + /=5)) = 2, ale |22 + 5y?| = 2 nemé celo¢iselné

TeSeni.

)

( )= )
( )= )
( )= 2
( )= )-

Priklad ([2]). Ukazte, Ze rovnice 2% + 5 = 3® nemé celo¢iselné fesent.

Reseni. Nejdiive si viimnéme, Ze y je liché. Kdyby y bylo sudé, pak by 22+ 1 =0 (mod 4), ale takové
r neexistuje. Dale si v§imnéme, ze jestlize d |  a d | y, pak d? | 5, a tedy = a y jsou nesoud&lné.

V Dedekindové oboru Z[F] méme rozklad (z ++/=5)(z —v/=5) = ¢3, ¢li (x+/=5)(x —/-5) =
(y)3. Ukéazeme, Ze idedly (x++/—5) a {x —+/—5) nelezi ve spoleéném prvoidedlu. Postupujeme sporem.
At oba lezi v prvoideédlu P, pak 2z = (x ++/=5) + (z — v/=5) € P. Kromé toho vidime, Ze y* € P, ale
y* a 2z jsou nesoudélné, takze 1 € P, coz je ve sporu s P # Z[y/—5].

Toto ndm tedy ¥ika, ze rozklady idedla (z + \/7 ) a (x —+/=5) na soudin prvoidealtt mezi sebou
nesdileji zadné prvoidealy. At (y)* = [[;cg P" je rozklad na souéin prvoideali, pak (z + v/=5) =
[Lies, PP a (z—+/=5) = [Tics, PP kde S je disjunktni sjednoceni S; a Sy. Méame tedy (z4+/—5) =
I3 pro néjaky ideal I. Podle pfedchoziho p¥ikladu je hQ( J=F) = 2, a tak [ 2 je hlavni ideal. Jelikoz I®
je hlavni idedl, je i I = I3(1?)~! hlavni, a tak existuji a,b € Z takové, ze I = (a + b\/—5).

Z rovnosti (a+by/=5)3 = (x++/—5) plyne, Ze existuje u = uy +uzy/—5 € Z[/=5|*, kde u1,uz € Z,
takové, ze u(a +by/=5)* = x + /=5. Jelikoz uf + 5u3 = Ny /=5)0(1) = £1, je us = ¥l auy = 0, a
tedy u® = £1 = u. Prvek u se tedy ,schova“ do a a b, a miizeme psat x + /—5 = (a + by/—5)3. To
znamend, ze 1 = 3a?b — 5b° = b(3a® — 5b?), takze b = 1, a tak 3a® — 5 = +£1, tj. a® € {2, %}, ale
takové a € 7Z neexistuje.
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P¥iklad ([2]). Necht k& > 1 je bezétvercové celé é&islo, které neni tvaru k = 3a® £ 1, a pro které plati
k = 1,2 (mod 4). Ukaite, Ze jestlize 3 nedéli tiidové &islo télesa Q(v/—k), pak 2% + k = y* nema
celociselné Teseni.

Reseni. Postup je stejny jako v predchozim piikladé, podivejme se tedy pouze na hlavni body: Jestlize
d|xad]|vy, pak d? | k, ale k je bezétvercové, takze d = 1, a tedy x a y jsou nesoudélné. Cislo y je
liché. Kdyby totiz y bylo sudé, pak by 22 = 4> —k = —k = 2,3 (mod 4), ale takové z neexistuje. Dale
jelikoz —k = 2,3 (mod 4), tak podle tvrzeni 5 je Loyy=r) = Z[\/—k]. Protoze 3 nedéli t¥idové ¢islo h
télesa Q(v/—5), existuji 7, s € Z takové, ze 1 = 3r + hs. Potom I = (I3)"(I")® € Po(y=a)» nebot I? a
I" jsou hlavni ideély. Vzhledem k tomu, Ze k > 1, dostaneme z u? + ku3 = +1 fefeni u = +1, a tak
opét u = u®. Potom existuji a,b € Z takové, Ze (a + byv/—k)® = x + /—k. Odtud uz snadno dospé&jeme
k tomu, Ze k = 3a2 & 1, coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Véta 7 (Dirichletova o jednotkach). At K je ciselné téleso. Potom Zj, je soucinem konecné cyklické
grupy p(K) a volné abelovské grupy tddu r+s—1, kde r znact pocet redlngch homomorfismi a s pocet
dvojic komplexné sdruzenych kompleznich homomorfismi v Homg (K, C).

Dikaz v kapitole IV.3 [1].

Pozorovani 8. Bud K = Q(y/m), kde m € Z je bezétvercové. Jestlize K C R, pak podle Dirichletovy
véty o jednotkéch je Z3, ~ Z @ u(K), kde u(K) = {-1,1}. Jestlize K € R, pak Z} = u(K).

Podle tvrzeni 4 ve spojeni s tvrzenim 2 je 1 (u+vy/m) € Z} pravé tehdy, kdyz u, v € Z a u* —mv
+4.

Pro m = —1 tak dostaneme podminku u? + v? = 4, odtud u(K) = Z} = {-1,1, —i,i}.

Prom = -2 je u(K) =273 = {-1,1}.

Prom=-3je p(K)=2% ={-1,1,1 + 13,1 - 13 14 13 -1 13}

Prom < —4 je p(K) =Z3 = {-1,1}.

2:

Definice. Bud K realné kvadratické téleso. Rekneme, Ze u € Z% je fundamentdlni jednotka télesa K,
jestlize (u, —1) = Z%.

Jellia € Zi, pakia~l,—a,—a~! € Zk a do kazdého z intervali (—oo, —1), (—1,0), (0,1) a (1, 00)
padne pravé jeden z téchto prvki.

Definice. Rekneme, Ze fundamentalni jednotka je normovand, jestlize u > 1.

Lemma 9. Nechi K = Q(y/m) a a« = a+ by/m € Z3;, kde a,b € Q. Jestlize a > 1, pak a,b > 0.

Diikaz. Vzhledem k tomu, 7e a~! = %52 kde a2 — b2m = Ngjo(a) € {-1,1}, je

2—b2m’
{a,a™ !, —a,—a™} = {a + by/m, a — by/m, —a+by/m, —a — by/m}.
Jednotka « je z téchto ¢tyt jednotek nejvetsi, proto a,b > 0. O

Tvrzeni 10. JestliZe u = a + by/m > 1, a,b € Q, je normovand fundamentdlni jednotka télesa
K = Q(+/m), pak pro vSechny ostatni jednotky o € Z5, \ {u}, a =c+dym > 1, ¢,d € Q, je a < c.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze podle tvrzeni 4 je 2a € Z a podle pfedchoziho lemmatu je ¢ > 0, mizeme
dikaz rozdélit na pripady a = % aa>1.

Predpokladejme, Ze a = . Plati (1)? — b*m = Ngg(u) = +£1, ¢&ili 4b*m = 1+ 4. Vzhledem k tomu,
ze 2b € Z, b > 0 a uvazujeme m > 1, jedinou moznosti je m =5a b= % Vidime, zZe jednotka je témito
vlastnostmi urcena jednoznac¢né, kdyby tedy ¢ = %, pak a = u. Vzhledem k tomu, ze 2c € Z, ¢ > 0 a
c# %, jec> %

Piedpoklddejme, Ze a > 1. Viechny ostatni jednotky ¢ + dy/m > 1 jsou tvaru u™, kde n € N.
Oznacéme a,, + b,/m = u", ukdZeme, Ze {a,}nen je rostouci posloupnost. Pro kazdé n € N plati
"t = v = ana + bybm + (bpa + anb)y/m, takze a,.1 = ana + b,bm > a,, nebot véechny hodnoty
v tomto vyrazu jsou kladné a a > 1. O
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Priklad. Normovand fundamentalni jednotka télesa Q(\/§) je 1+ /2. Normovand fundamentalni
jednotka télesa Q(v/3) je 2 4+ /3. Normovan4 fundamentélni jednotka télesa Q(v/5) je 1(1+ V/5).

Lemma 11. Necht K = Q(y/m), pak pro kaZdé o € Zk existuje z € Z takové, Ze Ngg(a) = 22
(mod m).

Diikaz. Jestlize m = 2,3 (mod 4), pak {1,y/m} je celistvd baze Zg, tj. existuji a,b € Z takové, ze
o = a+ by/m. Za z mitzeme tedy volit a, nebot Ng|g(a) = a* — b*m = a*® (mod m).

Jestlize m = 1 (mod 4), pak {1, 1+g/ﬁ} je celistva baze Z . Také {1, mzﬁ} je celistva baze Zg,

protoze matice prechodu mezi témito bazemi jsou celoc¢iselné ((1) i%) Vyjadiime-li @ = a+ b%,
kde a,b € Z, pak

1—-m 1—
Ngo(a) = Z I;W_L’_ b4m = a? + abm — bPm— = a2 (mod m),
nebot LB‘/E (a+ bm+2‘/m) = amg‘/m + bmzﬁnl‘/erm = bmi5™ + (a + bm) LE‘/E. O

Tvrzeni 12. Necht K = Q(y/m). JestliZe existuje prvocislo p =3 (mod 4), které déli A(Zy), pak pro
kazde o € Zj; je Ngjg(a) = 1.

Dikaz. Budeme postupovat sporem. Piedpoklddejme tedy, Ze existuje o € Z3, s normou —1. Podle
dusledku 5 je A(Zg) € {m,4m}, a tedy p déli m. Podle pfedchoziho lemmatu existuje z € Z takové,
ze Ngjg(a) = 2* (mod m). Takze —1 = z* (mod p) a tak z je prvek Fadu 4 v Z3. To ovSem znamena,
7e 4 déli p — 1, coZ je ve sporu s pfedpokladem p = 3 (mod 4). O

Definice. Bud ¢ : K — R monomorfismus téles, pro x € K definujeme absolutni hodnotu prislusnou
o jako |z|, := |o(z)|. Rekneme, Ze absolutni hodnoty |-|,, a |-|s, jsou ekvivalentni, jestlize existuje
B € R* takové, Ze pro kazdé x € K plati |z[,, = |z[5,.

Tvrzeni 13. Absolutni hodnoty |-|1 a |-|2 jsou ekvivalentni prdvé tehdy, kdyZ plati inkluze
{zeK ||z >1}C{xeK||z]2>1}.

Diikaz. (=) Jestlize |z|; > 1, pak |z]5 > 1 a |z|, > 1/8 = 1.

(<) Predpokladame, Ze pro vSechna = € K plati |z|; > 1 = |z|s > 1, potom pro vSechna x € K*
plati [z~ 1; < 1= |27 < 1, a misto 2! mlzeme psat x, ¢li [z]; < 1= |z]p < 1.

Zvolme z € K, |z|; > 1. Prokazdé y € K, |y|; > 1, existuje o € RT takové, ze |z|¢ = |y|1. Ukdzeme,
ze |x|§ = |ylz. Necht ™ > a, kde m,n € Z*, potom z [y|; = |z]{ < \x|1% plyne, ze |[y"z~™|; < 1, a tak
podle pfedpokladu je |[y"x~™|2 < 1, a odtud |y|2 < \x|277 Obdobné pro ™ < « ziskdme |y|o > \x|2%
Limitnim pfechodem ™ — « zleva a zprava dostaneme [z]§ < [y|2 < |z[5.

Zvolme 3 € RT takové, ze |z|; = |z|5. Potom pro libovolné y € K plati [yl = |z|¢ = |z|3° = |y|5.
Absolutni hodnoty jsou tedy ekvivalentni. d

Lemma 14. Necht g1 a g2 jsou dva rizné Q-homomorfismy z K do R, pak absolutni hodnoty |-|,, a
|-|g. mejsou ekvivalentnd.

Dikaz. Zvolme x € K takové, ze g1(x) < g2(z). Potom existuje ¢ € Q takové, ze 0 < gi(x) —
g <1l<gox)—g, élilr—gql, <1< |z—glg. Odtud vidime, Ze neexistuje kladné 3 takové, ze

|z — qlg, = |z — qlg,- O
Véta 15 (o slabé aproximaci). Necht |-|1,...,||n jsou po dvou neekvivalentni absolutni hodnoty, pak
pro kazdé e >0 a x1,...,x, € K existuje y € K takové, Ze pro viechnai=1,...,n je |y — z;|; <e.

Dikaz. Nejdiive ukéZeme, Ze existuje a € K takové, Ze |aly > 1 a |al; < 1 pro i = 2,...,n. Postu-

pujeme indukei. Pro dvé absolutni hodnoty toto plati, nebot podle tvrzeni 13 jestlize |-|1 a |-|1 nejsou
ekvivalentni, pak pro néjaké a € K, |a|]; > 1, je |al]2 < 1. Pfedpokladejme tedy, Ze to plati pro absolutni
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hodnoty |-|1,...,|"|n—1, tj. existuje b € K takové, Ze |bly > 1 a |b|; < 1 proi=2,...,n — 1. Zvolme
c € K takové, ze |c|; > 1 a |c|, < 1. Za a zvolime
b pokud |b], < 1,
a=<¢ b'c pokud |b], =1,
lj’_%c pokud b, > 1,

kde r € N je dostatecné velké. To, ze takto zvolené a spliiuje pozadavky lze nahlednout z chovani
jednotlivych vyrazii pro r — oo. Konkrétné je-li |b|,, > 1, pak |1i%c|1 > 1+|b‘ lelh — ey > 1,

_ o b" 6],
1+b7 cli > %cl;=0,proi=2,...,n—1,a |1 cln > LT leln — |eln < 1.
Nyni pro kazdé j = 1,...,n zvolme a; € K takové, ze |aj|; > 1 a |a;|; < 1 pro i # j. Potom pro
v v 7 o v . n a’; o ~ 12z -
dostatecné velké r mazeme zvolit y = ZFl T{ﬂxj, nebot pro kazdé i =1,...,n a pror — oo

T‘
‘y i — l|’L+Z|1+ 7"]|Z:|1+ 'r 1|1+Z|1+ x]|l*>0
#J J#l

O

Dusledek 16. Zobrazeni o : K* — {—1,1}", o(k) = (sgngi(k),...,sengn(k)), kde {g1,...,9n} =
Homg (K, R), je epimorfismus grup.

Diikaz. Prolibovolné (x1,...,x,) € {—1,1}" najdeme vzor v o: Podle véty o slabé aproximaci existuje
y € K takové, ze pro viechna i = 1,...,n je [y — x|y, < 1, neboli |g;(y) — ;| < 3. Takze sgn g;(y) = =
pro vSechna i =1,...,n. O

Definice. Rekneme, ze k € K* je totdlné pozitivni jestlize g(k) > 0 pro viechna g € Homg(K,R).
Mnozinu viech totalné pozitivnich prvki z K* znaéime K*. Dale znacime Z}; = Zj, N K+.
Vsimnéme si, Ze jadro epimorfismu o z disledku 16 je pravé K+. Odtud vidime, 7ze K*/Kt ~ Z2.

Definice. Rekneme, 7e hlavni lomeny idedl je totdIné pozitivni, jestlize je tvaru kZy, kde k € K.
Mnozinu vSech totalné pozitivnich hlavnich lomenych ideald zna¢ime ‘P}; a definujeme @l}; =Jk/ ‘J’f{.

Tvrzeni 17. Definujeme-li zobrazeni g : Gl}; — Clg predpisem 7rK(I~‘J’}"() = I-Pg, pak posloupnost
(1) 1 — Zy )75 — 7% — kermg — 1
je exaktni.

Ditkaz. Zobrazeni v : Z3 |7} — K*/K* definované piedpisem v(aZj) = aK' je monomorfismus,
nebot kerv = (Zj N K1)/Z}. = Z}; /7. Zobrazeni yu : K*/K+ — Py /PL definované predpisem
paKt) = aZy - P} je ziejmé epimorfismus. Déle Imv = Z}. /K = (K*Z}.)/K*+ = ker u. Posloup-
nost

1 — Z )2k % K*/Kt 5% P/t — 1
je tedy exaktni. Nyn{ stadi uvazit, ze kermx = {I-PL | I € P} = Px/PL, a dosadit K*/K+ ~
73 O

Lemma 18. KaZdy prvek jddra mr je fddu 1 nebo 2 a |ker x| deli 271,

Dikaz. 7 kratké exaktni posloupnosti (1) vidime, ze ker 7 je izomorfni néjakému faktoru Z%, proto
kazdy prvek je fadu 1 nebo 2. Zfejmé —1 € Z7;, ale —1 ¢ Z;, takze Z}{/Z} je fadu alespon 2, a tedy
|ker 75| d&li 271, O

Tvrzeni 19. Necht K je redlné kvadratické téleso, pak |ker mx| = 1 pravé tehdy, kdyz existuje funda-
mentdlni jednotka télesa K, kterd md normu —1.
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Dikaz. Podle pfedchoziho lemmatu fad ker mx déli 2. Z kratké exaktni posloupnosti (1) vidime, Ze
ker mx je trividlni pravé tehdy, kdyz Zj,/ Z} ~ 7Z2. Toto nastava pravé tehdy, kdyz restrikce o 7z, Je
epimorfismus grup, kde o je zobrazeni, které jsme zavedli v diisledku 16. Jestlize o|z:_je na, pak existuje
u € Zg takové, ze o(u) = (1,—1). Norma Ng|g(u) = g1(u)g2(u) je zdpornd, a tedy Ngg(u) = —1.
Obrécené, existuje-li u € Zgk s normou —1, pak g;(u) a g2(u) maji opaéné znaménko a o(1), o(—1),
o(u) a o(—u) jsou po dvou rtizné. O

Tvrzeni 20. Nechi K = Q(y/m), kde m € Z je bezétvercové, g je neidenticky Q-automorfismus télesa
K a p je prvocislo.

1. Jestlize pZyx = P nebo pZyx = P?, kde P je prvoidedl v Zy, pak g(P) = P.

2. Jestlite pZi = PP, kde P # P, pak g(P) = P.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze g(Zy) C Zk a g? = id, je g(Zy) = Zx . Podle piedpokladt je pZx C P,
takze pZyx = pg9(Zk) = g(pZk) C g(P), jinymi slovy g(P) lezi v rozkladu pZy. Timto je dokdzan
bod 1. a v piipads, #e pZx = PP vidime, e g(P) € {P, ]5}

Daéle postupujeme sporem. Predpokladejme, ze g(P") = P" a g(]s’") = ]57", kde r € N. Automorfis-
mus g oboru Zg muzeme pienést na Zy /p"Zk a na Zg/P" x ZK/}S’". Podle ¢inské véty o zbytcich
existuje mezi témito dvéma okruhy izomorfizmus .

Zx — Zg|p"Zx 5 Zg/P"xZg/PT

Ly Lg Ly
Zx — Zg/p'Zx 5 Zyg/P"xZg/P"

Jelikoz P" + P" = Zk, existuji e; € Pra eo € PT takové, Ze e; + eo = 1, a plati

g"(L+ P04 P") =g"(ex + Prer + P) = (g(er) + P7,g(er) + PT) = (L4 P70+ P7);
vyuzivime zde zejména toho, ze 1 —e; = e3 € P" al—g(e1) = g(1 —e1) = glez) € g(P") = P.
Obdobné pro ey dostaneme ¢” (0 + P™,1+ P") = (0+ P",1+ P"), a ¢" je tedy identické zobrazeni.
Potom i ¢’ = ¢! 0 g"” o p je identické zobrazeni, zaroven vSak ¢'(v/m +p"Zx) = —/m + p" Zx, takze
2y/m = /m — (—y/m) € p"Z. Podle tvrzeni 4 tedy existuje v € Z takové, ze 2 = p" v, ale zvolime-li
napft. r = 3, pak 1% = v € Z neplati pro zadné prvocislo p. O

Definice. Prvoidedl P C Zx nazveme ramifikovany, jestlize P?> = (P N Z)Zy. Mnozinu vsech ramifi-
kovanych prvoidealt v Zg znac¢ime R.

Tvrzeni 21. Bud I C Zk idedl takovy, %e g(I) = I. Pak ezistuje ¢ € QF takové, Ze qI je soucinem
po dvou ruznych ramifikovanych prvoidedli.

Diikaz. V nasledujicim znac¢ime P a P prvoidedly, rp mocninu prvoidedlu P v rozkladu idealu I a P
mnozinu vSech prvocisel. Prvoidedly v rozkladu I rozdélime do t#i skupin:

1 =[P~ [IP~ []PrPe.
peP peP peP
P=pZi P2=pZyx PP=pZy

Nyni podle tvrzeni 20

I =g =[P~ [[P* Ile@)yre@y> =[P~ [P~ [[P7Pe.

peP peP peP peP peP peP
P=pZx  P2=pZyx PP=pZx P=plx  P?=pZyx PP=pZx

a tedy rp = r5 pro vSechna p € PP, kde PP = pZy . Z nasledujiciho jiz plyne platnost tvrzeni:

I = Hp’I‘PZK Hprpdiv2prp mod 2 HPTPZK _ qfl HPTP mod 2'

peP pEP pEP pEP
P=pZk P?=pZy PP=pZy P?=pZy
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Véta 22. Necht A je algebra nad perfekinim télesem F, kterd je koneéné generovand jako vektorovy
prostor nad F'. Pak nasledujict jsou ekvivalentni:

(1) Rad(A) ={a € A|a™ =0 pro néjaké n € N} = {0}, tj. A neobsahuje nilpotentni proky.

(2) A je izomorfni soucdinu téles.

(3) FEuistuje baze A nad F, kterd md nenulovy diskriminant.

(4) Kazdd baze A nad F' md nenulovy diskriminant.

Dikaz. (1 = 2) Necht A =[], A;, kde A; jsou nerozlozitelné jakozto okruhy. Ukdzeme, ze kazdé A;
je té&leso. Necht a € A; \ {0}, najdeme inverzni prvek k a. Pro kazdé n € N plati a"A4; C a"T1A;,
a tak dimpa”4; < dimpa™t'A4;. Vzhledem k tomu, ¢ A mé koneénou dimenzi nad F, existuje
n € N takové, ze dimp a™A; = dimp a”T1A;, potom oviem a"A; = a"t1A4;, a také a”A; = a®A;.
Existuje tedy b € A; takové, ze a™ = a®"b. Potom a"b = a?>"b? = (a"b)?, &li a™b je idempotentni
prvek, a vzhledem k tomu, ze A; je nerozlozitelné, je a™b € {0,1}. Kdyby vsak platilo a"b = 0,
pak a” = a®"b = 0-a™ = 0, tj. @ by musel byt nilpotentni prvek, coz je ve sporu s predpokladem
Rad(A) = {0}. Zbyva tedy jediné moznost a"b =1, a tak a=* = a"~1b.

(2 = 3) Necht tedy A ~ [], F;, kde F; jsou télesa. Pro € F; Ozna¢me T ten prvek A, ktery se
zobrazuje na (0, .. .,0,2,0,. .. ,0). Pro z € Fj ay € Fj, kde i # j, je Zy = 0, nebof nasobeni v [[, F;
probihé po slozkich. Pro kazdé i ozname B; néjakou bazi F; nad F, potom {ai,...,a,} = {3 | b e
U, B:i } je baze A nad F. Matice (Tr(a;a;)) je diagonalni blokova, a jeji determinant je tedy roven
soucinu determinantti jednotlivych blokt. Odtud A(ay,...,a,) =[], A(B;) # 0.

(3 = 4) Oznaéme {uy,...,u,} bazi A nad F, kterd ma nenulovy diskriminant. Pro libovolnou bazi
{v1,...,v,} vektorového prostoru A nad F méa matice pfechodu (p;;) € F"*", definovand vztahem
u; = Y pi;jvj, nenulovy determinant a plati A(uq,. .., u,) = det(p;;)?A(v1, ..., v,) # 0.

(4 = 1) Budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme, Ze existuje nenulovy nilpotentni prvek a; €
A, a dopliime jej na bazi {aj,...,a,} prostoru A nad F. Potom pro kazdé i je aja; nilpotentni, a tedy
Tr(aja;) = 0. Matice (Tr(a;a;)) obsahuje nulovy fadek, a tak A(aq,...,a,) = det(Tr(a;a;)) =0. O

Vé&ta 23. Necht Q C K je rozsivent konecného stupné a p je prvocislo. Pak p se vétvi (tj. plyx =
IL; P*, kde r; > 1 pro néjaké i) prdvé tehdy, kdyz p déli A(Zg).

Dikaz. Méjme rozklad pZy = [ [, P{* na soucin prvoideéld, pak podle ¢inské véty o zbytcich Zg /pZy ~
[I; Zx/P]". Odtud plyne, ze p se nevétvi (tj. r; = 1 pro vSechna i) pravé tehdy, kdyz Zg /pZx je
souc¢inem téles. To podle pfedchozi véty nastéva préavé tehdy, kdyz diskriminant kazdé béze (resp.
libovolné baze) Zi /pZi nad Z, je nenulovy. Necht {ai,...,an} je celistvd baze Zg, pak {a1 +
PLrc, ... 0 + PLi} je baze L /pZk a A(Zk) = Alay,...,an) = Aloy + pZi, ..., + LK)
(mod p). Cili A(Zk) # 0 (mod p) pravé tehdy, kdyz se p nevétvi. O

Lemma 24. Necht K = Q(y/m), d je bezétvercové a g je neidenticky Q-automorfismus télesa K. Pak

pro kazdé a € K, NK|Q(a) =1, existuje b € K takové, Ze a = #. Je-li navic a € K+, pak lze volit
be Kt.
Dikaz. Jestlize a = —1, zvolime b = y/m. Potom @ = g(\‘/ﬁ? = % =-1l=a.

Jestlize a # —1, zvolime b = (1 + a)~!. Potom ng’) = 1_}_‘;&) = aaig(aa)) = “(alila) = a, nebot
ag(a) = Ng|g(a) = 1. Pokud a € KT, paki (1+a)~' € K. O

Véta 25. Oznacme S ={[[, P/ | P, € R,r, €Z} av:S — Cl, v(I)=[I]. Pak
(1) Imv = (Cl})2, kde (Cl)2 je mnoZina prvki z Clj: ¥ddu 1 nebo 2,
(2) S? Ckerv a [kerv: S?] = 2.

Podle véty 23 je |R| rovno poctu prvodisel, kterd déli A(Zg). Oznacime-li tento podet k, pak
S/S? ~ 7. Podle véty 25 je v/ : S/S? — (Cl})2 epimorfismus, ktery md jadro fadu 2, a tedy
(ClL)2 ~ Zé’_l. Z tvrzeni 19 tak ziskdme nasledujici disledek.

Dusledek 26. Necht K je kvadratické téleso.
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(1) Je-li K € R anebo je-li K C R takové, Ze existuje fundamentdlni jednotka télesa K s nor-
mou —1, pak (Clg)s je grupa Fadu 21,
(2) Je-li K C R takové, Ze kaZdd fundamentdlni jednotka télesa K md normu 1, pak (Cly)s je
radu 2F~2.
Dusledek 27. Jestlize K je kvadratickeé téleso a A(Zy) je délitelné pouze jednim prvocislem, pak |Cli|
je liché€ cislo. Jestlize K je navic redlné, pak existuje fundamentdlni jednotka télesa K s normou —1.
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