Homomorfismy vektorovych prostoru
Uloha 1. Homomorfismus f : R? — R? je dan pFedpisem
[ ((z1, 22, .733)T) = (x1 + 2x3, 73,221 + x2) 7.
(a) Spoctéte matici homomorfismu f vzhledem k bazim B a C.
B=((1,0,2)",(-1,0,2)T,(-2,1,3)")

C=((2,1,07,(0,0,1)",(1,1,-1)T)
Vysledek.

(b) Rozhodnéte, zda f je izomorfismus.

Vysledek. Ano, matice je regularni.

Uloha 2. Homomorfismus f : Z2 — Z2 ma vzhledem k bazim B a C' matici
3 21
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B=(1317% 137" 0112")

C=((0,2)7,(2,1)7)

(a) Spoctéte matici homomorfismu f vzhledem ke standardnim bazim.

Vysledek.
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(b) Rozhodnéte, zda f je epimorfismus.

Vijsledek. Ano, sloupce matice generuji Z2.

Uloha 3. Homomorfismus f : R? — R? m4 vzhledem ke standardnim bézim matici
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(a) Spoctéte matici homomorfismu f vzhledem k bazim B a C.
B=((0,1)",(1,2)")

C= ((717 ]-7 0)T7 (Oa 27 1)T7 (17 Oa O)T)
Vysledek.
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(b) Rozhodnéte, zda f je monomorfismus.

Vysledek. Ano, sloupce matice jsou linedrné nezavislé.



Uloha 4. Necht f : Z3 — 73 je homomorfismus, pro ktery plati
£((0,0,0,1)") = (0,1,0,1)",

((1,0,1,1)%) = (1,0,0,0)",
F((1,1,1,07) =(1,1,1,07,
((0,1,1,0)7) = (1,0,1,1)T.
(a) Spoctéte matici homomorfismu f vzhledem ke standardni bézi.
Vysledek.
0 010
1 0 01
Ky _
i = 01 .00
1101

(b) Rozhodnéte, zda f je monomorfismus.

Vysledek. Ne, matice je ¢tvercova singularni.

(c) Rozhodnéte, zda f je epimorfismus.

Vysledek. Ne, matice je Ctvercova singuldrni.
Uloha 5. Necht f je endomorfismus prostoru R3, pro ktery plati
£((@,-2,1)T) = (-1,0,3)",
£(0,1,00T) = (1,1,-3)7,
£((1,2,0T) = (1,0,-2)T.

(a) Ukazte, ze f je automorfismus.

(b) Spoctéte matici endomorfismu f~! vzhledem ke standardni bazi.

Vysledek.
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Uloha 6. Najdéte néjakou bézi jadra homomorfismu f : R<s[z] — R<;[z] zadaného piedpisem
fop(@) = ap(2) + p(-1).

Reseni. Ozna¢me K4 = (l,x,xz,x?’) a Ky = (1,z). Potom
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Ker ([f]gg;) = ((-2,-3,0,1)7,(~2,-1,1,0)7).

Tento vysledek nam iikd, Ze Ker f je generovano polynomy pi1,ps € R<3[z], pro néz plati [p1],, =
(_27 _35 07 1)T a [pQ}K‘l = (_25 _17 la O)T Clh

Kerf:<9c3—3x—2, xQ—x—2>.

Uloha 7. Ozna¢me B = ((3 %), (99). (21 8).(33)) bazi prostoru R?*? a C né&jakou bézi prostoru
X2

R<,[z]. Matice homomorfismu f : R?*? — R<s[z] vzhledem k bazim B a C je
2 0 4 1
4 0 -2 -3
11 0 =2

Najdéte néjakou bazi Ker f.



Reseni. Neni podstatné, jak baze C vypadéa, protoze pro kazdou bazi C prostoru dimenze 3 plati
[0]c = (0,0,0)T. Nulovy prostor zadané matice homomorfismu je generovan vektorem (1,3, —1,2)%,
¢ili Ker f je generovano matici A € R?*2 takovou, ze [A]p = (1,3, —1,2)T.
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Ker f = ((21)).

Uloha 8. Necht f je endomorfismus vektorového prostoru koneéné dimenze. Dokazte, Ze f je epi-
morfismus praveé tehdy, kdyz je monomorfismus. Ukazte, ze v pfipadé prostoru nekonecné dimenze
toto obecné neplati.

Uloha 9. Necht f : U — V je homomorfismus vektorovych prostortt a M je néjaka podmnozina
prostoru U. Dokazte, ze (f(M)) = f ({(M)).

Uloha 10. Matice homomorfismu f : <(4,—77 3)T,(—2,5,2)T> — R3 vzhledem k bazim B =
((-2,5,2)T,(0,3,7)T) a C = ((2,1,1)T,(1,0,1)T,(1,-1,0)T) je
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Najdéte néjakou bazi Im f.

Reseni. Neni podstatné, jak baze B = (u1,uz) vypada. K tomu abychom uréili Im f ndm totiz
sta¢i znat mnozinu obrazu libovolné béaze (tato mnozina generuje Im f).

Sloupce matice homomorfismu jsou [f(u1)]c = (2,0, 1)T a [f(u2)]c = (3,1,1)T. Z nich uréime
generatory Im f:

(2,1,)T+0-(1,0,)T +1-(1,-1,00T = (5,1,2)7T,
Tr1.1,0,)"+1-(1,-1,00T = (8,2,4)T.

f(ur) =
f(uz)
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Tyto vektory jsou linedrné nezavislé, takze baze Im f je ((5, 1,2)T, (8,2, 4)T).

Uloha 11. Necht f: R?® — R* a g : R* — R? jsou homomorfismy vektorovych prostort takové, ze
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Najdéte néjakou bazi prostoru Im f N Ker g. Pfesvédcte se, ze tento prostor je urcen jednoznacné.

Uloha 12. Méjme linearni zobrazeni f : U — V. Formulujte a dokazte nutnou a postacujici
podminku pro to, aby obrazem kazdé linedrné nezévislé mnoziny byla opét linedrné nezavisla
mnozina, tj. aby pro kazdé n € N a pro kazdou linedrné nezavislou mnozinu {wuy,us,...,u,} v U
platilo, ze {f(u1), f(u2),..., f(un)} je linedrné nezavisla ve V.



