PozZzadavky ke zkouSce z predmétu Linearni algebra I1

Piehled zakladnich typu pocetnich aloh
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Je dan podprostor prostoru R™ se standardnim skaldrnim soucinem a vektor, urcete ortogo-
nalni projekci vektoru na podprostor.

Je dana baze prostoru R™ se standardnim skalarnim soucinem, pomoci Gramova-Schmidtova
algoritmu ortogonalizujte a normalizujte zadanou bézi.

Je ddn podprostor prostoru R™ se standardnim skaldrnim soucinem, najdéte [béazi / ortogo-
nalni bazi] ortogonalniho doplitku zadaného podprostoru.

Je déna redlnd matice A a vektor b, najdéte vektor x, ktery minimalizuje ||Ax — b||, jinymi
slovy najdéte nejlepsi aproximaci feSeni soustavy (A | b).

Je dana baze a vektor, najdéte soufadnice vektoru vzhledem k zadané baazi.

Jsou dany dvé baze a soufadnice vektoru vzhledem k jedné z nich, urcete jeho soufadnice
vzhledem k druhé béazi.

Jsou dany dvé baze, urcete matici pfechodu od jedné baze k druhé.

Je dana matice linedrniho zobrazeni vzhledem k néjakym béazim, urcete matici zadaného
linearniho zobrazeni vzhledem k jinym bazim.

Je dana ¢tvercova matice, rozhodnéte, zda je diagonalizovatelna.

Je dana ¢tvercova matice, najdéte jeji vlastni ¢isla a pro kazdé z nich urcete algebraickou a
geometrickou nasobnost a néjakou bazi prislusného vlastniho podprostoru.

Jsou dany ¢tvercové matice, rozhodnéte, zda jsou podobné.

Je dana Ctvercova matice A, najdéte jeji Jordandv normélni tvar J a regularni matici P
takovou, ze A = PJP L.

Je dano linearni zobrazeni f : R™ — R". Najdéte néjakou jeho Jordanovu bazi.
Je déna [symetrickd bilinedrni / kvadratickd] forma, najdéte poldrni bézi formy.

Je déna [symetricka bilinedrni / kvadratickd] forma na prostoru R™ se standardnim skaldrnim
soufinem, najdéte ortonormalni polarni bazi formy.

Je déna redlna [symetrickd bilinedrni / kvadratickd] forma, uréete jeji signaturu.

Je dadna kvadrika v R2. Rozhodnéte, zda jde o elipsu, hyperbolu nebo parabolu. (Pozn.:
kruznice je také elipsa.)

Je déno zobrazeni, rozhodnéte, zda je to [bilinedrni forma / kvadratickd forma / skaldrni
soudin].

Definice

Meli byste znat definice nasledujicich pojmi: skalarni soucin, norma vektoru, ortogonalni dopl-
nek, vlastni ¢islo, algebraicka a geometrickd nasobnost vlastniho ¢isla, vlastni vektor, Jordanova
burika, Jordantv tvar matice, Jordanova béaze, charakteristicky polynom, podobnost matic, biline-
arni forma, matice bilinearni formy, hodnost bilinedrni formy, ortogonalni matice.
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Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem. DokazZte, Ze

(a) Ve e V:(z|0)=0;
(b) Vo,y,zeV:(w|y+2)=(z|y)+ (x| 2);
(c) Vae CVx € V: |ax| = |a|||x]||-

Dokazte, Ze ortonormalni podmnozina unitarniho prostoru je linedrné nezavisla.
Formulujte a dokazte Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost.
Formulujte a dokazte trojihelnikovou nerovnost.

Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem, v € V a U je podprostor prostoru V.
Dokazte, ze v lezi v ortogonalnim doplitku podprostoru U pravé tehdy, kdyz je kolmy na
vSechny vektory v mnoziné generatori podprostoru U.

Necht V je vektorovy prostor se skalarnim souc¢inem a U je podprostor prostoru V. Dokazte,
7e U~ je podprostor prostoru V a UNU* = {0}.

Formulujte a dokazte Pythagorovu vétu.
Formulujte a dokazte vétu o ortogonalnim rozkladu.

Necht vektorovy prostor V je direktnim souctem podprostortt Vi a V,. Dokazte, Ze kazdy
vektor v € V lze vyjadrit pravé jednim zpusobem jako v = vy + v, kde v1 € V] a vy € V5.

Formulujte a dokazte vétu o aproximaci.
Formulujte a dokazte kosinovou vétu.

Necht M je baze prostoru V. Dokazte, Ze kazda bilinearni forma na prostoru V je jednoznacné
urcena svymi hodnotami na mnoziné M x M.

Jak se zméni matice bilineadrni formy pfi pfechodu k jiné bazi? Dokazte.

Definujte pojem hodnost bilinedrni formy a dokazte, Ze tato definice je jednoznacna.

Jak vypada inverzni matice k ortogonalni matici?

Jak vypadaji sloupce ortogonalni matice? Dokazte.

Jak vypadaji fadky ortogonalni matice? Dokazte a nezapomente uvést potfebny predpoklad.
Jak vypadéa determinant ortogondlni ¢tvercové matice? Dokazte.

Necht A je ortogonalni ¢tvercova matice fadu n a u, v € R™. Jak vypada norma vektoru Au
a uhel mezi vektory Au a Av? Dokazte.

Bud f : R® — R" linearni zobrazeni a M, N dvé baze R". Dokazte, ze (f)} a (f)% jsou
podobné.

Jak souvisi vlastni ¢isla matice a jeji charakteristicky polynom? Dokazte.

Dokazte, ze podobné matice maji stejnd vlastni ¢isla se stejnymi algebraickymi a geometric-
kymi nasobnostmi.

Dokazte, ze dva vlastni vektory prislusné riznym vlastnim ¢isliim matice jsou linearné neza-
vislé.

Formulujte a dokazte vétu charakterizujici diagonalizovatelné matice. V dikazu muzete po-
uzit pomocnd tvrzeni, kterd byla probrana na pfednésce.

Formulujte tvrzeni o existenci a jednoznacnosti Jordanova tvaru komplexni matice.

Dokazte, ze vlastni ¢isla symetrické matice jsou realna.



