Kvantifikace rizika

Rozptyl a smérodatnd odchylka (srovnej s Markowitzovym
modelem); problém se symetrii a pfedpoklady.

Durace - pro statni dluhopisy; problémy s predpoklady.

Komplikované instrumenty, derivaty, greeks (Delta, Gamma, Theta,
Rho a Vega).

Kritérium olekavaného uzitku.
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Alternativy k Markowitzovu modelu - Roy, Telser, Kataoka, Sharpe,
a dalsi.

Rizikové miry - VaR, CVaR.

Stress testing, analyza vysledku, worst-case analyza.
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Roy (1952): Safety-First Criterion

Necht

| dostupnd aktiva, z nichZ skladame portfolio,

x; mnozstvi i-tého aktiva v portfoliu (i =1,...,/),
pi nahodny vynos i-tého aktiva (i =1,...,/),

r; oekdvany vynos i-tého aktiva (i =1,...,/),

r, pozadovany vynos,

X1 pP1 n

X| 14 n

Alternativou k Markowitzovu modelu m{ize byt snaha maximalizovat
pravdépodobnosti, Zze skutecny vynos portfolia prekroci pozadovanou
mez, tj.

Tx >rp).
max PP 2 1) |
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Roy (1952): Safety-First Criterion

Za predpokladu normality, tj.
p~N(r, V)= pTx~ N(r"x,x"Vx),

muzeme odvodit

TX—rTX — TX
P(pTX 2 rP) = P (l)‘ /xT Vx 2 rp/X;VX) =
_ r 7rTX _
= 1-¢ (&m) =
rTx—r,

- ¢(m).

Dostavédme tak deterministickou dlohu (@ je rostouci funkce)

r-x—tp

-
max ——F.
x€X /xT Vx }
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Telser (1955): Chance-Constrained Criterion

Dalsim zplsobem, jak konstruovat portfolio, miZe byt snaha
maximalizovat ocekdvany vynos za podminky, Zze pravdépodobnost, ze
skutecny vynos prekroc¢i pozadovanou mez, bude dostatecné velka.

Poprvé formulovdno Telserem:

Tx: Tx > >1-
Tgﬁ({rx P(p'x>r)>1—a}, J

kde

rp je predepsand hodnota celkového vynosu z portfolia,

a € (0,1) znadi danou pravdépodobnost.
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Telser (1955): Chance-Constrained Criterion

Za predpokladu normality, tj.
p~N(r, V)= pTx~ N(r"x,x" Vx),

muzeme odvodit

P(pTXer)Zl—oz =

r—rTX
d’(&m) Sae

T _
e <o) e

rTx+ & Ya)VxTVx > r,.

1—¢(’P"TX) >l-ao

t o O

Odtud pak dostavame tlohu

max {rTx crTx + 0 Ha)VxT Vx > rp} . J

xeX
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Kataoka (1963): Quantile Criterion

Kataoka predstavil kritérium, jehoz podstatou je snaha maximalizovat
mez, kterou skutecny vynos portfolia dosahne Ci prekrodi s dostatecné
velkou pravdépodobnosti 1 — « (o obvykle voleno jako 0,01 nebo 0, 05),
tj.

max{rp:XGX,P(pTXZrp)21—a} J

Za predpokladu normality Fe$ime Glohu (® () zna&i 100a% kvantil
normalniho rozdéléni N(0, 1))

max {rp xeX, r'x+ o Ha)VxTVx > rp} ,

coz je ekvivalentni s problémem

max {rTx + & a)VxT Vx} .

xeX
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Quadratic Semivariance

Néamitky proti symetrii rozptylu vynosu jako miry rizika vedly k definici
asymetrické miry kvadratické semivariance

E [Z rixi — Z p,-x,-] ’

i€l iel

2

Nevyhodou je narlst obtiznosti numerického vypoctu feseného
optimaliza¢niho problému.

Sharpe (1971) navrhl definovat riziko jako mean absolute deviation

Z riXj — Zp,-x,- 0

i€l iel

m(x):=E
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Kono a Yamazaki (1991)

Sharpeho myslenku pak aplikovali Kono a Yamazaki. Ziskat portfolio
eficientni vzhledem k r"x a —m(x) znamena Fesit Glohu:

min E
xeX

Z riXp — Z PiXi

i€l iel

za podminky > rix; > rp.
i€l

@ Za predpokladu normality (p ~ N(r, V)) jsou hodnoty m(x)
konstantnimi ndsobky v x T Vx.

@ Neni nutné odhadovat varianéni matici.

@ Nahradime-li stfedni hodnoty vybérovymi priiméry z historickyh dat,
Ize Glohu prevést na Glohu linedrniho programovani.
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Pripady obrovskych ztrat:

Orange County (1994) v Kalifornii - nejvétsi municipalita, ktera kdy
pozadala o bankrot. Ztrata ve vysi $1,64 miliard v investi¢nim fondu
Orange County Investment Pool (OCIP) byla zpisobena nevhodnou
investini strategii Roberta Citrona. Vsadil na nizké (rokové sazby.
Barings Bank (1995) - v dobé kolapsu nejstarsi obchodnickd banka
v Londyné. Ztrita ve vysi $1,3 miliard zpisobend nevydafenym
obchodovanim Nicka Leesona s futures a opcemi na japonskych

a singapurskych burzach.

Daiwa Bank (1995) - ztrata $1,1 miliard.

Sumitomo Corporations (1996) - ztrata $2,6 miliard.

LTCM (1998) - ztrata $4,6 miliard.

ENRON (2001), Global Crossing (2002), WorldCom (2002),
Parmalat (2003) a dalsi.

Potfeba definovat obecné akceptovatelné rizikové miry.
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Necht X je redlnad ndhodna veli¢ina definovana na (€, A). Definujme
(uvaZujeme zprava spojitou distribuéni funkci)

Go(X) :=min{x € R: P[X < x| > a}...dolni a-kvantil X,
g*(X) :=inf{x € R: P[X < x| > a}...horni a-kvantil X.
Horni a-kvantil mizeme také vyjadfit jako
q*(X) =sup{x e R: P[X <x] < a}.
Z¥ejmé qo(X) < g*(X).
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz P[X < x] = « pro nejvyse jedno x.
V pripadé, kdy g.(X) < g*(X), plati

{xeR:a=PX<x]}= { {ZZEQ gzgg]) P[X = ¢°(X)] > o?
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Value-at-Risk

Necht T je dany budouci &asovy horizont, o € (0,1) je zvolend
konfidenéni hladina a ndhodna veli¢ina X reprezentuje ztratu
uvazovaného portfolia. Pak VaR,(X) je "maximalni moznd ztrata
portfolia za dané obdobi pfi zvolené konfidenéni hlading”.

VaR miZeme také interpretovat tak, ze ndhodnd ztrata vétsi nez
VaR,(X) nastane jen s malou pravdépodobnosti 1 — «v. Zatimco ztrdty
mens$i neZ VaR,, (X) nastanou s pravdépodobnosti o blizké 1.

@ Konfiden¢ni hladinu volime blizko 1, doporuéuje se 0,95 nebo 0,99.
@ Horizont volime 1 den i 1 mésic, doporuceni Basel komise je 10 dni.

@ VaR odhadujeme na zdkladé historickych dat (1 rok). POZOR na
HOMOGENITU!

Definujme

VaRo(X) := ga(X) a VaR*(X) := g*(X). J

V pripadé€ spojitého rozdéléni se shoduji.
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Parametricky Value-at-Risk

Predpokladejme, ze rozdéleni ndhodné ztraty X pochazi z location-scale
rodiny rozdéleni (nap¥. normalni rozdéleni), tj.

Furl) = 6 (1)

kde 11 € R je parametr polohy a o > 0 predstavuje méfitko. Pak
< VaRq(X) — ,u) _c (VaRa(X) - ,u,) _

o

P(X < VaRu(X)) = P (X_ =

g

a odtud dostdvame
VaR,(X) = u+ 0q.(X) ...absolutni VaR,

kde g, je 100a% kvantil distribuéni funkce G(x). Jako relativni VaR, pak
povazujeme hodnotu VaR,, e(X) = 0ga(X).

@ K ziskani VaR ztraty portfolia, kterad je vaZzenym primérem ztrat jednotlivych
instrumentd, potfebujeme odhadnout individudlni stfedni hodnoty, rozptyly
a kovariance.

@ Vypocet VaR pres M obdobi (pfi konstantim rozptylu o2 a stedni hodnoté 1)
znamena pouziti vztahd pro absolutni, resp. relativni, VaR s rozptylem
02, = Mo? a stfedni hodnotou (v zavislosti na predpokladech) pim = 11 nebo
wm = Mu.
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Neparametricky Value-at-Risk

Neni-li zcela zndma analytickd (parametrickd) podoba distribuéni funkce
nahodné ztraty X, ale jsou dostupna rozsahla historickd pozorovani,
miZze zalozit vypocet VaR na neparametrickém postupu.

Necht x[I < ... < xI8] jsou pozorované ztraty usporadané dle velikosti.
Namisto teoretického kvantilu uvazujme nyni empricky kvantil definovany

. [ xlSel+n pokud Sa ¢ Z,
Qo -= % [X[Sa] + X[5°‘+1]} pokud Sa € Z.

o Lze aplikovat na pomérné slozité instrumenty, nebot nevyZaduje
znalost rozdéleni. Teorie vsak vyzaduje nezdvisld pozorovani.

@ Presnost zavisi na vybéru a na volbé . Velkd « vyzaduji velkd data.
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Value-at-Risk

Vyhody:
@ VaR je univerzalni mira (lze ji aplikovat na viehny druhy rizika,
muZzeme s¢itdt riznd rizika do jednoho Cisla).
@ VaR je globdlné pouzivana mira.
@ VaR je vyjadfena v jednotce "ztrata penéz”.

Nevyhody:
@ VaR neni koherentni mira rizika. Nespliiuje predpoklad sub-aditivity
(krom eliptickych rozdéléni).
@ VaR uz se nezajima o to, jak velkd ztrata maze byt prekroCujici VaR.

@ VaR dobre nerozliSuje mezi tvary rozdéleni.

@ VaR neni konvexni. Nelze rozumné optimalizovat portfolio vzhledem
k minimalnimu VaR. Problém s lokalnimi extrémy.
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Altzer, Delbaen, Eber a Health (1999): Koherentni miry

rizika

Uvazujme mnozinu V redlnych ndhodnych veli¢in. Funkci p: V — R
nazveme koherentni mirou rizika, pokud spliuje:

Monotonie: X, Y € V,Y(w) > X(w),Yw € Q= p(Y) >
Sub-aditivita: X, Y, X+ Y € V,= p(X + Y) < p(X) + p(Y).
Positivni homogenita: X € V,h > 0,hX € V = p(hX) =h (X)
Translaéni ekvivariance: X € V,a € R = p(X + a) = p(X) +

i O

X, Y reprezentuji ndhodné ztraty definované na (€, .A). Axiom
Monotonie mlze byt nahrazen predpokladem

1b. Positivita: X € V,X(w) > 0,Vw € Q = p(X) > 0.
Sub-aditivita spolu s homogenitou implikuji

5. Konvexnost:
X, YeV,ae0,1] = plaX+(1—-a)Y) < ap(X)+ (1 —a)p(Y).
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Conditional Value-at-Risk

Necht T je dany budouci &asovy horizont, o € (0, 1] je zvolend hladina

a X reprezentuje ndhodnou ztritu s distribuéni funkci G(x) uvaZovaného
portfolia. Pak CVaR,(X) je pramérna ztrata ze 100(1 — )% nejhorsich
pripadi ztrat portfolia.

CVaR,(X) := stfedni hodnota a-chvostu rozdéleni X,
kde zminéné rozdéleni definujeme jako

G(x)—a > VaR,(X)
L(x, VaRy (X)) := 4 _1-a Prox = Vaka(X),
Ga(x, VaRa(X)) {0 pro x < VaR,(X).

Definujme
TCE,L(X) := E{X|X > VaR,(X)} a TCE*(X):=E{X|X > VaR,(X)}.
Pro spojita rozdéléni dostavame

TCE,(X) = TCE*(X) = CVaRa(X).
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Conditional Value-at-Risk

Predpoklddejme nyni, Ze E|X| < oo a definujme
Fo(X,a):=a+ LE[Xf alt
«@ ) L 1 —«

konvexni a kone¢nou (odtud také spojitou) funkci v a.
Rockafellar a Uryasev ukazali, ze

1
VaR,(X) = min F,(X,a) = mi —~ E[X —al*"
VR, () = i Fu(X,8) = pig {a+ T X =l

a navic

argmin F, (X, a) = [VaR,(X), VaR*(X)].
acR
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Optimalizace portfolia vzhledem k minimalnimu CVaR

Necht
& =(£1,...,€)7 znadi ndhodné ztrity instrumentd, z nich# sklddame portfolio,
x = (x1,...,x)7 reprezentuje vektor rozhodnuti, kolik kterého instrumentu

nakoupime, x € X, X # () konvexni polyedrickd mnoZina,

X = xT¢ vyjadfuje ndhodnou ztratu portfolia p¥i rozhodnuti x.

Ulohu optimalizace portfolia formulujeme jako

min {a+ LE[fo - a]+} .

xEX,a€R l—«
Uvazujme scendre &1, ..., £ s prislu$nymi pravdépodobnostmi
pt,...,p°. Dostavame Glohu linedrniho programovani

zl,...,z°,a,x

S
H 1 S_S
1mlg a+m§1pz
5=

za podminek z°>xT¢ —a,z2°>0, s=1,...,5,
x€eX,aeR.
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Stress testing

Zajmem investorll je zjistit, co se stane, budou-li trzni podminky

extremalni. Moznou metodou je analyza scéndfil. Stress testing zacina
konstrukci scénarii pokryvajici extrémni udalosti

@ historical stress test - scénare konstruujeme na zakladé historické
zkuSenosti (krize v minulosti),

@ prospective stress test - scenare, které mohou byt mozné
v budoucnu v disledku zmén makroekonomickych,
socioekonomickych nebo politickych faktord,

Podoba stress testl se lisi v zavisli na spoleCnosti, ktera je provadi a také
v zavislosti na problému, ktery je resen.
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Analyza vysledki

@ Persistence - existence optimalniho feseni v disledku perturbace
pravdépodobnostniho rozdéleni P.

e Kvalitativni stabilita - spojitost optimalni hodnoty ¢(P) a mnoziny
optimalnich feseni X*(P) vzhledem k P.

o Kvantitativni stabilita - poskytuje horni meze pro vzdélenosti
optimalnich hodnot a optimalnich Feseni pfi zméné
pravdépodobnostniho rozdéleni, nap¥. pfi kontaminaci jinym
rozdélenim.

o Backtesting - historicky (testovani validity modelu na historickych
datech), experimentalni (testovani modelu na pseudo-historickych
datech ziskanych simulacemi).

o Worst-case analysis - analyza nejhorSich moznych vysledkil,
konstrukce nejhorsich scénarli. Lze aplikovat minimaxovy pfistup, tj.
" nejlepsi moznd ochrana proti nejhorSimu moznému vysledku”.
Dostdvdme tak meze pro mozné ztraty.
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Worst-case VaR a CVaR

Je-li k dispozici jen ¢astecnd informace o pravdépodnostnim rozdéleni P
nahodné veli¢iny X, mizZeme charakterizovat dostupnou informaci
mnozinou pripustnych rozdéleni P. Uvazujme napf., Ze mame pouze
informaci o prvnich dvou momentech rozdéleni, pak

PeP:={P:Ep[X]=p,Ep[X — p* =0°}.
Definujme

VaRY*(X) := min sup {x: P[X < x] > a},
x€R pep

1
CVaRY (X) = 2n€|£ 22[73){a+ mE[X— a]*}.
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Worst-case VaR a CVaR
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