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1 TEORIE UZITKU

Pred studiem teorie uZzitku je nutné si uvédomit, Ze rizné osoby mohou vnimat jako
uzite¢né riizné véci, kazdy z nds mé rtzné preference, coz si miizeme ukdzat na na-
sledujicich prikladech.

Priklady. * Pri n4vstévé restauracniho zafizeni si mizeme vybrat ze dvou moz-
nosti: a) polovi¢ni porce hlavniho chodu a k tomu 2 napoje dle vybéru b) cely
hlavni chod a pouze 1 ndpoj dle vybéru — zde je zfejmé, Ze hladovéjsi si zvoli

Mev s

* Preference casto zavisi také na movitosti dané osoby — pro mladou rodinu je
nemyslitelné (pokud to neni nezbytné nutné), Ze by kazdy z paru mél svijj au-
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disponuji, je uzitek z druhého automobilu vyrazné vyssi.

1.1 AXIOMATICKA TEORIE UZITKU

Hlavnim cilem této podkapitoly je vysloveni predpokladii pro existenci kardindlni/ordindlni
uzitkové funkce.
1.1.1 ZAKLADNI POJMY, DEFINICE A ZNACENT

Kli¢ovymi pojmy v teorii uzitku jsou bindrni relace a mnoZzina alternativ, uvedme si
nyni znaceni a potfebné definice, které nas budou provazet pti budovéni teorie.

Znaceni. Pismenem X budeme znacit zdkladni mnoZinu alternativ, tedy moZnosti,
mezi kterymi se rozhodujeme. Pro binédrni relaci na kartézském soucinu X x X vyuZi-
jeme znaceni R, v souvislosti s bindrni relaci budeme vyuZzivat zapis (x, y) € R < xRy.
V nésledujicim bude uZite¢ny pojem dopliikové relace R, pficemz xRy < (x,y) ¢ R.

vvvvvv

nich relaci.
Definice 1.1 Bindrni relace R na X x X se nazyva:
1. reflexivni, je-li xRx, Vx € X.
2. irreflexivni, jestlize xRx, Vx € X. (x neni v relaci samo se sebou)

3. symetrickd, pokud xRy = yRx,Vx,y € X.
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4. asymetrickd, kdyz xRy = yRx, Vx,y € X.

5. antisymetrickd, jestlize xRy A yRx = x = y,Vx,y € X.
6. tranzitivni, je-li xRy A yRz = xRz, Vx,y,z € X.

7. negativné tranzitivni, pokud R je tranzitivni.

8. upln4, kdyz xRy v yRx, Vx,y € X.

9. slabé Uplnd, pokud xRy Y yRx,Vx £ y € X.

Kombinaci vySe specifikovanych vlastnosti ziskdme nékteré dalsi dtilezité tridy re-
laci.

Definice 1.2 Bindrni relace R na X x X se nazyva:

1. slabé uspofadani, je-li asymetricka a negativné tranzitivni (nemusi tedy byt mozné
porovnat vSechny dvojice x, y € X).

2. striktni uspofadani, pokud je slabym uspofadanim a je navic slabé tiplna (rizné
prvky jsme vzdy schopni porovnat).

3. ekvivalence, jestliZe je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

Definice 1.3 Necht I je ekvivalence na X x X a ¥ € X. Potom a(x) = {x € X|xIx} se
nazyva tfida ekvivalence s generatorem x.

Priklady. * R = > na R je klasickym prikladem relace, kterd je striktnim uspora-
dénim.

* R = > na R” nardZi na problémy s neporovnatelnosti nékterych prvkii, napft.
neni jasné, jak naloZit s vektory (1,2) a (2,1). Tento problém vSak nenastdva
pro vektory (1,2) a (0,1), odtud miiZeme nahlédnout, Ze tato relace je pouze
slabym usporddédnim.

 V pfipadé R = > jsou ttidy ekvivalence pouze jednoprvkové (nebot musi nasta-
vat rovnost).

Pri porovnavani dvou alternativ nds zajima, kterd z nich je v néjakém smyslu lepsi.

K vyjadfeni tohoto vztahu ndm poslouZi pojem tzv. preferen¢ni relace, v nasledujici
definici jsou vyjmenovany druhy téchto relaci.

Definice 1.4 Necht x, y € X, situaci, kdy
1. x je lep$inez y, zna¢ime x > y.
2. x je horsi nez y, znac¢ime x < y.

3. x je indiferentni (stejné dobré jako) y, znacime x ~ y.
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4. x je lepsi nebo stejné dobré jako y, zna¢ime x x y.
5. x je horsi nebo stejné dobré jako y, znac¢ime x < y.

Preferenc¢ni relace ma mnohé pékné vlastnosti, kviili kterym je uzitecna jako za-
kladni kdmen teorie, kterou si vyloZime.

Véta 1.1 1. Relace > (<) je tranzitivni.
2. Relace ~ je ekvivalenci.

3. Pokud x > yay ~ z, potom x > z.
Pokud x ~ y ay > z, potom x > z.

4. Relace x je tranzitivni a tiplna.

EXISTENCE ORDINALNI UZITKOVE FUNKCE

Jednim z klasickych néstrojti pro teorii uzitku je ordindlni uZzitkové funkce, kterou
predstavujeme v ndsledujici definici

Definice 1.5 Redlnd funkce u : X — R se nazyvé ordindlni uZzitkové funkce, jestlize
u(x)>u(y) @ x>yvx,yeX
Pozndamka. 1. Vx,y € X pfimo z definice plyne také
*cu(x)<u(y) ®@x=<y.
cux)=u(ly) ©x~y.
cux)yzuly) ©@xxzy.
*u(x) <u(y) ®x3y.
2. Mnozina {x € X|u(x) = const.} je prvkem mnoziny X| ~ (mnoziny tiid ekviva-

lence dané relaci indiference na X), je-li tato mnozina neprazdna. Je-li a(x) €
X| ~, pak a(x) = {x € X|u(x) = u(x)}.

Uvedme si postacujici podminku pro existenci ordinalni uzitkové funkce, ktera nam
muZe vyrazné usnadnit vybér vhodné alternativy.

Véta 1.2 Necht X| ~ je spocetnd, potom existuje ordindlni uzitkova funkce.

Pro odvozeni nutné a postacujici podminky je zapotiebi pojem hustoty mnozZin v
X| ~ vzhledem k relaci < .

Definice 1.6 MnoZina A c X| ~ se nazyva husta v X| ~ vzhledem k relaci <, jestlize
pro libovolné x,y € X| ~, x,y ¢ A, x < y existuje z € A takové, Ze x < z < y (symbol <
je zde vyuzit ve smyslu "pro vSechny prvky ze tiid ekvivalence plati")
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Véta 1.3 Necht X| ~ je nespocetnd, potom existuje ordindlni uzitkova funkce prave
tehdy, kdyZ v mnoZiné X| ~ existuje spo¢etnd hustd podmnozina.

Znaceni. V dalsim vyuzivaime znaceni X = XV x X® x ... x X" c R", kde X¥, k =
1, .., n je otevieny interval. V souladu s pfikladem o uspotfddéani definujeme x < y &
xi<y,Vi=1l,.,nax<yeo©x<yAx#+y.

Nyni si uvedme sadu axiom, které jsou postacujici pro existenci ordinélni uzit-
kové funkce na X (ve smyslu nové zavedeného znaceni).

(A1) Relace < je slabé uspofadani na X.
(A2) x <y = x < y,Vx,y € X (horsi ve vSech slozkdch znamena horsi celkové).
(A3) Necht x < y < z. Potom existuji a, g € (0, 1) tak, ze
ax+(1-a)z<yABx+(1-B)z>y.
(pro intuici a blizké 1 a  blizké 0)

Vétal.4 NechtX = XD xX® x..xX™ a plati axiomy (Al), (A2) a (A3), potom existuje
ordinalni uzitkova funkce na X.

Pokud je navic relace < v nasledujicim smyslu spojita (A4), je spojita i pfislusna
ordindlni uZzitkova funkce.

Definice 1.7 Relace < na X se nazyva spojitd na X, jestlize mnoZiny
Py={xeXx< y},PJjr ={x € X,x > y} jsou pro vSechna y € X oteviené.

Véta 1.5 Necht X = XM x X@ x ... x X" a plati axiomy (Al), (A2), (A3) a (A4), potom
existuje spojita ordindlni uzitkové funkce na X.

Pridame-li k pfedchozim pfedpokladiim navic jesté predpoklad konvexity relace <
(A5) v nasledujicim smyslu, ziskdme postacujici podminku pro kvazi-konkavitu ordi-
nélni uzitkové funkce.

Definice 1.8 Relace < se nazyva konvexni preferencni relace na X, jestliZe mnoZiny
Ly = {x € X|x % y} jsou konvexni podmnoziny X, Vy € X.

Vétal.6 Preferencnirelace < spliiujici axiomy (Al), (A2) a (A3) na X je konvexni praveé
tehdy, kdyz

LVXD <sXPeX=XD<aXxD+(1-a)XP,Vae(0,1)
2. L, = {x € X|x > y} jsou konvexni podmnoziny X, Vy € X

3. ordindlni uzitkova funkce u na X je kvazi-konkévni.
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Poznamka. * Funkce u je kvazi-konkavni praveé tehdy, kdyz L, = {x € X|u(x) > y}
jsou konvexni Vy € R.

e Necht XV, X e X. Funkce u je konkéavni, pokud VA € (0, 1) plati

XYY+ (1 -Du(X?) <u(AxV + (1 -21)X9?).

* Necht XV, X ¢ X. Funkce u je kvazi-konkéavni, pokud VA € (0, 1) plati
min{u(X™), u(X®)} < u(AxY + (1 -21)x?).
Definice 1.9 Relace < se nazyva striktné konvexni, jestlize VXM < X@® e X = X <
aX® +(1-a)X?,Va e (0,1).
MNOZINA NEJLEPSICH PRVKU

Nyni si s vyuzitim znalosti z teorie optimalizace uvedme podminky pro existenci nej-
lepsiho prvku v néjaké podmnoZiné M € X mnoZiny mnoZiny vSech alternativ.

Definice 1.10 Necht M c X. Prvek X € M se nazyva nejlepsim prvkem mnoziny M,
jestlize X > x,Vx € M.

Véta 1.7 Necht mnozina M c X je konvexni a necht relace < je rovnéz konvexni.
Potom mnoZzina nejlepsich prvkti (MNP) je konvexni.

Véta 1.8 Necht mnozina M c X je konvexni a necht relace < je striktné konvexni.
Potom, pokud v M existuje nejlepsi prvek, je jediny (mnozina MNP je tedy jednobo-
dova).

Pokud je mnoZina M kompaktni, coZ je v R" ekvivalentni omezenosti a uzavre-
nosti, pak je pro spojitou relaci < jiz MNP neprazdna.

Disledek. Pokud je navic relace < spojitd a M kompaktni, potom
e vsituaci VEty 1.7 je MNP neprazdna a konvexni.
e v situaci Véty 1.8 je MNP jednobodova.

V praxi ndm vSak nesta¢i porovnavat pouze dvojici alternativ, chceme totiz byt
schopni porovnat také dvojice téchto porovnani, viz nésledujici priklad.

Priklad. Radéji budeme mit 1000 K¢ nez 10 K¢, také mZeme mit radéji jahodovou
zmrzlinu vice nez merurikovou. Ziskany uzitek v prvnim piipadé vsak bude (za stan-

v,

dardnich podminek) vyrazné vyssi, nez kdyz si ddime druhy druh zmrzliny.
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1.1.2 KARDINALNT UZITKOVE FUNKCE

V této sekci si zavedeme pojem kardindlni uzitkové funkce, kterd m4 kviili svym vlast-
nostem veétsi vyuziti. Ke konstrukci vyuZzijeme novou sadu axiomu.

(AI) Relace < je slabé usporadani.

(AII) Necht P 5 Q 3 R € X, potom {alaP+(1-a)R 5 Q}a{alaP +(1-a)R % Q} jsou
uzaviené mnoziny.

(AIII) Necht P ~ Q € X, pak aP + (1 — a)R ~ aQ + (1 — @)R,VR € X,Va € (0,1)
(kontaminace neporusi indiferenci).

Definice 1.11 Necht P, Q, R € X. Rekneme, Ze u : X —» R je kardindlni uzitkova funkce,
pokud plati:

1. u(P) < u(Q) prave tehdy, kdyz P < Q (tedy kdyz Q je lepsi nez P)

2. P je preferovano pred Q vice neZ R pied S pravé tehdy, kdyz u(P) — u(Q) >
u(R) —u(S)

Za zminku stoji, Ze kardindlni uZitkovd funkce je indiferentni viici linearni trans-
formaci s pozitivnim koeficientem, tedy v(P) = au(P) + b,a > 0.

Véta 1.9 Necht plati axiomy (AI), (AII) a (AIII), potom existuje kardindlni uzitkova
funkce.
KARDINALNT UZITKOVA FUNKCE V TEORII ROZHODOVANT ZA RIZIKA

Uvazujme funkci u : W — R,W c R* (W ma vyznam majetku jistého investora). V
dal$im uvazujeme uzitkové funkce v nédsledujicim smyslu.

Definice 1.12 Rekneme, Ze u je uzitkova funkce, pokud je spojita a neklesajici.

Poznamka. Predpoklad spojitosti neni pro budovéni teorie nutny, avsak je pouzivan
historicky. Zasadni vlastnosti uZitkové funkce je neklesajicnost, kteréd vyjadiuje pred-
poklad nenasycenosti, tedy Ze mit vice je vzZdy lepsi, neZ mit méné.

Znaceni. V nasledujicim budeme pismenem w oznacovat redlnou ndhodou veli¢inu.

Definice 1.13 Necht u je uzitkova funkce a W je hladina majetku investora. Uvazujme
vhodnou (existuje stfedni hodnota Ew a Fu(W + w)) hru w s rozdélenim P,, potom
investor:

1. je rizikové averzni na hladiné majetku W, jestlize Eu(W + w) < u(W + Ew)
2. je rizikové neutrdlni na hladiné majetku W, jestlize Eu(W + w) = u(W + Ew)

3. je riziko vyhleddvajici na hladiné majetku W, jestlize Eu(W + w) > u(W + Ew)
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Priklady. ¢ Jednoduchym ptikladem hry je nésledujici situace W = 100 K¢, w =
+50 K¢ s pravdépodobnosti 1/2. Tato hra je spravedliva ve smyslu, Ze Ew = 0.

¢ Typickym prikladem rizikové averznich investort jsou banky, ¢i penzijni fondy;,
> n zn

jelikoZ "nesmi"pfijit o svérené penize.

¢ Prikladem riziko vyhleddvajicich investorti jsou napftiklad sézejici v loteriich,
pravdépodobnost vyhry je velmi mal4, a proto se Spatné odhaduje.

Definice 1.14 Investor je globalné rizikové averzni/neutralni/oblibujici riziko, jestlize
je rizikové averzni/neutrdlni/oblibujici riziko na kazdé hladiné majetku W.

Véta 1.10 Nechfu : I — R, pro I c R* interval, je uzitkova funkce. Potom investor je
1. globdlné rizikové averzni pravé tehdy, kdyz u je striktné konkdvni
2. globdlné rizikové neutrdlni pravé tehdy, kdyZ u je linedrni
3. globdlné oblibujici riziko pravé tehdy, kdyzZ u je striktné konvexni
Priklad. Nyni se podivejme na rizné druhy investort v situaci hry popsané v pred-
chozim piikladu (viz Obrazek 1.1).
Ri1zZIKOVA PREMIE

Rizikova prémie je hodnota, kterd zajisti, Ze investor je lhostejny (indiferentni) ke
hrani hry ve smyslu nésledujici definice.

Definice 1.15 Rizikovd prémie I1(W, P,) je definovana jako feSeni rovnice Eu(W +
w) =u(W + Ew —TI(W, P,)).

Z definice plyne, Ze rizikovd prémie z4visi na uZzitkové funkci, majetku a rozdéleni
ndhodné velic¢iny hry (ne vsak na jeji konkrétni realizaci!).

Pozndmka. Rizikova prémie je invariantni vii¢i posunuti majetku a rozdéleni hry ve
smyslu IT(W, P,,) = II(W + &, Pyys).

Naproti tomu pojistnéd prémie je maximalni ¢4stka, kterou je investor ochoten za-
platit, aby se vyhnul hrani hry (aby zabranil vzniku velkych skody).

Definice 1.16 Pojistnou prémii definujeme jako I1;(W, P,) = II(W, P,) — Ew.

Analogii v opa¢ném smyslu je penézni ekvivalent, tedy ¢astka, kterou by investor
musel nejprve obdrzet ke svému majetku, aby byl ochoten hru hrét, prirozené ji de-
finujeme jako hodnotu opac¢nou pojistné prémii.

Definice 1.17 PenéZni ekvivalent definujeme jako I, (W, P,) = —-I1;(W, P,) = II(W, Py).
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Obrazek 1.1: Piiklady uZitkovych funkci pro riziko vyhledavajiciho a rizikové averz-
niho investora, ¢arkované rizikoveé neutralni

MIiRY RIZIKOVE AVERZE

Vzhledem k tomu, Ze chceme byt schopni porovnévat averzi investora nezavisle na
konkrétni hie (resp. konkrétni investici), podivime se na miry rizikové averze. Pied-
pokladem v této sekci bude spravedlivost hry (tedy Ew = 0), rozptyl hry oznacime
2
lofl
Vyjdeme z toho, Ze pro spravedlivou hru plati Eu(W + w) = u(W - II(W, P,)). Pro
nalezeni odhadu miry riziky vyuZzijeme Taylortv rozvoj postupné na obou stranédch.

u(W —TI(W, Pp)) = u(W) — TI(W, P,)u’ (W) + O(IT2(W, Py)) (1.1)
Eu(W +w) = E[u(W) + wu' (W) + %wzu”(W) +0(w?)] (1.2)
=Eu(W) + %afuu"(W) +o(02),

coz dohromady (nebot W neni ndhodna veli¢ina a tedy Eu(W) = u(W)) dava apro-
ximaci (pfi zanedbani ¢lent nizsiho fadu)
u //(W)

| (1.3)

1
(W, P,) ~ 503,[—

10
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Prijemnou vlastnosti aproximace je fakt, Ze obsahuje faktorizaci rizikové prémie na
vlastnost hry (¢2) a vlastnost investora (—u” (W) /u’(W)). Cast aproximace ptipada-
jici investorovi se pro dostate¢né hladké rostouci uzitkové funkce nazyvé absolutné
rizikové averzni mira, ¢i Arrow-Prattova mira (ARA).

Definice 1.18 Necht u : I — R, I interval je dvakrat diferencovatelna rostouci funkce.
ARA miru definujeme jako r(W) = —% = —LIn(u' (W)).

Pozndamka. Podivejme se na chovani ARA miry pro riizné typy investorti. Necht o2, >
0.

1. (W) > 0 (prave tehdy, kdyz I1(W, P,) > 0) pravé tehdy, kdyz investor je rizikové
averzni

2. r(W) = 0 (prave tehdy, kdyz I1(W, P,,) = 0) praveé tehdy, kdyz investor je rizikové
neutrdlni

3. r(W) < 0 (praveé tehdy, kdyz I1(w, P,,) < 0) pravé tehdy, kdyz investor je riziko
oblibujici

4. Pro dvojici investort plati r; (W) > r»(W) (prave tehdy, kdyz Iy (W, P,) > I1,(W, Py))
préaveé tehdy, kdyz je prvni z investort vice rizikové averzni nez druhy.

Nyni si uvedme dalsi priklady rizikovych meér, které se vyuzivaji. RRA mira je mo-
difikaci ARA miry, kterou ziskdme jejim vyndsobenim hodnotou majetku W.

Definice 1.19 RRA miru definujeme jako ry(W) = Wr(W).

V piipadé, Ze W je kladny, pak pozndmka plati i pro miru RRA. Dtisledkem toho, Ze
obé miry zavisi na hodnoté W, hovorime nékdy o lokalnich mirach rizikové averze.

Definice 1.20 Necht w ~ N(u, 0%). Rubinsteinovu rizikové averzni miru definujeme

. E ”
jako R(W) = —%.

KILASIFIKACE UZITKOVYCH FUNKCI PODLE MIRY RIZIKOVE AVERZE
. uww) _
1. Konstantni ARA (W =-c,¢c>0)

Véta 1.11 Dvakrét diferencovatelné uZzitkova funkce je konstantné ARA préavé tehdy;,
kdyZ ucapa(W) = ae™" +b,a < 0,c > 0,b € R.

Podivejme se bliZe na parametry ve znéni véty — ¢ je parametr rizikové averze, ¢cim
Vétsi je ¢, tim vice je investor rizikové averzni, parametr a je Skdlovaci faktor a b je
parametr posunuti. PovSimnéme si, Ze v pfipad€ ¢ < 0 by se jednalo o investora, ktery
vyhledava riziko.

2. HARA funkce

11
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Definice 1.21 Investor je hyperbolicky absolutné rizikové averzni, pokud pro jeho
ARA miru plati r(W) = —— pro aW + b > 0.

Vétal.12 Dvakrat diferencovatelna uzitkova funkce u je HARA praveé tehdy, kdyz u(W) =
upara (W) nabyva nésledujicich hodnot

1. ﬁ(aW+b)“Tf1 +d,a#0,a+1,aW+b >0,¢c>0,d e R (mocninna)
2. cIn(W+b)+d,W+b>0,c>0,d € R (logaritmicka)

_w
b

3. —ce™% +d,b > 0,c > 0,d € R (exponencialni)

4. =5(b-W)%,b>W,c > 0,d € R (kvadratickd)

3. DARA funkce

1.1.3 STOCHASTICKA DOMINANCE

V této sekci si pfedstavime principy porovnavani nahodnych veli¢in mezi sebou. Necht
G je n&jaka mnozina uzitkovych funkci.

Definice 1.22 Méjme X, Y ndhodné veli¢iny, pak X dominuje Y (X > Y) vzhledem
ke generatoru G, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Vu € G takova, Ze stfedni hodnoty existuji.

Dominanci v definici vySe nazyvdme slabou/zdkladni dominanci, naopak domi-
nanci v té nasledujici nazyvame silnou/striktni. V nésledujici definici jiZ X nedomi-
nuje samo sebe, coZ je v budovani ekonomické teorie uZitecné.

Definice 1.23 Méjme X, Y ndhodné veli¢iny, pak X dominuje Y (X >¢ Y) vzhledem

ke generatoru G, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Yu € G takovd, Ze stfedni hodnoty existuji.

TYPY GENERATORU

e U; = {mnozina vSech uzitkovych funkci} nazyvdme stochastickd dominance
prvniho fadu (FSD)

e U, = {mnozina v§ech konkdvnich uzitkovych funkci} nazyvdme stochastickd
dominance druhého fadu (SSD)

e Uy = {u € U, dostatecné hladké: u” (x)(-1)"*! > 0} nazyvame stochastickd
dominance N-tého fddu (NSD), v praxi 3./4. fad

* U, = {u € Uy, dostate¢né hladké: u™ (x)(-1)"*! > 0n = 1,2, ...} nazyvame sto-
chastickd dominance co-tého fadu (ISD)

* Ucara = {u(x) ~ e, a > 0}, Unara, ---

12
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Z konstrukce je patrné, Ze Uy C Uy_; a tedy pokud plati dominance N —1-ho fadu,
plati i dominance fadu N-tého.

1. Stochastickd dominance 1. fadu (FSD)

Z definice plati Eu(X) > Eu(Y),Yu € U,. Nasledujici tfida funkci je reprezentativni
pro FSD

Vi = {upy(x) : upy(x) = max{v,min{x - n,0}},n e R,v e R™}.

Vzhledem k tomu, Ze plati Eu(X) > Eu(Y),Yu € U, pravé tehdy, kdyz Eu(X) >
Eu(Y),Yu € W, neni potfeba vySetfovat definujici nerovnost pro v8echny funkce z Uy,
ale staci vySetrovat pouze pro ty z 1.

Uvedme si dvojici nutnych a postacujicich podminek pro stochastickou dominanci
prvniho fadu, které vyuzivaji distribuc¢ni (1. verze) a kvantilové (2. verze) funkce.

Véta 1.13 Necht X, Y jsou ndhodné veli¢iny, Fx, Fy jsou piislusné distribu¢ni funkce
a Fy'(v) = min{z : Fx(u) > v}, F;'(v) = min{z : Fy(u) > v} jsou jejich kvantilové
funkce. Potom plati

1. X >psp Y pravé tehdy, kdyz Fx(x) < Fy(x),Vx € R

2. X >psp Y prave tehdy, kdyZ Fx(x) < Fy(x),Vx € R a 3xp : Fx(x0) < Fy(xo)

3. X >psp Y préavé tehdy, kdyz F}gl(v) > F;l(v),Vv € [0,1]

4. X >psp Y pravé tehdy, kdyz Fi'(v) > F;1(v),Yv € [0,1] a Jvg : Fx(vo) > Fy (vo)

Pro nékterda béznd rozdéleni méame odvozena jednodussi pravidla pro nahlédnuti
stochastické dominance prvniho fadu.

1. Diskrétni rozdéleni se stejné pravdépodobnymi atomy
X nabyva hodnot xj, x2, ..., xr s pravdépodobnosti 1/T,x; < ... < xp
Y nabyvé hodnot y, y», ..., yr s pravdépodobnosti 1/T,y; < ... < yr
porovndni distribu¢nich funkci se tedy zjednodusi na podminku

X>rspY o xi2yi=1,..,T, tesp. X >psp Y © x; 2 35,0 =1,..,T,3j 1 x; > y;
2. X ~ N(ux, 0%),Y ~ N(uy, 02)
2 2

X>FSDY<:>,uX2uy/\0}2(:oy, resp.X>FSDY@uX>yyAa§:aY

Zde si povSimnéme, Ze podminky na stfedni hodnotu je nutnou podminkou
stochastické dominance a rovnost rozptylli je vyZadovana, aby se distribuc¢ni
funkce neprotinaly.

13
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3. Lognormalni rozdéleni (Z ~ N(u, 0%) = e? ma lognormalni rozdéleni s husto-

)2 Y.
tou f(x) = #ﬂexp{—(l";az“) }). Uvazujme X ~ LN (ux, 0%),Y ~ LN (uy, 02).

2 2 2 2
X >rspY © ux > py Aoy = oy, 1esp. X >psp Y © ux > uy A oy = oy

Neni prili§ prekvapujici, Ze jsme obdrZeli stejné podminky jako u normalniho
rozdéleni.

4. Gamma rozdéleni (X ~ I'(k, 0) s hustotou f(x) = k=le=% EX = k6, varX =

k6?. Uvazujme X ~ I'(ky, 0x),Y ~ T'(ky, 6y).

1
oFT (k)

X 2rsp Y © 0x > Oy A kx > ky, resp. X >psp Y & Ox > Oy A kx =" ky,
kde * znamen4, Ze alespor jedna z nerovnosti je ostra.

Stochastickd dominance prvniho fddu ndm umoznuje porovnavat investic¢ni pfile-
Zitosti a rozpoznat ty, které jsou dobré a které Spatné. Lze také hledat nejlepsi (efici-
entni) feSeni.

2. Stochasticka dominance 2. fadu

Hlavnim rozdilem oproti stochastické dominanci prvniho fddu je uvaZovani jiné
mnoziny generdtord, konkrétné funkci, které jsou konkdvni, investor je tedy rizikoveé
averzni.

Definice 1.24 Rekneme, Ze X xssp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Vu € U,. Rekneme, Ze
X >ssp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),VYu € Uz, Jup € Us : Eu(X) > Eu(Y).

Podobné jako u stochastické dominance prvniho fadu méme k dispozici reprezen-
tativni mnozinu, kterd ma ndasledujici tvar

Vo = {uy(x) : uy(x) = min{x - n,0},n € R}
Véta 1.14 X xgsp Y praveé tehdy, kdyZ Eu(X) > Eu(Y),Vu € V4.

Uvedme si nutné a postacujici podminky pro stochastickou dominanci druhého
radu.

Definice 1.25  « F\” (1) = ['_ Fx(s)ds
« FP(p) = [P EY (@)dg,p € (0,1)
o (-2 —
Fy?(0)=0

« FU?(p)=c0,p e [0,1)

14
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F}((_z) z definice vySe je dudlni funkci k F)((z) ve smyslu Fenchelovy duality. Existuje
i alternativni zptisob vypoctu funkce F)((z), ktery je uzite¢ny, nebot integrovani distri-
bucni funkce miize byt nékdy obtizné. V diikazu se objevuje pojem dolniho parciél-
niho momentu prvniho fadu (LPMy (¢))

Vétal.15 FP (1) = E[t — X | X < f]P[X < ¢] = E[max( - X, 0)]

Diikaz:

0= [ m / :f(x)dxdy o [ w / ' Flo)dydx = / ;(t—x)f(X)dx

:/t(t—x)f(x)dx+/oo0f(x)dx=[Emax(t—X,O) bt LPMx (1)
=E[f-X|X <t]P[X <]
|

V ekonometrie je ¢asto vyuzivdna tzv. (podminéna) hodnota v riziku ((conditional)
value at risk — (C)VaR), pfipomerime si jejich definici a ukazme si zptisob vypoctu
CVaR s pomoci funkce F}((_Z).

Definice 1.26 Necht X je ndhodné veli¢inaa a € (0, 1), potom definujeme CVaR,(-X) =
min z + {=-E[max(-X - z,0)]. Dale definujeme VAR, (-X) = Fy!(a).

¥4

(-2)
Fy 7 (1-a)
l1-a

Véta 1.16 CVaR(-X) = —

Vzhledem k tomu, Ze jsme si jiZ zadefinovali veskeré potifebné pojmy, miZeme si
uvést hlavni vétu této sekce, tedy nutné a postacujici podminky pro stochastickou
dominanci druhého radu.

Vétall? i X »gp Y pravé tehdy, kdyz F\2 (1) < 2 (1), vt € R.
ii X >s5p Y pravé tehdy, kdyz F (1) < F? (1), Ve € R A 3tg : F{P () < F? (10).
iii X >ssp ¥ pravé tehdy, kdyz F\® (p) = F\™2 (p),Vp € [0,1].

iv X >ssp Y pravé tehdy, kdyz F\? (p) = F\? (p),Yp € [0,1] A 3po : FS? (po) >
F? (po).

v X >gssp Y pravé tehdy, kdyZ LPMy (¢) < LPMx (¢),Vt € R.

vi X >gsp Y prévé tehdy, kdyz LPMx (¢) < LPMx(#),Vt € R A Ty : LPMx (%) <
LPMy (1).

vii X >gsp Y pravé tehdy, kdyz CVaR,(-X) < CVaR,(-Y),Va € [0, 1].

15
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viii X >gsp Y pravé tehdy, kdyz CVaR,(—X) < CVaR,(-Y),Va € [0, 1]ATap : CVaR,(-X) <
CVaR,(-Y).

Podminky v bodech (vii) a (viii) mtZeme Cist tak, Ze "X je méné rizikové nez Y na
vSech hladinach a". Pri dosazeni a = 0 do CVaR ziskdvame stfedni hodnotu a pro
a = 1 nejhors$i moZnou ztratu.

Pro vyssi fady stochastické dominance obecné plati, Ze kviili tomu, Ze mnozina
generdtort je Sirsi, je vlastnost stochastické dominance slabsi (a jsme tedy schopni
nalézt mensi mnozstvi dominujicich prvki). Pro iplnost si v§ak uvedme definice, né-

Vv 2

které vlastnosti a specidlni pfipady stochastické dominance vyssiho fadu.
3. N-ty rad stochastické dominance

Definice 1.27 Rekneme, ze X xysp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Vu € Uy. Rekneme, Ze
X >nsp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Vu € Uy, 3ug € Uy : Eu(X) > Eu(Y).

4. co-ty fad stochastické dominance

Definice 1.28 Rekneme, Ze X x;sp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Vu € U,. Rekneme, Ze
X >1sp Y, jestlize Eu(X) > Eu(Y),Yu € Uy, Jup € Uy : Eu(X) > Eu(Y).

I pro NSD a ISD méame véty, které ndm umoznuji prozkoumat, jestli néjaka veli¢ina
X stochasticky dominuje ndhodou veli¢inu Y ve smyslu N-/co-tého fadu.

Véta 1.18 Necht X a Y maji nosi¢ v (a,b) c R. Potom X >ygp Y pravé tehdy, kdyz
FF(b) < FP (b),Vk =2,3,..,N =1 A EN (1) < FV (2), Vi € (a, D).

Véta 1.19 X >;5p Y praveé tehdy, kdyz E(e™®X — e=*) < 0,Va > 0. X >;sp Y pravé
tehdy, kdyz E(e™®X —e™Y) < 0,Va > 0 A Jag > 0: E(e X — g=®V) < 0

Podobné jako tomu bylo u stochastické dominance prvniho fadu, tak pro néktera
béZné rozdéleni madme odvozend jednodussi pravidla pro nahlédnuti stochastické
dominance fadu vyssiho.

1. Diskrétni rozdéleni se stejné pravdépodobnymi atomy
X nabyva hodnot x;, x, ..., x7 s pravdépodobnosti 1/T,x; < ... < xp
Y nabyvé hodnot y, y», ..., yr s pravdépodobnosti 1/T,y; < ... < yr
porovndni integrovanych distribuc¢nich funkci se tedy zjednodusi na podminku

t t
X >sspY & in > Zyi,tz 1,..,T
i 7

t

X >ssp Y(:)ixi > Zyi’t: 1,...,T,3t01tzoxi >t20yi
i i i

2

Vidime, Ze podminka se oproti FSD zménila velice pfirozenym zptisobem. Pro
stochastickou dominance vy$§iho fddu vSak jiZ nic podobného neplati.
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2. X ~ N(ux, a}?;), Y ~ N(uy, 05)

2 2 2 _x 2
X>SSDY<:>,LL)(ZlJy/\O'X§(Ty, resp.X>53DY<:>,uX2*uy/\aXs oy,

kde symbol * znaci, Ze alespon jedna z nerovnosti musi byt ostrd. Stejné krité-
rium ziskdme pro NSD a ISD, podmince se v literatute iikd Markowitzovo krité-
rium.

3. Lognormélni rozdéleni (Z ~ N(u, 0%) = e ma lognormalni rozdéleni s husto-

tou f(x) = p{—”’” 1), Uvazujme X ~ LN (ux, 02),Y ~ LN (py, 02).
X > Y@[EX>[EY/\0X<UY resp. X >gsp ¥V & EX >* EY A 22X <+ I
Zssb = Ex = Ey [OOP- 4 7ssp [EX = B

kde symbol * znaci, Ze alespon jedna z nerovnosti musi byt ostra. Stejné pod-
minky opét ziskdme i pro NSD a ISD.

4. Gamma rozdéleni (X ~ I'(k, 6) s hustotou f(x) = W(k) xkle~, EX = k6, varX =
k62 Uvazujme X ~ I'(kx, 0x),Y ~ I'(ky, 6y). Na rozdil od prikladi s norméalnim

rozdélenim zde jiZ nejsou podminky pro SSD a ISD stejné.

X »>sspY © kx > max(l Oy ) resp. X >ssp Y & kx > max(1, QY)
ky kY HX

s ostrou nerovnosti pro pfipad 6y / 0x = 1.
X >1sp Y © kx > ky A Oxkx > Oxky, resp. X >isp Y & kx >* ky A Oxkx =" Oxky

kde * znamen4, Ze alespor jedna z nerovnosti je ostra.

Stochastickd dominance je Siroce vyuzitelny néstroj, nékteré priklady jejtho pouZziti
si nyni uvedeme.

Priklady. * Optimalizac¢ni problemy s omezenim ve tvaru stochastické dominance
max f(x) za X >gp Y. Vyuziva se napiiklad pro maximalizaci portfolia za pod-
minky, Ze vynos dominuje jisty index Y.

 Testovani eficience portfolia — zpravidla je poZadovédna ostrd dominance.
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PRIKLADY

Priklad. UvaZzujte uzZitkovou funkci u(W) = log(W/10) a pocatecni majetek 100€.
Jaka je pfesna a priblizna hodnota rizikové prémie pro hru w takovou, Ze:

2,s psti 1
1,s psti 3 pst 313 10, s psti 3
Lw= .1 2w=4q 0Ospstiz 3.w= 9
—1,s psti 5 —10,s psti 5
—2,spst1§

50,s psti )
.1 50, s psti
4 w=4 0,spstij; Sow =
-50, s psti 1

Reseni.
L [Ew=1-%—1-%=0,0,%=[Ew2=1
9 g 220°7) e 1251
log(lO—E) —%1 (11001)+110g(%) — n—10(10——‘10110'%) ~5-107°
(A) r(W):—_f:% — n*:%l-wlo 2(1)0—0005
2. Ew=2- %+0 —+(-2)- %_o,ag,:[sz:zZ-%+02-1+(—2)2.1:§

)+ 1og(100) —10g(98) —

V102 100 98
T 10-(10—1—0)~0.013335
A) #* L8 o1 6013

1 1
3. [Ew=0,03,:[Ew2:100-§+100-z=100
7 110y 1, /90 VI10-90
(P) log(lO—E) - —1 g(=o = )+ log(ﬁ) — = 10-(10—1—0) ~ 0.50126
L1 1 1
(A) 2" =510 15573

) , 502
4. Ew =0, 05 = Ew =T'2=1250
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ry 1 1 1
(P) log(lo - E) = Zlog(lS) + Elog(lO) + Zlog(S) =
7=10-(10-+V15-100-5) ~ 6.25

1 1
A) 7" = = 1250 - — ~ 6.25
(A) 7" =5 100

c gy 9950 49, 99 50° 12301 , _ 12301 (49)2 22201
. = = , = — _— = , O = — | — -
2 2 2 "2 2 ' wT T 2 4
49  my 1. /1y 1
P) 1 (10 - —) | (—) Zlog(15 = 75.5— V150 ~ 63.25
(P) log 510 10) " 2'98\7p) * 310815 = #

22201 1
5 =36.75

1
2 4 100-%

(A) n* =

Priklad. Spoctéte ARA miru a diskutujte vztah investora k riziku (dle W ap.).
1 w(W)=-5(aW +b) +d,a#0,a#1,aW +b>0,c>0,decR
2. uW)=e W +e ™ a>0,b>0,a>b
3. u(W)=(W -a)3
4 uW)=1-e ", a>0

Reseni.

c a-1

L u' (W)= - (aW + b)‘% ca=c-(aW +b)_%

a-1
1 at a+
u”(W):c-(—a)-al-(aW+b)_Tl :—c-(aW+b)_71

—c-(aW+b)‘an1 B 1

C'(dW'{'b)_% aW +b
r(W) > 0 a investor je tedy rizikové averzni.

r(w) = - — HARA, navic diky aW + b > 0 plati

2. uW)y=—-a-eW —p.e W

M,/(W) — (_a)Z . e—aW + (_b)Z . e—bW — a2 . e—aW + bZ . e—bW

aZ e W 4 b2 . e—bW aZ e W 4 b2 . e—bW

—(a-e=W +bh-ePW)  g.e"aW 4. bW
a,b > 0, plati r(W) > 0 a investor je rizikové averzni.

r(w) = - Vzhledem k tomu, Ze
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6-(W-a) 2

(W-a)2  W-a
Nyni je-li W > a, tak r(W) < 0 a investor je riziko oblibujici, pokud naopak
W < a, potom r(W) > 0 a investor je rizikové averzni.

. uUW)=3-W-a)?u'(W)y=6-(W-a) = r(W)=-

4. W' (W) = —e W . (—a),u” (W) = —(-a)* - eV = r(W) = a, pro a = 0 investor
riziku neutrélni, a > 0, rizikové averzni, a < 0 riziko vyhledédvajici.

Priklad. Zjistéte jakou (pfiblizné) ma investor uZzitkovou funkci, vite-li:
1. r(W) je hyperbolickd, kladna a klesajici,

3,s psti proW =10

pro W =20

2. prohruw = .
—1,s psti

1
ma4 rizikovou prémii = = {f’
g

D= D=

Priklad. Pro pfipad predchoziho pfikladu porovnejte skute¢né rizikové prémie s témi
aproximativnimi.

P¥iklad. Investor s uZitkovou funkci u(W) = 1 — e="/190 yvazuje investice:

1. do bezrizikového aktiva s vynosem 2%

2. do rizikového aktiva, jehoZ vynos v % p.a. se ¥idi N (3, 6?), o> > 0.

Spoctéte optimélni rozloZeni investice 100€.
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Priklad. Na trhu jsou 3 aktiva (A, B, C), jejichz vynosy pro dany scénaf jsou shrnuty
v nasledujici tabulce:
Scénar  Aktivum
A B C pst
negativni 1 -1 2 1/3
neutrdlni 1 4 0 1/3
pozitivni 4 5 4 1/3

Zodpovézte nasledujici otazky:

1. Je néjaké aktivum dominantni (ve smyslu FSD) néjakym jinym?

Je moZné najit linedrni konvexni kombinaci aktiv A a B, kterd by dominovala C?

wo»

Je moZné najit linedrni konvexni kombinaci aktiv A a C, kterd by dominovala B?

4. Je moZné najit linedrni konvexni kombinaci aktiv B a C, kterd by dominovala A?
Pokuste se identifikovat takovou, kterd dominuje A a ma maximélni E.

Reseni.

1. Vzhledem k tomu, Ze atomy rozdé€leni maji stejnou pravdépodobnost, staci se-
radit nabyvané hodnoty néh. velic¢in A, B a C podle velikosti, ziskdme
A, = (1,1,4),B, = (-1,4,5),C, = (0,2,4). Nyni vidime, Ze pro Zddnou dvojici
X, # Y, € {Ay, By, C, } neplati X, > Y, s ostrou nerovnosti v alespon jedné sloZce.
Z4dné aktivum tedy neni dominantni jinym.

2. K feSeni mtZeme pfistupovat dvéma zptisoby, zde je patrné, Ze linedrni kon-
vexni kombinace A/2 + B/2 je dominantni C, nebot (A/2 + B/2), = (0,2.5,4.5)
a plati (A/2 + B/2), > C, se dvéma ostrymi nerovnostmi. Druhy zptsob si uka-
Zeme u Ctvrté otazky.

3. Neni, jelikoZ LKK > B = ELKK > EB, coz neni mozné, nebot EA = %(1 +1+
4),EB = %(—1 +4+5),EC = %(2 +0+4). Dalsi zdtivodnéni nalezneme pfti nahléd-
nuti nejvyssich nabyvanych hodnot A a C (4) a B (5), nebot konvexni kombinace
neprekona 5.

4. Hledejme linedrni konvexni kombinaci B a C dominujici A pomoci nésledujici
soustavy nerovnic (nebot VA € (0,1) : A +4 > 41 & A+4 > -31+2).

A+(1-1)-2>1 = A<

W]~
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IA+(1-1)-0>21 = )in
50+(1-1)-4>4 = A1>0

Libovoln4 linedrni konvexni kombinace B a C pro A € [%, %] bude dominovat A.
%, 1] maximalizovana pro

JelikoZ ELKK (B, C) = %(2/1+6) je rostouci, je pro A € [ 3,
A=1
3

Priklad. Definujme ndhodné veli¢iny X, Y ndsledujicim zptisobem:

1,s psti &
P O 2.5,s psti a
X=12,spstiz Y=

3.5,spstil—a

3,s psti 1

Pro jaké a plati Y >pgp X?

1

=, nall,2

® 1,2) a,na [2.5,3.5)
D ¥ p Z’ na [27 3)
ReSeni. Fx(t) = Fy(t) ={1,na [3.5, )

1,na [3, ) .

0, jinak

0, jinak
Tedy Fy(t) < Fx(t),Vt s alespon jednou ostrou nerovnosti plati pravé tehdy, kdyz
a<lil=l
= 372

Priklad. Necht X ~ U(ay, by),Y ~ U(ay, by). Odvodte nutnou a postacujici pod-
minku pro Y >rsp X.

Priklad. Necht X ~ Exp(A,),Y ~ Exp(},). Odvodte nutnou a postacujici podminku
proY >rsp X.
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1 Teorie uzitku

Priklad. Necht X ~ Alt(p,),Y ~ Alt(p,). Odvodte nutnou a postacujici podminku pro
X >sspY.

Priklad. Definujme ndhodné veli¢iny X, Y ndsledujicim zptisobem:

1,s psti 0, s psti
X = . Y = .
3, s psti 4,s psti

D= DN
D= D=

Spoctéte EX, EY, varX, varY. Plati X >g5p Y?
Priklad. Definujme ndhodné veli¢iny X, Y ndsledujicim zptusobem:
1,s psti L 2,s psti 1
X = bt 3 Y= bt i
i3 5,s psti 5

Plati X >gsp Y? Plati X >gsp Y, nebo naopak? Plati potom varY < varX?

1,na[1,3) 3na [2,5)
ReSeni. Fx(f)=1{1,na[3,00) Fy(t)=11,na 5, )
0, jinak 0, jinak

Nyni jelikoz Fx(t) > Fy(t),t € (1,2), tak neplati X >gsp Y. Navic pro t = % plati
L(t) = Féz)(t) - F}((Z)(t) < 0 a tedy neplati X >ssp Y, naopak diky tomu, Ze I,(¢) =

FP (1)~ FP (1) = 0,vt, plati Y >gsp X. Ddle varX = 2 avarY = 2 a tedy neplati varY <
varX.

Priklad. Na trhu jsou 3 aktiva (A, B, C), jejichZ vynosy pro dany scéndr jsou shrnuty
v nésledujici tabulce:

A B C pst
S1 1 0 5 1/3
S2 2 -1 0 1/3
S3 1 9 0 1/3

Zodpovézte nasledujici otazky:
1. Plati A >gs5p C? Plati B >s5p C?

2. Existuji linedrni konvexni kombinace A a B, které dominuji (ve smyslu SSD) C?
Pokud ano, ktera z nich ma nejvétsi E (nejmensi var)?

3. Existuji linedrni konvexni kombinace B a C, které dominuji (ve smyslu SSD) A?
Proc¢?

4. Existuji linedrni konvexni kombinace A a C, které dominuji (ve smyslu SSD) B?
Proc?
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1 Teorie uzitku

1 2 3
A1l 2 4
B 0 -1 8
CcC 0 0 5

Reseni. 1. Pro kazdé aktivum sefadime vynosy podle velikosti (4, = (1,1,2), B, =
(-1,0,9),C, = (0,0, 5)) a sestavime tabulku ¢aste¢nych souctu.

Z tabulky vyse okamzité vidime, Ze neplati ani A >gsp C, ani B >gsp C (jelikoz

pro zadny fadek ¢astec¢nych souctli neplati, Ze je vétsi nebo roven jinému).

2. Podle tabulky vy3e sestavime soustavu nerovnic podobné jako pfi hledani do-
minujici linedrni konvexni kombinace pro FSD, plati

A<31-1<-41+8,V1e (0,1).
A+(1-1):020 = 120

1

20+(1-2) (-1 20 = Az 3

3
4A+(1-2):825 = A<

1
E(LKK) = 5(—4& +8), maximum je tedy nabyto pro A = %, rozptyl je minimalni
proi=3.
4. Neexistuje, nebot aktivum B na nejvétsi stfedni hodnotu.

Priklad. Necht X ~ U(ay, by),Y ~ U(ay, by). Odvodte nutnou a postacujici pod-
minku pro Y >gsp X.

Priklad. Necht X ~ Exp(Ay),Y ~ Exp(},). Odvodte nutnou a postacujici podminku
proY >gssp X.

Priklad. Necht X, Y jsou absolutné spojité ndhodné veli¢iny takové (nabyvajici hod-
not na [a,b]), Ze EX = EY. Je-li X >ssp Y, potom varX < varY. DokaZte.

Reseni.
b
0=EY -EX = [ x(fr(x) - fr(0)da

ppP

b b
= [x(Fy (x) - Fx(x))]5 - / (Fy(x) - Fx(x))dx = —/ (Fy(x) — Fx(x))dx

24



1 Teorie uzitku

b
varY —varX = E(Y? - X?) = / ¥ (fy(x) - fx(x))dx

a

P:P_z([x/ax(py(t)—FX(t))dt]:—/ab/ax(Fy(r)—Fx(r))dtdx)

b b
= —2(0 —/ Iz(t)dx) = 2/ L(x)dx > 0,nebot I,(x) > 0.

b
= [ (Fy (x) - Fx ()1} - 2/ x(Fy (x) = Fx(x))dx
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2 TEORIE CHOVANI SPOTREBITELE

V této kapitole se budeme zabyvat snahou zapsat a analyzovat chovani spotiebitele
pomoci matematického jazyka.

Uvazujme nésledujici situaci, ve které mame n statka (rtizné vyrobky ¢i sluzby).
V této kapitole budeme vyuZzivat nasledujici znac¢eni: X je mnoZzina spotiebnich vek-
tort, pficemz predpokladame, Ze X = R?, X; je potom mnoZstvi spotfeby i-tého statku.
pi oznacuje cenu i-tého statku, pficemz zpravidla plati p; > 0, opacné situace, tedy
pi = 0 (0 zbozi nema nikdo zajem), nebo p; < 0, (zboZi mé zdpornou hodnotu — miize
se stat napft. v pfipadé nadmérného zatizeni elektrické sité) vsak také mohou nastat.
Pismenem I zna¢ime diichod, tedy mnoZstvi prostfedk, které méame k dispozici pro
nékup statkt (predpokladame I > 0).

Piedpoklddame, Ze relace < je slabé usporadéni, spojitd a striktné konvexni (to
nam zarucuje existenci nejlepsiho prvku a spojité striktné kvazikonkdvni ordinalni
uzitkové funkce) a pouzivame znaceni [x < y,x # y] = x < y,Vx,y € X.

RozPOCTOVA MNOZINA

Rozpoctovda mnozina M (p,I) = {x € X : p'x < I} zahrnuje v§echny moZné spotiebni
vektory, které je mozZné realizovat s danym rozpoctem. Pro spotfebitele je nejvyhod-
néjsi spotfebovavat statky na tzv. rozpoc¢tové piimce, tedy mnoziné p’x = I.

Rozpoctovd mnozina ma ze své definice mnoho (uzitecnych) vlastnosti, je: nespo-
¢etnd, neprazdnd, omezend, uzaviend i konvexni. Diky témto vlastnostem a striktni
konvexité relace < vime, Ze existuje pravé jeden nejlepsi prvek, zna¢ime v (p, I) a na-
zyvame individuélni poptavkova funkce. Jedna se o feSeni tlohy

max u(x) za podminky x € M (p, I).
Casto uvazujeme také tlohu
min g’ x za podminky x x a,

kde spotrebitel chce minimalizovat ndklady za zachovani urcitého Zivotniho stan-
dardu a (nechce spotiebovat cely sviij diichod I). I tato dloha ma optimalni feSeni
(jelikoZ a je také mozné feSeni, pfidani podminky g x < g” a tlohu nezméni a mdme
opét omezenou a uzavienou mnozinu, na které existuje maximum), které znacime
o(q,a), dale J(q,a) = q" 0(q, a) znaci optimalni hodnotu ucelové funkce (vyjadrujici
minimélni naklady).
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2 Teorie chovdni spotrebitele
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Obrazek 2.1: Ukdzka rozpoctové mnoziny a rozpoctové piimky, body znac¢i meznf si-

tuace, kdy nakupujeme pouze jednu komoditu

Véta 2.1 Necht plati axiomy (Al), (A2) a (A3) (relace je striktné konvexni, spojitd a
slabé usporadani) a necht p > 0,9 > 0,1 > 0, potom pro optimalni feSeni o (g, a) plati

nésledujici:
1. o(g,a) ~a
2. 0(q,a) je spojité zobrazeni v g, a
3. J(q,a) >0, pokud a + 0
4. LD = 5y(q, a)
5. a(p,¢(p, 1)) = ¢(p, 1), J(p, ¢(p, 1)) =1
6. ¢(q,J(q,a)) = 0(q,a)
7. AoTAq < 0, kde Ag je zména ceny, Ao = o(q +Aq, a) — o(q, a)

Véta ndm déava do souvislosti dvojici optimdlnich feSeni tilohy, body 5. a 6. ukazuji
urcitou konzistenci ve smyslu "pokud za a ve druhé tuloze zvolime vy (p, I), potom je
optimdalnim feSenim pravé ¢(p, ) a podobné naopak".

27



2 Teorie chovdni spotrebitele

X2
10 20 30 40 50

0

Obrézek 2.2: Tlustrace Hicksova pfistupu — rozkladu celkového efektu zmény cen na
substitu¢ni a diichodovy efekt

CITLIVOST NA CENU

Pri zméné ceny se da ocekdvat zména poptavky, zajima nés tedy chovani Ay = y(p +
Ap,I) — y(p, I). Klicovym ndstrojem pro jeho studium je tzv. Hickstiv piistup.

Véta 2.2 Za predpokladi predchozi véty plati:

Ap=p(p+Ap, J(p,¢(p, 1) —d(p+Ap, J(p+Ap, ¢(p,1))) (21)
+o(p+Ap,¢(p, 1) —o(p, d(p,1)) (2.2)

Efektu na prvni fddce fikdme dichodovy efekt a efektu na fddce druhé efekt sub-
stitucni.

Pfi zméné ceny klient mtzZe substituovat x; vétsim ndkupem x,. Pokud celkové
zchudl, omezi spotfeba x; i x2. Substitucni efekt je v pfipadé zdraZeni vZidy zaporny,
naopak v pripadé zlevnéni je kladny. Dichodovy efekt mtze byt i kladny, coz se mtize
projevit tak, Ze celkovy efekt bude také kladny, to v§ak neni pfili§ casté.

Diikaz: PlatiA¢ = ¢p(p+Ap, I)—¢(p, )+ (p+Ap, d(p,I))—o(p+Ap, ¢(p,I)). Oznacme
q=p+Ap,a=¢(p,I). Vyuzijeme body 5. a 6. véty 2.1.

Nyni ¢(p+Ap, I) = (p+Ap, J(p, d(p, 1)), d(p, 1) = o(p, d(p, 1)) a o (p+Ap, d(p, 1)) =
d(p+Ap, J(p+Ap, d(p,1))). a]
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2 Teorie chovdni spotrebitele

Predchozi vétu lze zapsat pomoci parcidlnich derivaci nésledujicim zptisobem. In-
terpretovat muzeme tak, Ze s rostoucim diichodem roste spotfeba normélniho zboZi,
zatimco spotfeba zbozi podfadného klesa (mtizeme si dovolit néco lepsiho).

Véta 2.3 Za predpokladii predchozi véty plati:
0¢i 0¢i 00; ..
P )I = —Q; ’I_ ’I A ’ yl ’ ’ :1)-"7
o, (P, 1) ==¢j(p, )5 (p )+apj(p ¢(p, 1)), Vi, j n

Typicky uvazujeme jednu z nasledujicich tloh — max u(x) za podminky p'x =1, x >
0, resp. min g’ x za podminky u(x) = u(a),x > 0.
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2 Teorie chovdni spotrebitele

PRIKLADY

Piiklad. Reste max u(x), t.z. px = I,x > 0 pomoci Lagrangeovych multiplikdtort.

Reseni. Lagrangeovy multiplikdtory maji nasledujici tvar.

L(x,A) = u(x) + A(I - pTx)

0L Ou
— =——Ap;=0,i=1,...,
ax,- Gx,- pi ! "
oL
— =] - T =0
o~ PF

Priklad (Cobb-Douglas). V tdloze z pfedchoziho piikladu uvazujte u(x) = x1x2,p =
(1,2). Spoctéte marginalni uzitek (zisk/ztratu za zvyseni/snizeni spotifeby daného statku)
a margindlni miru substituce (pomér mezi marginalnimi uZzitky, mira, pfi niz je spo-
tfebitel prijmout jiny statek jako ndhradu za jednotku ptivodniho). Naleznéte feSeni
pomoci Lagrangeovych multiplikdtorti a uvédomte si vyuziti Hicksova substitu¢niho
efektu.

Reseni. VSimnéme si, Ze kazdy prvek (x, x2) leZi na néjaké indiferen¢ni kiivce /x1x; =
¢, které se nikdy neprotinaji.
ou u

MU =% - % v, = 9% arpsy, = MU _ X
1_6x1_2x1’ 2_6)62’ 12_MU2_X1

Resenim Lagrangeovych multiplikdtort popsanych v piedchozim prikladé ziskame
feSeni ve tvaru (x1,x2) = (5, 3).
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3 ZAKLADY TEORIE FIRMY

Uvazujme situaci, kdy mdme » vstupnich komodit, jejichZ mnoZstvi zna¢ime x;,i =
1,..., n, 1 vystupni komoditu, jejiZ mnoZstvi znacime g a produkéni funkci f takovou,
7e g = f(x1,..., x,). Pfedpokladejme (P1), ze funkce f je na R? dvakrat diferencova-
telnd a striktné konkavni (tento predpoklad zajistuje, Ze lokdlni maximum je i maxi-
mem globdlnim.

Definice 3.1 Necht x?, ..., xJ jsou pevné dané nezéporné hodnoty a x(V = (x?, ..., x?

i-1’
P _f(x )

Xiy XD 1y oo 2) i =1,..., n. Pak definujeme A pramérny produkt i-tého vstupu,

MP; = L&) <x ) mezni produkt i-tého vstupu w; = @ vystupni elasticitu i-tého vstupu.
Piedpokladame (P2), ze AP; > 0,MP; > 0,i = 1,..., n. Mezni produkt ¢asto byva
klesajici, coz vede k dalsim kladenym omezenim.

3.1 UroHA 1 - MAXIMALIZACE PRODUKCE PRI DANEM
ROZPOCTU

Nyni jsme v situaci max f(x) za podminky r’x < ¢,x > 0, kde r je cena vstupti a ¢
rozpocet firmy. Z teorie vime (viz pozndmka v Givodnim odstavci), Ze existuje pravé
jedno feSeni této ulohy, které oznac¢ime v (r, c¢). Lagrangeova funkce m4 tvar L(x, 1) =
f(x) = A(c - rTx), derivovanim ziskdme lokdlni podminky optimality v nédsledujicim
tvaru, z nichZ dostaneme optimdlni feSeni v (r, c).

0L df(x)

oL
— = -rA=0,i=1,..,.n & —=c—-rx=0.
ox; ox; T 1 n N c—rx

3.2 ULOHA 2 — NAPLNEN{ POPTAVKY S MINIMALNIMI NAKLADY

Matematicky si tuto tlohu zapiseme nésledujicim zptisobem — min r’ x za podminky

f(x) = go,x > 0, kde go je (minimalni) poptavka. Opét se jednd o tilohu konvexniho

programovani (linedrni icelova funkce, konvexni podminka), existuje tedy prave jedno

feseni &(r, qo) a plati f(E(r, go)) = qo. Lagrangeova funkce mé tvar L(x, ) = 7 x+u(qo—

f(x)) alokdlni podminky optimality, jejichZ feSenim ziskdme feSeni ¢(r, go) maji tvar
oL of (x) oL

=ri—ps = =00 =1, & —2 =g~
el P 5 =0~ ()=
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3 Zdklady teorie firmy

Mezi dvojici feSeni existuji nasledujici vztahy
w(r,c) = &(r, f(y(r,c))), &(r, qo) = w(r, 1T &(r, qo)) = c.

3.3 ULOHA 3 - MAXIMALIZACE ZISKU — NEJCASTEJS{

Rec¢i optimalizace max Z(x)(= sf (x) —r’x) za podminky x > 0, kde s je cena vystupu.
Reseni nalezneme opét s pomoci Lagrangeovy funkce, kterd ma tvar L(x, v) = sf(x) —

r’x, lokdlni podminky optimality jsou pak dany jako g—fi = s§—£ -r=0i=1,..,n.

Odtud dostavame, Ze pro libovolné i, j = 1, ..., n plati

of
o _ i _ MPi(x)
9f B rj B MPj(x)

axj

= RTS,"]' (x),

kde RTS; ;(x) nazyvame mira technické substituce komodit.

ELASTICITA SUBSTITUCE KOMODIT

Necht ¢;;(x) = i—i, RTS; ; = 11:/1/[12; 83 Elasticitu substituce komodit 7, j definujeme jako

deji(x)
_ ¢ix)
9ij (%) = TRIS; )
RTSZ']' (x)

i+j=1,..,n.

Dtilezitym a Castym piipadem zaroven je o;; = k, Vi # j = 1, ..., n (konstantni elasticity
substituce CES)

Definice 3.2 Funkce ¢(x1, ..., x,,) se nazyvd homogenni stupné k, jestlize ¢ (txy, ..., tx,) =
tk(b(xl, vy Xp).

Lemma 3.1 Necht ¢(x, ..., x,) je homogenni stupné k, potom g_)(f,-(xl’ ..y X) je homo-
genni stupné k — 1.

Diikaz: Plati ¢(1x1, ..., (x) = t* (X1, ..., ) [ 5.
Odtud derivovanim obou stran g—;ﬁ(txl, e EXp)E = tkg—ffi(xl, vy Xp). O

Priklady. * Cobb-Douglasova produkéni funkce — f(x1, ...x,) = Axy" x5%...x,", kde
A>0,a; €(0,1),Vi, 7, a; = 1. Plati CES, je homogenni stupné 1.

* CES produkéni funkcee lze vyjadrit ve tvaru f(xy, ..., x,) = A(X], aixi_p)_%, kde
A>0,3" a;=1,a; € (0,1)Vi,04(x) = ﬁ,\/i #j=1,..,n
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3 Zdklady teorie firmy

Nyni se zabyvejme zobecnénim na vice vystupli, uvazujme tedy m z nich, vyro-
bené mnozstvi oznac¢me ¢, ..., . Pro budovani teorie predpoklddame existenci vy-
robniho procesu F takového, ze F(qy, ..., gm, X1, ... xn) = 0, F je dvakrét diferencova-
telnd, priCemz prvni i druhd derivace nejsou nulové a g—;(q,x) >0,Vi=1,.,ma
g—;(q, x) < 0,¥j = 1,.., n. Uvazujme tilohu maximalizace zisku, tedy max Z(q, x)(=
ity 8iqi — Xy 1j%;) za podminky F(q, x) = 0. K feSeni tlohy opét vyuZijeme Lagran-
geovu funkci, kterd mé tvar L(q,x,1) = X" siqi — 2;7:1 riXj + AF(q, x). Derivovdnim
ziskdme lokdlni podminky optimality ve tvaru

oL OF ) oL 0F )
6—qi:si+/10qi =0,i=1,...m & a—)cj:—rj+Af:0,]:1,...,n & F(q,x)=0.

Resenim této tilohy vak ¢asto nalezneme pouze lokélni, nikoliv globalni, extrém.
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3 Zdklady teorie firmy

PRIKLADY

Piiklad. Necht f(xi,...,x,) = Ax{"x53°..x;", A > 0, %7, a; = 1,a; € (0,1). Ukazte, Ze
plati:

1. f je funkce CES
2. f je homogenni stupné 1

3. krivka rozvoje prochédzi pocatkem

PR p Xj a o . . MP X
ReSeni. 1. ¢;i(x) = x—]l 0_)]; = Aa;x" lel...xi”‘j‘llxﬁilx,‘;‘" atedy RTS;j(x) = MP;Ex; =
;X ; 1 dRTS;;(x dx; dx;
%% Navic dRTS;(v) = - a2 + 2 Ldx; a tedy S0 __dxi, 4
a; Xi a; a; Xi RTS,']'(X) Xi x]'
a vzhledem k tomu, 7e (p]l = _% + x_]’ plati Oij (x) =1 a funkce je CES.
Jji i J

dn

2. f(tx1, . tXn) = A(LX1) M (2X) ™ = ALXT Xy

ki
3. kij:RTS,-j(x) il %xi = Xj
aj

Priklad. UvaZujme produkeni funkce ve tvaru f(xy,..,x,) = A(XL, a; xi—p)—%, A >
0, ,ai=1a;€(0,1),p>-1.

1. Ukazte, Ze je CES a spoctéte elasticitu substituce komodit. Diskutujte limitni
chovéni pro p — {-1, 0, }. Je tato funkce homogennit st. 1?

2. Lze Cobb-Douglasovu funkci z predchoziho piikladu prevést na tento tvar?
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4 DYNAMICKE MODELY ROVNOVAHY
NABIDKY A POPTAVKY

V dal$im budeme na nabidku a poptavku nahliZet jako na funkce ceny, kterd se (zpra-
vidla) méni.

4.1 MoODEL I — STATICKY MODEL

Nejprve si uvedme piiklad statického modelu, ve kterém piedpokldadame, Ze D(p), S(p)
(D od anglického demand, S od supply) jsou linedrni funkci ceny p a p je konstantni
v Case (ve skutecnosti zcela neredlny pfedpoklad). Poptavka je s rostouci cenou zpra-
vidla klesajici, tedy D(p) = a + ap,a < Oa € R a nabidka naopak rostouci, tedy
S(p) =B +bp,b>0,p €R, pfiCemzZ obé jsou nezdporné.

Hleddame rovnovaznou cenu p takovou, ze D(p) = S(p). Kdyby p > p, vyrdbi se
vice, nez zdkaznici poZaduji, coz by vedlo k poklesu ceny. Pokud p < p na trhu neni
dostatek zboZi, coZ povede k narfistu ceny. Resenim soustavy dvou linedrnich rovnic
o dvou nezndmych ziskdme rovnovaznou cenu ve tvaru

a-—p
b-a’

p=

4.2 MobDEL II - DISKRETNI CAS

U mnoha produktii je pln€ dostacujici uvazovat zménu ceny v diskrétnim case. Pred-
pokldddme, Ze p neni konstantni v ¢ase a Ze nabidka v Case ¢ je funkci p,_; (to od-
povida situaci, kdy je cena zndmd v okamziku zahdjeni vyroby), nabidka a poptavka
jsou i nadéle linedrnimi funkcemi - D; = D(P;) = a + aP;,S; = S(P;-1) = B+ bP;_.
(Pseudo)rovnovaznou cenu (nebot ve porovnavame vlastné ceny ve dvou rtiznych
Casech) ziskdme feSenim soustavy

a+ap;=p+bpi-1,Vt & a+ap=p+Dbp.

Odecteni rovnice pro p od rovnice pro néjaky cas t ziskdme soustavu ve tvaru

_ b _
pi—p= Z(pt—l - p), Vt.

Zname-li py (napt. cena z dnesniho rdna), pak se soustava zjednodusi na

_ b -
pr—p= (E)+(p0 - p),Vt.
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4 Dynamické modely rovnovahy nabidky a poptavky

Pokud plati |2 < 1, potom lim;_.(p; — p) = 0.

4.3 MobDEL III - SPOJITY CAS

Predpokladame, Ze P(t) neni konstantni a jednd se o diferencovatelnou funkci ¢asu ¢
a D zavisi i na dynamice (zméné) ceny v Case. Uvazujme D(t) = a+aP(t)+a ‘”;(tt) ,a <
0, a; < 0 (negativni reakce na zménu ceny) a S(¢) =  + bp(t),b > 0.

Rovnovdhy je dosaZzeno, pokud D(¢) = S(¢), tedy pokud
dP(t)
dt
Funkce P(t) = P,Vt > 0 je feSenim diferenciédlni rovnice s po¢ateéni podminkou

P(0) = P, coz vede na rovnici

a+aP(t)+a =B +bP(1). (4.1)

a+aP(t)+m

db(t) _
o = b+ bP(1). (4.2)

Polozme p(t) = P(t) — P,V¥t > 0, potom odec¢tenim (4.1) a (4.2) dostavame ap(t) +

d > v v Ve
ax Z([t) = bp(t), coZ vede na fesSeni

p(t) = ce ", p(0) = P(0) - P, neboli

p(1) = (P(0) - P)e ",
Nyni pro ¢t — oo dostavame lim;_,., p(f) = 0, a tedy lim,_,., P(t) = P. Pokud a; > 0,
potom p(t) diverguje, coZ si lze vyloZit tak, Ze spotfebitel nesnizi pti ndrtstu ceny
tolik, kolik by se od néj ocekavalo).

4.4 MobDEL IV - SPOJITY CAS

Predpoklddejme opét, Ze cena P neni konstantni v ¢ase a uvazujme navic Q(t) vyja-
dfujici stav zdsob v Case ¢, tedy d%?) = S(t) — D(¢t). Pokud tedy S(¢) > D(t), vyrdbime
tzv. na sklad, pokud plati nerovnost opacn4, skladové zasoby ubyvaji. Nyni uvazujeme
D(t) = a+aP(t),S(t) =B +bP(t),a<0,b>0anavic Q(t) = Qp +f0t(S(x) - D(x))dx a

‘“;—gt) = —Ad%—?), A > 0. Odtud dostavame diferencialni rovnici ve tvaru
dP(t
df‘ ) =-A(S(t) = D(t)) = -A(B+bP(t) — a — aP(r)). (4.3)

Podobné jako u modelu III pozorujeme, Ze P(t) = P,Vt > 0 je feSenim diferencidlni
rovnice s po¢. podminkou P(0) = P, nebot
dpP(t _ _
dg ) = _A(B+DbB(t) - a — aP(1))(= 0). (4.4)
Definujme p(t) = P(t)-P a odecteme rovnice (4.3) a (4.3), ziskdme rovnici, jejiz feseni
(zcela analogicky jako u modelu III) je tvaru p(t) = (P(0) — P)e *(»-9! opét plati, Ze
limt_)oo p(t) = 0, a tedy limt—wo P(t) = p
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4 Dynamické modely rovnovahy nabidky a poptavky

PRIKLADY

Priklad. Uvazujte nasledujici modifikaci modelu 1. Necht D; = a + a1 P; + az(P; —

P 1,8 = B+bPy,a,B € R,a,a, < 0,b > 0,Py déno, ¢t = 0,1, 2,... Naleznéte reSeni
Dt = S;j, Vt

Reseni.

D[ = a+alpt+a2(P[—Pt_1), St = ﬂ+bpt_l, 0:,,3 € [R, ay, az < O,b > 0, P() dénO, t = 0, 1, 2,...

Dt = Sl‘
a+a1Pr+ax(Py—Pi_1) =B+ bP;_;
a+aP+ay(P-P)=pB+bP (P, = P,Vrt), odtud
a1(P; — P) + ax(P; — P) — ap(P;_ — P) = b(P,_1 — P), pfezna¢me
aip: + axpr — Azpr-1 = bp-1
(a1 + a2)p: — (a2 +b)pr-1 =0 =

_ax+b . _ P)(a2+b)t
pr = a+ azpt—l pr = (Fo a1+ a2
. a+b . — a+b
Nyni pokud ‘ ‘ < 1, potom lim;,, P, — P = 0. Pokud ’ ‘ = 1, potom
a) + ay ay +az
. - - a,+b . - .
lim;_,. P, — P = Py— P, pokud - 2+ P < -1, potom lim;_,c, Py — P = 00 @ lim;_,co Poyy1 —
1+a
_ a+b ) _
P = -0, a kdyz 2 > 1, tak lim;_,o, Py — P = 0.
ay + ap
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5 ROVNOVAHA MEZIODVETVOVYCH
VZTAHU

5.1 LEONTJEVUV MODEL

Nyni se zabyvejme situaci, kdy mdme n vyrobkt z n rtznych odvétvi, predpokla-
dejme, Ze kazdé odvétvi produkuje préavé jeden vyrobek. Pfi vyrobé umoznujeme spo-
tfebu vyrobki z jinych odvétvi, mimo snahy o uspokojeni vnéjsi (exogenni) poptavky
tedy ¢ast vyrobenych vyrobkii pouZijeme pfi vyrobé jinych. Vyrobky si ocislujeme
Cisly i = 1,..., n, mnozstvi jednotek vyrobkdi potom ozna¢me x;,i = 1,..., n, mnoz-
stvi jednotek vyrobku i, které jsou zapotiebi pro vyrobu jednotky vyrobku j zna¢ime
a;j >0,i# j=1,..,n, exogenni poptavku po i-tém vyrobku oznacime c;.

Modelem rozumime ¢; = x; — X7 aijxj,i = 1,..,n,x; > 0,Yj = 1,..,, n, maticové
zapsano (E — A)x = ¢,x > 0, kde E je jednotkova matice a A je tzv. technologicka
matice (Ctvercova matice s nezapornymi prvky) Pokud soustava ma feseni, nazyvame
ji produktivni.

RESITELNOST

Pro teoretické uivahy méjme zobecnéni soustavy vySe ve tvaru (pE — A)x = ¢,x >
0 (nasi tlohu ziskdme volbou p = 1). Matici se zapornymi prvky mimo diagonalu
(pE — A) oznacime D. Resitelnosti soustav ve tvaru

Dx=c¢,x2>0,d;; <0,Vi#j=1,..,n (5.1)
se zabyva nasledujici véta.
Véta 5.1 Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni

1. Soustava Dx =¢,x > 0,d;; < 0,Vi # j = 1,..,, n je feSitelnd pro né&jaké ¢; > 0,i =
1,..,n.

2. Soustava Dx =c¢,x > 0,d;; <0,Vi # j = 1,..,, n je feSitelnd pro vSechna c¢; > 0,i =
1,..., n.

3. Necht A; znaci hlavni subdeterminant (determinant podmatice, kterou tvori
prvnich k fadka a prvnich k sloupcti) matice D pro k = 1,..., n. Potom Ay >
0,Vk = 1,..., n. (podminka fesitelnosti)
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5 Rovnovaha meziodveétvovych vztahti

5.2 DUALNT LEONTJEVOV MODEL

Nyni se zabyvejme problémem nacenéni vyrobki tak, aby byl realizovan zvoleny zisk.
Oznac¢me p’ = (p, ..., pn) vektor cen jednotlivych vyrobki, nyni pfedpokladejme, Ze
prodejni i nakupni cena jsou stejné (tento predpoklad vSak neni pfilis realisticky).

Modelem nyni rozumime v; = p; — X7, a;jpi,v; 2 0,j =1,.,n,p; 20,i =1,..,n
Mensenec odpovida trzbé za prodej j-tého vyrobku a mensitel potom celkovym na-
kladim, které musime vynalozit k vyrobé jednotky j-tého vyrobku. Pokud existuje
reSeni soustavy rovnic dané modelem, nazyvame soustavu ziskutvornou.

Ulohu opét mtizeme piepsat maticové jako (pE — A)'p =v,p > 0, pro p = 1, obec-
néji

Dp=v,p>0,d;; <0,i#j=1,..,n, (5.2)

tato uloha je dudlni k tloze uvazovana v predchozi sekci.
Véta 5.2 Soustava je produktivni pravé tehdy, kdyz je ziskutvorn4.

Véta 5.3 (Postacujici podminka — Brower-Sollow) Uvazujme soustavu ¢; = px;—, 7=1 ajjX;,
Vi=1,.,nx 20Vj=1,..,nanechtr,=3Y", aj,s; =X a;,Vi,j=1,..,n

1. Pokud p > r;,Vi = 1,..., n, potom soustava (5.1) je produktivni.
2. Pokud p > s5;,Vj =1, ..., n, potom dudlni soustava (5.2) je ziskutvornd.

Definice 5.1 Matice D je nezdporné invertibilni, jestliZe je regularni a prvky D! jsou
nezaporné.

Véta 5.4 (Nutnd a postacujici podminka) Soustava (5.1) je produktivni, respektive
soustava (5.2) je ziskutvorna pravé tehdy, kdyz D = pE — A je nezdporné invertibilni.

Véta 5.5 Necht A je nezdporna ¢tvercova matice fadu n a p > 0. Potom

1. Je-li matice (pE — A) nezdporné invertibilni, plati (pE — A)~! = 1 ZV 0 p

2. Je-li fada 1 5 Ziy=0 p konvergentnl potom matice (pE - A) je nezaporné inverti-
bilni aplatl (pE-A)"l = ZV o p

SPEKTRALN{ VLASTNOSTI

Lemma 5.6 Necht M(A) = {p : (pE - A) je nezdporné invertibilni}, potom M(A) =
(A, 0),1 > 0.

Lemma 5.7 Necht A = inf M(A). Potom existuje X > 0 takovy, Zze AX = AX.

Véta 5.8 (Perron-Frobenius) Necht A je nezdporna ¢tvercova matice fadu n a necht
= inf M(A). Potom
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5 Rovnovaha meziodveétvovych vztahti

1. A je nejvétsi nezdporné vlastni Cislo matice A, kterému odpovidd nezdporny
vlastni vektor. Matice (pE — A) je nezdporné invertibilni pravé tehdy, kdyz p > A.

2. Nechty > 0, u > 0 a necht Ay > uy, potom y < A.
3. Necht w je libovolné vlastni ¢islo matice A, potom |w| < A.

Dusledek. (p = 1) Necht 1 je nejvétsi nezdporné vlastni ¢islo matice A. Pokud A < 1,
potom soustava (5.1) je produktivni, resp. soustava (5.2) ziskutvorna.

ROZLOZITELNOST MATICE A

Definice 5.2 Nezapornd ¢tvercova matice je rozlozitelnd (= reducibilni), jestlize exis-
tuje neprazdnd podmnozina J mnoziny vSech indexti {1, ..., n} takové, ze a;; = 0,Vi ¢
J,j € J. Matice je nerozloZitelnd, kdyz neni rozlozitelna.

Disledek. Matice A je rozloZzitelna pravé tehdy, kdyZ existuje permutac¢ni matice T
takova, ze

T AT =

Bi1 Bz
@ B22 ’

Disledek lze v nasi situaci interpretovat tak, Ze vyrobky miizeme pierovnat tako-
vym zpusobem, Ze k vyrobé j-tého vyrobku se jiZ nepouzivaji dalsi vyrobky.
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6 TEORIE HER

Hlavnim cilem teorie her je modelovani konfliktnich situaci, hled4 se nejlepsi mozné
rozhodnuti. S aplikacemi teorie her se setkdvame nejcastéji v ekonomii, ¢i politice.
RozliSujeme dvé zdkladni ponékud odli$né teorie — teorii nekooperativnich her, kdy
vsichni hraji proti vSem a teorii her kooperativnich, kdy mize dochézet k tvorbé ko-
alic.

Hru definujeme nasledujicim zptisobem — necht N je pocet hrac¢li, oznaéme X =
X) X ... X Xy mnozinu strategii vSech hraci (X; je mnozina strategii prvniho hrace).
Méjme redlné funkce f;(xy, ..., xn ), které nazyvame vyplatni funkci i-tého hrace. VSim-
néme si, Ze vyplatni funkce zévisi i na rozhodnuti ostatnich hraca!

Hry délime podle poctu hraca (2/N), podle vyplaty (hry s konstantni (nulovym)
souctem, tj. Z;V:l fi(x1, ..., xn) je konst./hry s nekonstantnim souctem), podle dyna-
miky (hry statické, tj. jednokolové/hry dynamické, specidlné hry evolucni, kde se hraci
uéi na zdkladé predchozich kol), podle inteligence hrac¢t (p-inteligentni hraci, tj. s
psti p se hrac rozhoduje ndhodné/inteligentni hraci).

6.1 TEORIE NEKOOPERATIVNICH HER

Uvazujme hru N hract, kterd je nekooperativni, kazdy z hraca chce tedy maximali-
zovat svoji vyplatu (pfirozené tedy nelze vyhovét kazdému hraci).

ROVNOVAZNY BOD - NASHOVA ROVNOVAHA

Strategie (x1, ..., xy) je Nashtiv rovnovdzny bod, pokud Vi = 1, ..., N plati f;(xy, ..., Xi, Xi+1,
o XN) = fi(X1, .0 Vi, Xis1, - XN), Y¥i € X;, pokud navic plati ostrd nerovnost s vyjimkou
yi = x;, pak strategii nazyvame silny Nashtliv rovnovazny bod, pokud nastdva rovnost
pro alespon jedno i, strategii nazyvdme slaby Nashtiv rovnovaZzny bod. Podminky
muZeme Cist tak, Ze pokud ostatni hraci ztistanou u svych zvolenych strategii, i-ty
hrac si jiZ nemtze polepsit.

NEDOMINANTNOST

Strategie (x, ..., xy) je nedominovana (efektivni), jestlize neexistuje Zadna strategie

(y1, .., Yn) € X takova, zZe fi(xy,...,xn) < fi(y1, . yn), Vi =1,...,N.
Nashtiv rovnovazny bod vSak nemusi byt nedominovany!

Priklad. (Véziovo dilema) Nyni si pov§imnéme, Ze strategie (zradi, zradi) je Nashtv
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6 Teorie her

Vézen 1 Vézen 2
zradi  nezradi

zradi -8 -8 0 -10

nezradi -10 0 -1 -1

Tabulka 6.1: Hodnoty vyplatnich funkci pro dvojici hract v zavislosti na rozhodnuti

rovnovazny bod — ani jednomu hraci se nevyplati zménit strategii a nezradit, nejedna
se ale o nedominovanou strategii, nebot (nezradi, nezradi) dominuje (zradi, zradi).

Strategie (nezradi, nezradi) naopak Nashiiv rovnovazny bod neni, pokud si prvni
vézen zafixuje, Ze nezradi a druhy hra¢ zméni své ptivodni rozhodnuti a zradi, do-
stane 0 misto 1. Pfesto vSak tato strategie dominuje strategii (zradi, zradi), ktera je
Nashovym rovnovaznym bodem.

Priklad. (Hleddni Nashova rovnovazného bodu)

H1 H2

S1 S2
S1 01 3 2
S2 1 0 2 3

Tabulka 6.2: Hodnoty vyplatnich funkci pro dvojici hract v zavislosti na rozhodnuti

(S1, S2) je zfejmé Nashtiv rovnovazny bod, jelikoZ se ani jednomu hraci nevyplati
pfi fixni volbé druhého z nich zménit svoje rozhodnuti. (S1, S1) a (S2, S1) Nashovymi
rovnovaznymi body nejsou, nebot si oba hra¢i mohou zménou rozhodnuti pfilepsit.
(S2, S2) Nashovym rovnovaznym bodem rovnéZz neni, nebot pokud H2 zafixuje S2,
potom se HI vyplati S1.

Nashovych rovnovaZznych bod mtZe existovat vice, coZ je jedna ze slabin této te-
orie, nebot neni jasné, ktery mame zvolit. Ukdzku ziskdme drobnou modifikaci pred-
choziho prikladu.

H1 H2

S1 S2
S1 3 2 0 1
S2 1 0 2 3

Tabulka 6.3: Hodnoty vyplatnich funkci pro dvojici hrac¢t v zavislosti na rozhodnuti

Priklad. V tomto piikladu médme dvojici Nashovych rovnovaznych bodi (S1, S1) a
(S2, S2).

Nashtiv rovnovazny bod také nemusi vilbec existovat (uvazujeme-li pouze Cisté
strategie), to nds vede k myslence smiSenych strategii — uvazujeme pravdépodob-
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6 Teorie her

nostni rozdéleni na cistych strategiich na X, potom jiz vzdy alespon jeden Nashtv
rovnovazny bod existuje.

Priklad. (Nashtiv rovnovazny bod neexistuje)

H1 H2

S1 S2
S1 21 2 0
S2 3 0 1 1

Tabulka 6.4: Hodnoty vyplatnich funkci pro dvojici hrac¢t v zavislosti na rozhodnuti

6.2 TEORIE KOOPERATIVNIiCH HER

U kooperativnich her umoznujeme vytvareni koalic S € N = {1, ..., n}.

Definice 6.1 Necht pro funkci v : 2V — [0, o), kterd kazdé koalici S pfifadi nejvyssi
moznou vyhru, jakou si S muiZe zajistit bez ohledu na ostatni hrace, plati

1. v(0)=0
2. v je superaditivni, tj. v(S) + v(K) < v(SUK),VS,K c {1,..,n},SNK =0,
potom funkci v nazyvdme charakteristicka funkce hry.

Superaditivitu v definici charakteristické funkce mtiZzeme chépat tak, Ze spojeni ko-
alic vede k alesponi stejnému zisku, ktery mély koalice predtim, dohromady. Tento
predpoklad mtize byt diskutabilni, spoji-li se napriklad nejsilnéjsi koalice s nékym
velmi slabym, mtZe na spojeni tratit. Nékdy hra¢ nechce vstoupit do koalice z du-
vodu, Ze v rdmci prerozdélovani zisku by dostal méné, neZ kolik mu nélezi samo-
statné. Charakteristickd funkce tedy udava vyhru koalice v nejhor$im moZzném pii-
padé.

Definice 6.2 Necht x; je vyplata i-tého hrace v koalici S, rozdéleni vyplaty koalice S
se nazyva efektivni, pokud

1. x; > v({i}) (vyplata v koalici musi byt vyssi, nez kdyby hrac ztstal sam).
2. YiesXi = v(S) (rozdéluje se celd vyhra).
MnozZinu efektivnich vyplat oznacime E(v).

Definice 6.3 Necht x = (x1, ..., x,,), kde x; je vyplata i-tého hrace. Potom x se nazyva
vyplata (vyplatni vektor).

Definice 6.4 Rekneme, ze vyplatni vektor y je dominovan vyplatnim vektorem x vzhle-
dem ke koalici S € N (znaceni y <gs x), jestlize
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L xi>y,Vie$

2. ZiES X; < V(S)
Vyplata y je dominovana vyplatou x (znaceni y < x), jestlize existuje neprazdnd koa-
lice S takovd, Ze y <g x.
STABILNI MNOZINY

Definice 6.5 Rekneme, Ze mnoZzina S(v) C E(v) je stabilni mnozina hry v, jestlize
plati

1. Vx,yeS(v):y £x,
2. pro kazdou efektivni vyplatu z ¢ S(v) existuje x € S(v) : z < x.

Muize se vSak stat y < z < x, x,y € S(v), z ¢ S(v). S feSenim tohoto problému prisel
v roce 1959 Gilles, kdy zavedl tzv. jadro hry.

Definice 6.6 Jadro kooperativni hry pro koalici NV je mnoZina efektivnich vyplat, které
nejsou dominované zadnou vyplatou. Zna¢ime C(v).

Véta 6.1 Vyplatni vektor x = (xi, ..., x,) € C(v) pravé tehdy, kdyz
L Y,enyxi =v(N),
2.VSCN: ZiES X = V(S)

Vétu vySe muliZeme interpretovat tak, Ze prvky jadra rozdéluji veskery zisk a pro
vSechny mozZné podkoalice N je vyhodné byt jeji soucdasti.
Véta 6.2 Jadro hry C(v) je podmnoZzinou stabilni mnozZiny hry S(v).

MoV

WV e

nevyhovovalo, je mozné se trochu posunout a stéle ztistat v jadru (vyhodné). Vyho-
dou jadra je, ze pro linedrni pfipad je jeho nalezeni snadné (jedna se o polyedrickou
mnozinu) a je urceno jednoznac¢né. MuiZe se viak stat, Ze jadro bude prazdné. Rese-
nim je pak tzv. Shapleyho hodnota.

SHAPLEYHO HODNOTA

Zabyvame se alternativnim feSenim hry, definujme

- | — |
Bi(v) = 3 esy WTUNIZISD )y, (6.)

!
SCN |N|
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kde |S| je pocet ¢lenti koalice S, |[N| = n,v(S) — v(S\{i}) je benefit, ktery pfinese i-
ty hrac koalici S, tedy i vyplata, kterou je koalice ochotna zaplatit za pfistoupenti i-
tého hréace do koalice, ¢len (|S| - 1)! odpovidd vS§em poradim, jakymi se mohou hraci
priradit pred pridanim i-tého hrace, (|N| — |S|)! odpovid4 poradim prifazeni hract
po pridani i-tého, |[N|! jsou potom vSechna pofadi. Hodnota ®;(v) je odhad stfedni
hodnoty vyhry i-tého hréce.

Shapleyho hodnota nemusi byt ani pro piipad neprdzdného jadra hry jeho sou-
Casti.
Priklad. Uvazujmen =3, N ={1,2,3}av(1) =1,v(2) =v(3) =v({2,3}) =0,v({1,2})
2,v({1,3}) = v({1,2,3}) = 3. Hleddme jadro pomoci véty 6.1.

1. x1+x+x3=v({1,2,3}) =3,
2. x121,x,x3>20,x1+Xx2>2,x1+Xx3 >3, x2+x3 >0.

Resenim soustavy ziskdme jadro ve tvaru (xi, x2, x3) = (k,0,3 - k), k € [2,3], jednd se

o usecku, jejiz tézisté je v bodé (2.5, 0, 0.5). To vede na pravdépodobnou koalici hrace

1 a 3, nebot hrac 2 nic nepfinasi (a ani jemu clenstvi v koalici nic nepfinési).
Spoctéme rovnéz Shapleyho hodnotu hry (nejprve uvazujeme koalice o velikosti 1,

pak 2 a nakonec koalici o vSech hracich):
L @p(v)=2%1+ 482 Wy 4 203 =14 14141 =13 (soucast jadra)

2. @p(v) = &1 = 1 (pro hréace 2 vyhodnéjsi nez jadro)

3. @3(v) = L2+ 281 = 1 + 1 = 2 (pfiblizné v jadru)
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PRIKLADY

Priklad. Uvazujme hru dvou hraca s mnozinami strategii X; = Xo = {2,3} a vyplat-
nimi funkcemi fi (x1, x2) = x1x2, fo(x1,x2) = ﬁ—; Naleznéte Nashtiv rovnovéazny bod této
dlohy.

ReSeni. Nashtiv rovnovazny bod je v tomto piipadé bod (x;, x2) = (3,2), nebot oba
hraci by si pohorsili v pfipadé zmény strategie v situaci, kdy soupet zafixoval svoji
volbu.

Priklad. Uvazujme nésledujici hru. Naleznéte Nashuiv rovnovaZzny bod v situaci, kdy
je mozné uvazovat smiSené strategie (zaroven ukazte, Ze pro Cisté strategie hra nema
NRB).

Hrac1 Hrac 2
By B>

A 2 -3 1 4

A 1 1 3 0

Priklad (Sourozeneckd hadka). Uvazujme ndasledujici hru. Naleznéte Nashtiv rovno-

vazny bod pro situaci, kdy uvazujeme jen Cisté strategie i pro situaci, kdy dovolujeme

strategie smiSené.

Sestra Bratr
Mi¢ Panenka
Mic 2 4 0 0
Panenka 0 0 4 2

Priklad (Kdmen, ntizky, papir). Uvazujme nasledujici hru. Naleznéte Nashiiv rovno-
vazny bod pro situaci, kdy dovolujeme strategie smiSené a ukazte, Ze neexistuje NRB
v Cistych strategiich.

Hrac1l Hrac 2
K N P
K o o0 1 -1 -1 0
N -1 1 0 0 1 -1
p 1 -1 -1 1 0 O

Priklad. Uvazujme n=3,N ={1,2,3}a v(1) =v(2) =v(3) =0,v({1,2}) = v({1,3}) =
1L,v({2,3}) = 2,v({L,2}) = 2,v({1,3}) = v({1,2,3}) = 3. UrCete jadro a spoctéte Sha-
pleyho hodnotu.
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Reseni. Jadro je mnozina bodu (x;, x2, x3) takovych, Ze: x;+x2+x3 = 3 — x3 = 3—x1—-X2,
navic vSechny slozky jsou kladné a plati ndsledujici nerovnosti x; + x, > 1,x; + x3 >

1, x2 + x3 > 2. Odtud dostdvame, Ze jaddro je mnoZina bodt x; € [0,1],x2 € [1 — x1,2]
a xp = 3 — x1 — x2, tedy konvexni obal bodi (1, 2,0), (1,0, 2), (0, 1,2), (0,2, 1).

Priklad. UvaZujme hru 3 hracti A, B, C se dvéma strategiemi:

B C B C
1 2 1 2
1 (031 (211 1 (1,000 (LL1)
2 (423) (1,000 2 (001 (011
A vybiral A vybira 2

Naleznéte optimalni rozloZeni do koalic.
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