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Homomorfismy

1. GRUPOVE HOMOMORFISMY

Slovem homomorfismus se v matematice oznacuji zobrazeni, ktera zachovévaji
zakladni strukturu matematickych objekt. Napriklad v linedrni algebfe to jsou
zobrazeni zachovévajici s¢itani a skalarni nésobeni. V teorii grafi to jsou zobra-
zeni zachovévajici hrany. Podobné, v teorii grup to budou zobrazeni zachovavajici
zékladni grupové operace.

Jak si ukdzeme, homomorfismy prenaseji fadu dalsich vlastnosti, napf. v obou
grupach panuje tuzky vztah mezi podgrupami ¢i fady prvka.

1.1. Zakladni vlastnosti.
V celé sekci budeme uvazovat dvé grupy G = (G,-,71,1) a H = (H,*,’, ¢).

Definice. Bud G, H grupy. Zobrazeni ¢ : G — H je homomorfismem téchto grup,
pokud pro kazdé a,b € G plati

pla-b)=pla)x o), wla ) =g, ¢l)=ec
Fakt, Ze je zobrazeni mezi grupami homomorfismem, budeme zapisovat ¢ : G — H.

Hned na zacatku je dobré si vSimnout, Ze druhé a tfeti rovnost plynou z té prvni,
coz znatelné zjednoduSuje ovérovani, zda je dané zobrazeni homomorfismem.

Lemma 1.1. Bud G,H grupy a ¢ : G — H zobrazeni. Pak ¢ je homomorfismem
téchto grup prdvé tehdy, kdyz p(a-b) = ¢(a) * p(b) pro vsechna a,b € G.

Diikaz. Nejprve dokdzeme, Ze (1) = e. Protoze e x ¢(1) = ¢(1) = ¢(1-1) =
©(1) * (1), kradcenim dostaneme (1) = e. Dale dokazeme ¢(a~') = ¢(a) pro
kazdé a € G. Protoze ¢ = ¢(1) = ¢(a-a~!) = p(a) x p(a™!), z jednozna¢nosti
inverznich prvki v grupé H plyne p(a=t) = p(a)’. d

Bud ¢ : G — H homomorfismus. Jeho obrazem nazjvame jeho obor hodnot, tj.
mnozinu
Im(p) = {¢(a): a € G}.
Jeho jddro definujeme jako mnozinu
Ker(¢) ={a € G: ¢(a) =e}.

Tvrzeni 1.2 (jadro a obraz jsou podgrupy). Bud G,H grupy a ¢ : G - H
homomorfismus. Pak

(1) Im(y) tvori podgrupu grupy H;

(2) Ker(p) tvori podrupu grupy G.
Dikaz. (1) e € Im(yp), protoze e = ¢(1). Pokud ¢(a), p(b) € Im(p), pak ¢(a) =

p(a”!) € Im(p) a p(a) x p(b) = p(a-b) € Im(yp).
(2) 1 € Ker(p), protoze p(1) = e. Pokud a,b € Ker(p), pak a=! a a - b také,
protoze p(a™') = p(a) =€ =ecap(a-b) = ¢(a)*p(b) =exe=e. O

Tvrzeni 1.3. Bud G,H grupy a ¢ : G — H homomorfismus. Pak ¢ je prosty
pravé tehdy, kdyz Ker(p) = {1}.



OBRAZEK 1. Homomorfismus ¢ : G — H.

Diikaz. Je-li p prosté, dva rizné prvky se nemohou zobrazovat na e, takze Ker(p)
musi obsahovat jen jeden prvek, a tim je 1. Naopak, ¢(a) = ¢(b) pravé tehdy, kdyz
e = ¢(a)*p(b) = p(a-b~1), takZe neprosta zobrazeni obsahuji nejednotkovy prvek
v jadru. O

Piiklad. Rada zndmjch zobrazeni v matematice je homomorfismem jistych grup.

e UvaZujme zobrazeni z +— |z| na komplexnich éislech. Toto zobrazeni je
homomorfismem grup C* — R*, protoze |a - b| = |a| - |b]. Jeho jddrem je
podgrupa komplexnich jednotek, jeho obrazem podgrupa kladnych cisel.
Naopak, toto zobrazeni neni homomorfismem grup C — R, protoze obecné
la+b] # la] + bl

e Uvazujme zobrazeni z — e* na komplexnich ¢islech. Toto zobrazeni je ho-
momorfismem grup C — C*, protoze e*t? = e®.e’. Jeho jadrem je podgrupa
(2mi) = {k-2mi: k € Z}, jeho obrazem celé C*.

e Uvazujme zobrazeni A — det(A) na maticich. Toto zobrazeni je homo-
morfismem grup GL,, (T) — T*, protoze det(AB) = det(A) - det(B). Jeho
jadrem je podgrupa SL, (T), jeho obrazem celé T*.

e Uvazujme zobrazeni m — sgn(7) na permutacich. Toto zobrazeni je homo-
morfismem grup S,, — Z*, protoze sgn(roo) = sgn(w)-sgn(o). Jeho jadrem
je podgrupa A,,, jeho obrazem celé Z*.

Priklad. Je-li G grupa a a € G fadu n, pak diskrétni exponencidla Z, — G,
k + a*, je prosty homomorfismus. Obrazem je podgrupa (a)g.

Priklad. Ptisobeni grupy G na mnoziné X neni nic jiného nez homomorfismus
G — Sx, srovnejte obé definice!

Homomorfismy jsou uréeny svymi hodnotami na generatorech: uvazujme ho-
momorfismus ¢ : G — H, necht G = (X) a ozna¢me hodnoty ¢(a) = h, pro

vSechna a € X. Obecny prvek grupy G lze napsat ve tvaru g = a’fl .- afr ) kde
ai,...,an € X aky,...,k, € Z. Hodnota zobrazeni pak bude
w(g) = <p(a1)k1 o ~<p(an)k" = hZi o h’;z.

Avsak pozor, na rozdil od vektorovych prostori neni mozné volit obrazy generatori
libovolné, jak ukazuje napiiklad nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 1.4 (f4d prvku a jeho obrazu). Bud ¢ : G — H homomorfismus grup.
Pak, pro kazdé a € G,

ord(y(a)) | ord(a).
Je-li navic ¢ prosty, pak

ord(p(a)) = ord(a).



6

Diikaz. Oznaéme ord(a) = n. Pak ¢(a)" = p(a™) = (1) = e, ¢li nutné p(a)”
pro néjaké k | n. Je-li navic ¢ prosty, pro vSechna k < m musi platit ¢(a)

o(a*) # e, protoze a* # 1

k

Ol o

Uloha. Popiste viechny homomorfismy Z;y — Ss.

Reseni. Grupa Zio je cyklicka, Zio = (1), ¢ili sta¢i uréit piipustné hodnoty o(1):
potom (k) = p(1+...+1) = p(1)o...0(1) = p(1)*. Rad prvku 1 v Zj, je 10, ¢ili
fad prvku ¢(1) v S3 musi ¢éislo 10 délit. Avsak v S5 jsou pouze prvky fadu 1, 2, 3,
¢ili méme nejvyse ¢tyii moznosti: (1) € {id, (1 2),(1 3),(2 3)}. Je snadné ovéFit,
7e vechna CGtyii zobrazeni k + id a k + (i j)¥ jsou homomorfismy Ziy — Ss.
(Rozmyslete si, pro¢ zobrazeni k + (1 2 3)* nesplituje definici homomorfismu, bez
odkazu na Tvrzeni [1.4]) O

Tvrzeni 1.5. Bud G,H,K grupy a ¢ : G — H, ¢ : H — K homomorfismy. Pak

(1) ¢ o ¢ je homomorfismus G — K,
(2) je-li o bijektivni, pak ¢~ je homomorfismus H — G.

Dikaz. (1) Ozna¢me K = (K, +,—,0). Pro a,b € G plati
(op)(a-b) = ¥(p(a-b)) = (p(a)xp(b)) = (p(a))+1(p(b)) = (Yop)(a)+(1op)(b)

postupnym pouzitim faktu, Zze ¢ a 1 jsou homomorfismy.
(2) Napisme u,v € H jako u = ¢(a) a v = ¢(b) pro jistd a,b € G. Pak

e M(uxv) = H(pla) xp(b) = pla-b) =a b= " (u)- ¢~ (v)

pouzitim faktu, ze ¢ je homomorfismus a ¢! o ¢ = id. O

1.2. Izomorfismus.
Definice. Bijektivni homomorfismy nazyvame izomorfismy.

7 Tvrzeni ihned plyne, Ze sloZeni izomorfismu je izomorfismus a inverzni
zobrazeni k izomorfismu je také izomorfismus.

Na izomorfismus je mozné pohlizet jako na ,kopirovani algebraické struktury“:
mame-li grupu G a bijektivni zobrazeni ¢ : G — H, mizZeme na mnozinu H
~prekopirovat” grupové operace predpisem

e=p(1), d=¢(e a)"), axb=gp(e (a) ¢ (b))

Vidime, Ze zobrazeni ¢! bude izomorfismem mezi novou grupou H = (H, x," ,e) a
starou grupou G. Jedna grupa je kopii druhé, doslo pouze k ,pfejmenovani prvkua*“
kopirovacim zobrazenim ¢. Na kazdy izomorfismus lze pohlizet timto zptisobem.

Dvé grupy G, H nazveme izomorfni, pokud existuje izomorfismus G — H, tento
fakt znac¢ime G ~ H. Neformalné, jedna grupa je ,kopii“ druhé. Tvrzeni [L.5| impli-
kuje, ze izomorfismus dava ekvivalenci na tfidé vSech grup:

e reflexivita: G ~ G je zaruCeno izomorfismem id : G — G;

e symetrie: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢, pak H ~ G pomoci izomor-
fismu o~ 1;

e tranzitivita: je-li G ~ H pomoci izomorfismu ¢ a H ~ K pomoci izomor-
fismu ¢, pak G ~ K pomoci izomorfismu ¢ o ¢.

Na prosté homomorfismy lze nahlizet jako na izomorfismy mezi vychozi grupou
a obrazem, tj. prosty homomorfismus ¢ : G — H je izomorfismem G ~ Im(y). Ta-
kovym homomorfismim se ¥ika vnoreni grupy G do grupy H, tj. grupa H obsahuje
izomorfni kopii G jako podgrupu.



Priklad. Grupy Z, a Z* jsou izomorfni. Podivejme se na tabulky jejich operaci:

+10 1
0|10 1
111 0

Tyto tabulky vypadaji podobné: jedna je kopii druhé, pokud pfepiseme 0 — 1, 1 +—>
—1. Toto zobrazeni, které mtizeme také zapsat a — (—1)%, je grupovy izomorfismus.

Priklad. Grupy C a R x R jsou izomorfni. Intuitivné, komplexni ¢isla odpovidaji
dvojicim realnych ¢isel, v obou interpretacich se scitaji jednotlivé slozky. Neni tézké
ovétit, ze zobrazeni a + bi — (a,b) je grupovy izomorfismus C ~ R x R.

Piiklad. Grupy Z, a C, = (C.)c-, kde ¢, = €*™/" jsou izomorfni. Intuitivné,
komplexni ¢isla tvaru (¥ se nasobi tak, Ze se exponenty séitaji modulo n. Neni
tézké ovétit, ze zobrazeni k + ¢ je grupovy izomorfismus Z,, ~ C,,.

Piiklad. Vsechny t¥i grupy Zs X Zso, Z§ a {id, (1 2)(34),(13)(24),(14)(23)} <S4
jsou navzajem izomorfni. Neni to vidét na prvni pohled, ale intuice se d& vybudovat
pies generatory: vSechny tii grupy lze napsat jako G = (a,b), kde a®> = 1, b> = 1
a ab = ba je ten tfeti prvek rizny od jednotky. Formélni dikaz si udélejte jako
cviceni.

1.3. Neizomorfismus.

Vidéli jsme, Ze zobrazeni a+bi — (a, b) je izomorfismem grup C ~ R xR, ale neni
izomorfismem grup C* a R* x R*. Nemohly by tyto grupy byt izomorfni pouzitim
néjakého jiného izomorfismu?

Podobné, ¢inska véta o zbytcich tvrdi, Ze pro m, n nesoudé€lna je Z,,, =~ Zpy X Ly,
Jak je tomu pro m, n soudélna? Zobrazeni « — (z mod m,x mod n) neni ani prosté,
ani na: ¢isla 0 1 NSN(m, n) se zobrazi na dvojici (0,0). Nemohly by ale tyto grupy
byt izomorfni pouzitim néjakého jiného izomorfismu?

Obecnym principem, ktery umoznuje fesit takové tlohy, jsou invarianty. Vlast-
nost V nazveme invariantem, pokud pro kazdou dvojici izomorfnich grup G ~ H
plati, Ze pokud ma grupa G vlastnost V', pak ma i grupa H vlastnost V.

Prikladem invariantu je pocet prvki daného fadu: je-li ¢ izomorfismus, podle
Tvrzeni[L.4] je fad a a ¢(a) vidy stejny.

Priklad.

e Grupa Zy,, obsahuje prvek fadu mn. Avsak v grupé Z,, x Z, maji vSechny
prvky fad nejvyse NSN(m,n). Cili pokud jsou m,n soudélné, tyto grupy
nemohou byt izomorfni.

e Grupa C* obsahuje prvky libovolného fadu, avSak grupa R* x R* obsahuje
pouze prvky fadu 1,2, c0. Cili tyto grupy nemohou byt izomorfni.

e Kvaternionova grupa Qg i dihedralni grupa Dg obsahuji prvky fadu 1, 2, 4.
Avsak Qg obsahuje Sest prvka fadu 4, zatimco Dg pouze dva, takze nemo-
hou byt izomorfni.

Jinym prikladem invariantu je minimalni pocet generatort.
Tvrzeni 1.6. Bud ¢ : G — H homomorfismus grup, ktery je na. Je-li G = (X),
pak H = (p(X)).

Diikaz. Prvek b € H napiSeme jako b = ¢(a) pro néjaky a € G, prvek a vyjadiime
v generatorech jako a = ulfl ...-uk" kde u; € X, a prvek b dostaneme jako
b= p(a) = p(ur) *...x p(un)™ € (p(X)). 0

Na rozdil od vektorovych prostorti, v grupach mohou byt miniméalni generujici
mnoziny rizné velké, napt. Z = (1) = (2, 3). Invariantem je nejmensi pocet prvk,
ktery je potfeba k nagenerovani dané grupy.



Priklad. Grupy Z a Z x Z nejsou izomorfni, protoze grupu Z x Z nelze nagenerovat
jednim prvkem: podgrupa ((a,b)) = {(ka, kb) : k € Z} obsahuje dvojici (1, 1) pouze

pro (a,b) = +(1,1), ale ani jedna z téchto dvojic Z x Z negeneruje. O néco slozitéjsi
argument by prosel i pro ulohu Z,,,, % Z,, X Z,, pro soudélnd m, n.

Uvedené dva invarianty umoznuji prokazat neizomorfismus ve spousté pfipadi,
ale ne ve vsech. Piikladem je dvojice grup Q a Q" = {a € Q: a > 0} < Q*, které
nejsou konecné generované a kromé jednotky obsahuji pouze prvky nekoneénych
Fadua.

Priklad. Existence odmocnin, tj. vlastnost ,pro kazdé a existuje b takové, ze a =
b2“, je invariantem. Mé&jme izomorfismus ¢ : G — H a predpoklddejme, Ze tato
vlastnost plati v grupé G. Prvek v € H napiSeme jako u = p(a), vezmeme b € G
takové, ze a = b-b a polozime v = ¢(b). Vidime, Ze u = p(a) = p(b?) = p(b)? = v2.

Tento invariant je splnén v grupé Q, kde jde o vlastnost ,pro kazdé a € Q
existuje b € Q takové, Ze a = 2b“. Ale neni splnén v grupé Q7, kde jde o vlastnost
,pro kazdé 0 < a € Q existuje 0 < b € Q takové, ze a = b“.

Obecné lze Fici, Ze invariantem je kazda vlastnost, kterou 1ze zformulovat pomoci
operaci dané struktury, rovnosti, logickych spojek a kvantifikitort (tzv. formule
prvniho ¥ddu), podrobné to najdete v néjaké ucebnici matematické logiky. Ani tyto
invarianty vS8ak nemusi pomoci. Pfikladem jsou grupy Q a Q x Q, které nelze odlisit
zadnou formuli prvniho fadu, ale pfesto nejsou izomorfni (viz cviceni).

1.4. Klasifika¢ni véty.

Jednim ze zékladnich cilt kazdé algebraické teorie je tzv. klasifikace objekti,
tj. uplny seznam vSech prikladd aZ na izomorfismus. Obvykle neni mozné provést
takovou klasifikaci kompletné, ale casto je mozné klasifikovat objekty s néjakou
specialni, nicméné dulezitou vlastnosti.

Asi nejjednodussim piikladem je klasifikace cyklickych grup. Grupa se nazyva
cyklickd, pokud ma jeden generator. Kazda takova grupa je izomorfni pravé jedné
z grup Z nebo Z,,. Jinymi slovy, Z a Z,, jsou, az na izomorfismus, vsechny ptiklady
cyklickych grup.

Véta 1.7 (klasifikace cyklickych grup). Bud G cyklickd grupa.
(1) Je-li G nekonecnd, pak je izomorfni grupé Z.
(2) Je-li G koneénd vddu n, pak je izomorfni grupé Z,,.

Diikaz. Bud G = (a) cyklickd grupa.
(1) Pfedpokladejme, Ze je G nekoneénd, tedy ord(a) = 0o, a uvazujme zobrazeni

Z — G, k— a”.

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a* - a! = a**!. Pfitom jadro je trivialni,

protoze a* # 1 pro viechna k # 0, takze podle Tvrzeni jde o prosté zobrazeni.
7 prvniho semestru vime, ze je toto zobrazeni na G.
(2) Pfedpokladejme, Ze je G fadu n, tedy ord(a) = n, a uvazujme zobrazeni

Zy — G, k— a".

Toto zobrazeni je homomorfismus, nebot a” - a! = a#+! = gF+! mod " pricemz druha

rovnost plyne z nasledujici avahy: pokud k + [ < n, tvrzeni je trividlni; pokud
k+1>n, pak k+Ilmod n=k+1—n, atedy abFtt modn = ghtl.q=n = ghtl. -1 =
ak*!. Podobné jako pro nekone¢nou grupu dostdvame, Ze jadro je trividlni a Ze jde
o zobrazeni na G. O

Mnohem komplikovanéjsi je klasifikace konecné generovanych abelovskych grup,
ktera 1ika, ze kazda abelovska grupa s konecnou mnozinou generatoru je izomorfni



direktnimu soucinu kone¢né mnoha cyklickych grup. Navic, pouzitim ¢inské véty o
zbytcich ve formé Tvrzeni konecné cyklické grupy staci uvazovat pouze radu
mocniny prvoéisla. Tyto komponenty jsou navic jednoznaéné uréené (aZ na poradi),
tj. volbou neizomorfnich cyklickych grup dostaneme neizomorfni direktni souciny.

Véta 1.8 (klasifikace koneénych abelovskych grup). Bud G koneéné generovand
abelovskd grupa, |G| > 1. Pak existuji m,n > 0, prvoéisla pi,...,pm (ne nutné po
dvou riznd) a prirozend cisla ky, ..., ky, takovd, Ze

GoZ" X7 iy XL kg X oo XL oy
Py Do DPm
Cisla m,n jsou urcena jednoznacné a ¢isla plfl, ..., pFm jednoznacné az na poradi.
Dtkaz této véty je pomérné zdlouhavy, najdete jej v kazdé ucebnici teorie grup.
Priklad. Podle Véty[1.8]je kazda ¢tyiprvkova abelovské grupa izomorfni bud grupé
Z4, nebo grup€ Zs X Zs.
e Grupa Z§ je také ¢tyfprvkova. Vidime, Ze ord(2) = 4, takze ZF ~ Zy4.
e Grupa Zj je také ¢tyfprvkova. Vidime, ze ord(3) = ord(5) = ord(7) = 2,
takze Z3 ~ Zo X Zo.

Oblibenou kratochvili grupait je hledani malych grup, coz je svym zpusobem
také klasifikaéni véta. V soucasné dobé je zndm seznam vsSech grup az do velikosti
2047 = 2'' — 1. Nésledujici tabulka obsahuje klasifikaci vSech grup ¥adu n pro
n < 15 a pro n = p, 2p, p?, kde p je prvocislo.

n grupy fadu n

1 Zn

2 Zo

3 Zs

4 Z4, ZQ X ZQ

5 Zs

6 Zs, Sz = Dg

7 Z

8 Zg7 ZQ X Z4, ZQ X ZQ X ZQ, Dg7 Qg
p Ly

P2 Lo, Ty X L

2p Zp. Doy

12 Z4XZ3, Zg XZQ XZ3,A4,D12,X
15 Zg X Z5

Pripad n = p je disledkem Lagrangeovy véty: grupa prvociselné velikosti nemtize
mit vlastni podgrupy, takze musi byt generovand libovolnym svym prvkem (kromé
jednotky) a podle klasifikace cyklickych grup musi byt izomorfni Z,. Ostatni pfi-
pady jsou znatelné tézsi.

2. FAKTORGRUPY

2.1. Normalni podgrupy.
Predmétem této sekce je velmi dilezita konstrukce faktorgrup. Jako parametr
slouzi jisty typ podgrup, zvanych normalni. S timto pojmem se nyni seznamime.

Tvrzeni 2.1 (ekvivalentni definice normélni podgrupy). Bud G grupa a H jeji
podgrupa. Ndsledujici turzent jsou ekvivalentni:
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(1) aH = Ha pro kazdé a € G (tj. levé a pravé rozkladové tiidy daného proku
jsou stejné),

(2) aha™t € H pro kazdé h € H a kaZdé a € G (tj. je uzaviena na konjugaci
libovolngm prvkem,).

Diikaz. (1) = (2). Bud h € H aa € G. Pak ah € aH = Ha, a tedy existuje k € H
takové, Zze ah = ka. Dostavame aha ' =k € H.

(2) = (1). Dokézeme obé inkluze v rovnosti aH = Ha. Nejprve uvazujme ah €
aH. Pak k = aha™! € H, a tedy ah = ka € Ha. Nyni uvazujme ha € Ha. Pak
l=a"'ha € H, tedy ha = al € aH. O

Definice. Podgrupa H se nazyva normdini v grupé G, pokud splnuje ekvivalentni
podminky formulované v Tvrzeni Tento fakt znad¢ime H < G.

V abelovskych grupéch je kazdé podgrupa normalni, ob€ ekvivalentni podminky
jsou trividlné splnény. Z trividlnich davodi plati také {1} < G a G < G.

Priklad.

e Podgrupa SL, (T) matic s determinantem 1 je normélni v grupé GL, (T),
jak plyne z podminky (2) uZitim souéinového vzorce pro determinanty:
det(AHA™1) = (det A)(det H)(det A)~! = det H.

e Podgrupa A, sudych permutaci je normalni v grupé S,,, jak plyne ze sou-
¢inového vzorce pro znaménko: sgn(aha=1) = (sgna)(sgnh)(sgna)~! =
sgn h.

e Podgrupa D5, neni normalni v grupé S,,.

Na zavér uvedeme jedno dtlezité pozorovani doplnujici Tvrzeni [1.2)
Tvrzeni 2.2. Jddro homomorfismu je normdlni podgrupa.

Diikaz. Uvazujme p : G - H. V Tvrzenijsme dokézali, ze Ker(p) je podgrupa.
Normalita plyne z toho, Ze pro libovolné a € Ker(p) a u € G plati p(uau=!) =

@(u) * p(a) * p(u) = p(u) * p(u) = e. 0

2.2. Konstrukce faktorgrupy.

V ruznych odvétvich matematiky se opakuje myslenka konstrukce faktorobjektu.
Neformalné feceno, je dan objekt s velmi jemnou strukturou (hvézdy na obloze).
Pokud od objektu poodstoupime, nékteré prvky splynou (pii pohledu pouhym okem
napiiklad hvézdy v jedné galaxii). To, co vidime, je faktorobjekt ptivodniho objektu
(svétlé body na obloze). O trochu formalnéji, ztotoznime podobné objekty (na ob-
loze ty, které jsou prili§ blizko). Co se pfesné mysli relaci podobnosti uz zavisi na
konkrétnim typu objektu.

Definice. Bud G grupa a N jeji normalni podgrupa. Definujeme relaci na mnoziné
G piedpisem
a~b & a-b'eN.
Podle jednoho z lemmat ze sekce o Lagrangeové vété je a ~ b pravé tehdy, kdyz
Na = Nb, ¢ili relace ~ je ekvivalenci na mnoziné G. Jeji bloky jsou rozkladové
tfidy grupy G podle podgrupy N, a protoze je N normalni, levé i pravé rozkladové
tfidy jsou totéZ (Tvrzeni|2.1)), ¢ili
[a] = aN = Na.
Na téchto blocich definujeme operace predpisy
[ B =la-b] a [o ' =[a""]

(v néasledujicim lemmatu ovéiime, Ze je tato definice korektni, tj. ze vysledek ope-
race nezavisi na tom, kterym prvkem si dany blok oznaéime), za jednotkovy prvek
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OBRAZEK 2. Konstrukce faktorgrupy
vezmeme blok [1] = N. Mnozina blok s vySe uvedenymi operacemi se nazyva
faktorgrupa grupy G podle podgrupy N,
G/N=({[a] :a € G},-, 7", [1]).

Lemma 2.3. Bud G grupa a N jeji normdlni podgrupa.

(1) Vyse uvedené operace na blocich jsou dobfe definovdny.

(2) Faktorgrupa G/N je skutecné grupa.
Diikaz. (1) Uvazujme dva bloky oznalené dvéma zpisoby, [a] = [c] a [b] = [d].
Ovétime, Ze [a-b) = [c-d] a [a™!] = [c7!]. Protoze a ~cab~d, tj.a-c"* € N a

b-d~! € N, z uzavienosti mnoziny N na nisobeni i konjugaci libovolnym prvkem
dostavame

(ab) - (cd) ™t = abd et =actebd et = (ac™) - e(bd e € N,
~—_—— ———
EN eEN

¢ilia-b ~ c-d, tj. [a-b] = [c-d]. Pro inverz sta¢i vyuzit faktu, Ze ac™* € N & a~lce€
N, protoze levé i pravé rozkladové tTidy jsou stejné, a tedy Na = Nc < aN =cN.

(2) Ovéfime, ze G/N spliiuje axiomy grup. Operace - je asociativni, nebot [a] -
(] - [e]) =la-(b-¢e)] =[(a-b)-c] = ([a] - [b]) - [¢], a podobné se ovéii i [a] - [1] =
la-1]=[a] =[1-a]=[1]-[a] a[a] - [a] " = [a-a"'] =[1] = [a] " - [a]. O
Priklad. Uvazujme grupu G = Z a normalni podgrupu H = nZ. Plati

a~b e nla-b < a=b (modn),
bloky této ekvivalence jsou rozkladové t¥idy
[a|={k€Z: k=a (modn)}=a+nZ, a=0,...,n—1.
Pfitom [a] + [b] = [a 4+ b] = [a + b mod n] a —[a] = = [—a] = [n — a], ¢ili operace na
prvcich Z/nZ jsou jako operace na ¢islech 0, ...,n —1 modulo n. Neni t&zké ovéfit,
ze [a] = a je izomorfismus Z/nZ ~ Z,,.
Priklad. Uvazujme grupu G = S,, a normélni podgrupu H = A,,. Plati
T~0 & moo €A, & sgn(r) =sgn(o),

¢ili tato ekvivalence mé pravé dva bloky: mnozinu S sudych permutaci a mnozinu L
lichych permutaci. Operace na téchto t¥idach je SoS = LoL = S a SoL = LoS = L,
jde o dvouprvkovou grupu izomorfni grupé Z*.
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Jak jednoduse, ale pfitom formalné urcit, jak vypada faktorgupa dané grupy?
Pomitize nam nasledujici véta, kterd dava do souvislosti faktorgrupy a homomorfni
obrazy grup.

Véta 2.4 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : G — H homomorfismus grup.
(1) Je-li N < Ker(p) normdlni podgrupa grupy G, pak je zobrazeni

v :G/N — H, [a] — ¢(a)

dobre definovan€ a je to grupovy homomorfismus.
(2) (1. véta o izomorfismu) G/Ker(p) ~ Im(yp).

Diikaz. (1) Piedné je tieba ovéfit, Ze je zobrazeni ¢ dobfe definované: mohlo by
se stat, Zze mame tentyz blok oznafen dvéma riznymi zplsoby, tj. Ze [a] = [b]
pro né&jaka a # b, a pritom se témto blokiim snazime prifadit dvé rizné hodnoty
p(a) # ¢(b). Ovsem

[a] = [b] < a-blteN = a-b! € Ker(p) & ga(a~b*1):1 < pla) = (b),

tedy ¢ je dobfe definované zobrazeni. ProtoZze ¥ ([a - b]) = p(a-b) = ¢(a) - p(b) =
=Y([a]) - ¥([b]), je to homomorfismus.
(2) Pouzijeme (1) pro N = Ker(y). Vysledny homomorfismus je prosty, nebot

[l =[] & a-b'eKer(p) & pla-b')=1 & ¢la) =),
a uvazujeme-li jej jako zobrazeni G/Ker(¢) — Im(¢) = Im(y), pak je také na. O

1. véta o izomorfismu je dobrym néstrojem, pokud chceme urcit, jak vypada
dana faktorgrupa. Chceme-li dokazat, ze G/N ~ H, sta¢ najit homomorfismus z
G na H, jehoz jadrem je N. Metodu ilustrujeme na nékolika prikladech.

Priklad. Jak vypada faktorgrupa Z/nZ ? Analyzu situace jsme provedli vyse a
vidime, Ze bychom méli hledat homomorfismus Z — Z,,, jehoz jadrem je podgrupa
nZ. Situaci fe$i zobrazeni a — a mod n, které je o¢ividné homomorfismem na Z,,
jehoz jadrem je {a € Z : a mod n = 0} = nZ. Podle 1. véty o izomorfismu

Z/nZ =~ Ly,

Priklad. Jak vypada faktorgrupa S, /A, ? Analyzu situace jsme provedli vyse a
vidime, Ze bychom méli hledat homomorfismus S,, — Z*, jehoz jadrem je podgrupa
A,,. Situaci Tesi zobrazeni m — sgn(rw), které je o¢ividné homomorfismem na Z*,
jehoz jadro tvori sudé permutace. Podle 1. véty o izomorfismu

Sn/A, ~7".
Piiklad. Jak vypada faktorgrupa GL,(T)/SL,(T) ? Plati
A~B & AB ' €SL,(T) & det AB™' =det A(det B) ™' =1 < det A = det B.

Bloky této ekvivalence jsou tedy urceny hodnotou determinantu, kterou mize byt
libovolny nenulovy prvek télesa. Pritom determinant soucinu je soucin determi-
nantl, tedy bloky se nésobi tak, jak se nasobi piislusné prvky télesa, ¢ili fak-
torgrupa GL,,(T)/SL,(T) by méla byt izomorfni grupé T*. Skutecné, zobrazeni
det : GL,(T) — T* je homomorfismem na grupu T*, jehoz jadro tvoii matice s
determinantem 1, ¢ili podgrupa SL,(T). Podle 1. véty o izomorfismu je

GL,(T)/SL,(T) ~ T*.

Jsou pripady, kdy podobnd analyza nedava zadny dobry néhled. Leckdy je mozné
pouzit dalsich trikt, napiiklad ivah o poétu prvka a znalosti malych grup.
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OBRAZEK 3. Ilustrace 2. véty o izomorfismu. Vétsi podgrupa H
uréuje hrubsi ekvivalenci (s vétsimi bloky).

Priklad. Ukazeme, jak vypada faktorgrupa S, /K, kde K = {id, (12)(34),(13)(24),(14)(23)}.
Podle Lagrangeovy véty je [S4/K| =[Sy : K] = 24/4 = 6, ¢ili faktorgrupa S, /K je

izomorfni bud grupé Ss, nebo cyklické grupé Zg. Dokézeme, Ze neni abelovskd, coz

potvrdi prvni variantu:

[(123)]0[(1234)]=[123)0(1234)]=][(1342)],
[(1234)]0[(123)]=[(1234)0(123)]=[(1324)],

ovsem [(1342)] #[(1324)], nebof (1342)0(1324)"1=(124)¢K.

Jinym piikladem pouziti 1. véty o izomorfismu je elegantnéjsi dukaz klasifikace
cyklickych grup.

Alternationi dikaz Véty[I.7, Bud G = (a) cyklickd grupa a uvazujme zobrazeni
0:7 — G, ki ak.

To je zfejmé na G. Je-li ¢ také prosté, pak je izomorfismem G ~ Z. V opacném
piipadé je Ker(y) = nZ, kde n = ord(a), a podle 1. véty o izomorfismu je G ~
2|0l ~ Z,. O

Jak vypadaji podgrupy faktorgrup? O tom hovofi 2. véta o izomorfismu.

Tvrzeni 2.5 (2. véta o izomorfismu). Bud G grupa a N jeji normdini podgrupa.
(1) Je-li N <H < G, pak H/N je normalni podgrupa v G/N.
(2) Je-li K 9 G/N, pak existuje normdlni podgrupa H < G takovd, Ze K =
H/N.
(3) Pro N <H <G plati

(G/N)/(H/N) ~ G/H.

Diikaz. (1) Bud [a], [b] prvky H/N, ¢ili a,b € H, a bud [g] prvek G/N. Pak [a][b] =
[ab] je prvek H/N, protoze ab € H, a ze stejného diivodu jsou H/N také [1],
[a] ™! = [a™"] a [g][al[g] " = [gag™"].

(2)Bud H={a€G: [a] € K}. Proa,be H ag € G plati ab € H, protoze
[ab] = [a][b] € K, a ze stejného diivodu jsou prvky H také 1, a=! a gag™!. Zjevné
K = H/N.

(3) Uvazujme homomorfismus ¢ : G/N — G/H, [a|n — [a]g. Je dobfe defino-
vany, protoze N < H, a tedy [a|n = [0~ 1mp11k11Je [alg = [b]u. Je to homomor-

fismus, ¢([a]n[bln) = ¢([ab]n) = [ablu = [a]u[bla = ¢([a]n)@([b)n). Jeho obraz je
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OBRAZEK 4. Ideél I v oboru R.

celé G/H a jeho jadro sestéva z téch [a]n, pro které je a € H, tedy Ker(¢) = H/N.
Aplikaci 1. véty o izomorfismu dostaneme uvedeny vztah. O

3. IDEALY A DELITELNOST

NezZ se dostaneme k okruhovym homomorfismim a ke konstrukci faktorokruhu,
je potfeba pochopit pojem idedlu, ktery hraje v okruzich stejnou roli jako v grupach
normalni podgrupy.

3.1. Idealy.

Definice. Bud R komutativni okruh. Idedlem v R nazyvdme kazdou neprazdnou
podmnozinu I C R takovou, Ze

e pokud a,be I, pak —a€laa+bel,

e pokudaclare R, pakr-acl.

Priklad. Mnoziny nZ = {nz: z € Z} ={u € Z : n | u} jsou idedly v oboru Z.
Z4dné jiné idedly v oboru Z nejsou, coz si muzete dokazat jako cviceni. Plyne to
také z Véty 3.2

Konstrukei idealt z pfedchoziho prikladu Ize zobecnit.
Tvrzeni 3.1 (definice hlavnich idedlt). Bud R komutativni okruh a a € R. Pak
aR={ar: reR}={ueR: al|u}
je idedl v R. Obsahuje-li R jednotku, pak aR je nejmenst idedl (nejmensi vzhledem

k inkluzi) obsahujici prvek a.

Dikaz. Soucet a rozdil dvou prvki délitelnych a je délitelny a, a pokud a | u, pak
a | ru pro libovolné r € R. Cili aR je ideal.

Bud I libovolny ideal obsahujici prvek a. Pak I jisté obsahuje i vSechny jeho
nasobky, ¢ili aR C I, a tedy aR je nejmensim idedlem obsahujicim prvek a. O

Definice. Idedly z Tvrzeni se nazyvaji hlavni. Specialné, {0} = OR a R =
1R jsou hlavni idealy v libovolném komutativnim okruhu s jednotkou; rika se jim
nevlastni.

Hlavni idedly pékné odrazeji délitelnost: z tranzitivity relace délitelnosti ihned
plyne, zZe
e a | b pravé tehdy, kdyz bR C aR;
e a | b pravé tehdy, kdyZ aR = bR.
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Pivodni motivaci studia idealt bylo feseni problému nejednoznacnych ireduci-
bilnich rozkladt. Idea byla, ze nejednoznacnost je zpisobena jakymisi chybéjicimi
prvky, které by délily ¢initele v téchto nejednoznac¢nych rozkladech. Naptiklad v
Z[V5] mame 4 = 22 = (1 + v/5)(—1 + V/5), kdyby ovSem existovaly né&jaké ,ide-
alni ireducibilni prvky“ (idedlni ve smyslu hypotetické) p,q takové, ze 2 = pg,
1++v5 =p?a—1++v5 = ¢? najednou bychom méli jeden rozklad 4 = p?¢>.
Témito ,idealnimi prvky“ se nakonec ukazaly byt tzv. prvoidedly, definici uvidime
pozdéji. Moderni algebraické teorie ¢isel pak vychézi z poznatku, Zze v mnoha obo-
rech, v¢etné Z[\/g], Ize kazdy idedl rozlozit jednoznac¢né na soucin prvoidedlu.

3.2. Obory hlavnich idealua.

Definice. Komutativni okruhy, které neobsahuji jiné idealy nez hlavni, nazyvame
okruhy hlavnich idedlu; v pripadé obort integrity hovotime o oborech hlavnich ide-
ali.

Cilem této podsekce je zaradit obory hlavnich idealt do hierarchie obort integrity
z hlediska délitelnosti.

Piiklad. Obory Z nebo T[], T téleso, jsou obory hlavnich idealt. Obecnéji, euk-
leidovské obory maji pouze hlavni idedly (Véta .

Opacna implikace neplati, ale najit néjaky priklad neni snadné. Asi nejjednodu-
$8im prikladem neeukleidovského oboru hlavnich idealt je Z[HZT‘/E] a dtikaz tohoto
faktu je pomérné obtizny.

V zimnim semestru jsme ukézali, Ze obory Z[z] ani obory polynomt vice pro-
ménnych nejsou eukleidovské, protoze v nich neplati Bézoutova rovnost. Ukazeme,
ze v nich také existuje ideal, ktery neni hlavni. Oba pfiklady jsou zaloZzené na na-
sledujici myslence. Je-li aR hlavni idedl, ktery obsahuje dva nesoudélné prvky wu, v,
pak aR=R: zu,v € aR plynea |uia|wv,¢ilial 1, atedy aR = R.

Priklad. Obor Z[z] neni obor hlavnich ideald. Uvazujme mnozinu
I={feZz]: f(0) je sudé} C Z[z].
Je vidét, ze jde o idedl. Pfitom I obsahuje polynomy 2 a x, které jsou nesoudélné,

nemize tedy byt hlavni.

Piiklad. Obor R[zy, ...,z (kde R je libovolny obor integrity a k > 1) neni obor
hlavnich idealt. Uvazujme mnozinu

I={f€R[zy,...,xx]: f(0,...,0) =0} C R[zy,...,x]
Je vidét, ze jde o idedl. Pfitom I obsahuje polynomy x; a x2, které jsou nesoudélné,
nemize tedy byt hlavni.

Véta 3.2. V eukleidovskych oborech je kazdy idedl hlavns.

Diikaz. Bud I ideal v eukleidovském oboru R. Je-li I = {0}, pak I = OR. V opad-
ném pripadé oznac¢me a takovy prvek idedlu I, ktery mé nejmensi nenulovou euk-
leidovskou normu (libovolny z nich, je-li jich vice). Dokdzeme, ze I = aR. Zfejmé
aR C I, pro spor tedy predpokladejme, Ze existuje néjaky prvek b € I\ aR. Zvolme
q,r splitujici b = aq + r a v(r) < v(a). Samoziejmé r # 0, protoZe b neni délitelné
a, a tedy 0 < v(r) < v(a). OvSem
r=_b — aq €1,
~N ~~
el €l

coz je spor s vybérem a jako prvku I s nejmensi kladnou normou. O
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OBRAZEK 5. Ilustrace diikazu Véty [3.2] v pfipadé R = Z.

Tvrzeni 3.3 (ideély v télesech). Bud R komutativni okruh s jednotkou. Pak R je
téleso pravé tehdy, kdyZ md pouze nevlastni idedly.

Diikaz. (=) Télesa jsou eukleidovské obory, tedy kazdy ideal je hlavni. Pro kazdé
a # 0 plati a || 1, ¢ili pro kazdy nenulovy idedl aR plati aR = 1R = R.

(<) Pro kazdy hlavni idedl aR, a # 0, plati aR = R = 1R, ¢ili kazdy nenulovy
prvek a je invertibilni. O

Nyni si dokdzeme jedno pomocné tvrzeni o obecnych ideélech.

Tvrzeni 3.4 (prunik, soucet a sjednoceni idealt). Bud R komutativni okruh.
(1) Jsou-li I,J idedly v R, pak I NJ je také idedl v R.
(2) Jsou-li I,J idedly vR, pak I+J={a+b: a€l,bec J} je také idedl v R.
Tento idedl je nejmensi takovy, Ze obsahuje I U J.
(3) Jsou-li I, j €N, idedly v R takové, Ze I, C I, C I3 C ..., pak ey I; je
také idedl v R.

Diikaz. (1) Bud a,b € INJ ar € R. Pak a + b, —a, ra nalezi do obou ideédla I, J,
tedy i do jejich priniku.

(2) Bud a + b,c+d € I+ J, pficemz a,c € I a b,d € J, a bud r € R. Pak
(a+b)+(c+d)=(a+c)+(b+d)el+J, —(a+b)=(—a)+(-b)el+Ja
r(a+b) =ra+rb € I+J. Obaidedly I, J jsou podmnozinou I + J a naopak, pokud
ideal K obsahuje I i J, pak jisté obsahuje i vSechny soucty prvki z I a prvki z J,
tedy I+ J C K.

(3) Bud a,b € U;en Ij a r € R. Pak existuji j, k € N takova, Ze a € I; a b € I,
¢ili a,b € Inax(j k),  tedy a+b,—a,7a € Inax(jr) € UjeN I;. O

Vztazeno na hlavni idedly, nejmensim idedlem obsahujicim dva prvky a, b je ideal
aR+bR={ar+bs: r,s € R},

a dale indukci, nejmensim idealem obsahujicim prvky as, ..., ay, tzv. idedl genero-
vany prvky ay, ..., an, je

alR‘i‘"""anR:{Zairi: T']_,...,TnER.}

Témto prvkim se také ¥ika bdze idedlu (bez naroku na nezavislost, jak je zvykem
v linedrni algebfe). Vyse uvedené nehlavni idedly pak mtizeme napsat jako 2Z[z] +
xZlx], resp. 1 R[x1, ..., 2] + ... + zpR[zq, ..., 2g].

Nyni jiz mizeme dokéazat, jak se obory hlavnich idealt zafazuji do hierarchie
obori z hlediska teorie délitelnosti.

Véta 3.5. Obory hlavnich idedlu jsou gaussovské a plati v nich Bézoutova rovnost.

Diikaz. Bud R obor hlavnich idedlt. Podle véty ze zimniho semestru staci dokézat,
7e v R (1) existuji NSD a (2) neexistuji nekoneéné posloupnosti vlastnich délitela.
Piipomenime, Ze pro libovolna wu,v plati v | v & vR C uR.

(1) Zvolme a,b € R a ozna¢me I = aR+ bR. Kazdy ideél je hlavni, existuje tedy
¢ € R takové, ze I = cR. ProtoZze aR,bR C c¢R, mame c | a i ¢ | b. Déle, pokud je d
spole¢nym délitelem a, b, pak aR C dR a bR C dR, tedy I = cR C dR a dostavame
d | c. Vidime, ze ¢ = NSD(a,b) a navic ¢ € aR + bR, tedy ¢ = ar + bs pro néjaka
r, s € R, coz je Bézoutova rovnost.
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(2) Pro spor piedpokladejme, Ze v R existuje nekoneéna posloupnost vlastnich
delitelt a1, ag, ... (tj. ait1 | a; aa;fa;41). Pak ayR C agR C azR C ... a ozname
I = J;eyaiR. Tato mnozina také tvoii ideal, takze I = bR pro néjaké b € I.
Ovsem toto b musi byt prvkem néjakého a;R, pro néjaké i € R. Ale pak bR C
a;RCa+1RC...CI=0DR, spor. O

Shrnuti:

eukleidovsky obor => obor hlavnich idedli = gaussovsky obor

Zakladni vlastnosti téchto tfid jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

ireducibilni | existence | Bézoutova | Eukleiduv

obory | rozklady NSD rovnost | algoritmus
eukleidovské v v v v
hlavnich ideali v v v X
gaussovské v v X X
obecné X X X X

A na zaveér par priklada, které stoji za zapamatovani.

eukleidovské | télesa, Z, T[x] (T téleso), Z[i], Z[\/2], Z[iv/?2]
hlavnich ideald, ne eukleidovské Z[%]
gaussovské, ne hlavnich idedld | Z[z], R[z,y,...] (R gaussovsky)
ne gaussovské | Z[v/5], Z[iv/3]

4. OKRUHOVE HOMOMORFISMY A FAKTOROKRUHY

4.1. Homomorfismy.

V celé podsekci budou R, S znacit dva okruhy. Nez pristoupime k definici ho-
momorfismu, definujme pojem idedlu obecné, i pro okruhy které nejsou nutné ko-
mutativni.

Definice. (Oboustranngm) idedlem v okruhu R nazyvadme kazdou neprazdnou
podmnozinu I C R takovou, ze

e pokud a,be I, pak —a€laa+bel,
e pokudacelare Rypakr-aclia-rel.

Okruhové homomorfismy jsou zobrazeni zachovavajici zakladni okruhové ope-
race. Vétsina faktt v této sekci je primou analogii situace, kterou jsme vidéli v
grupéach.

Definice. Zobrazeni ¢ : R — S se nazyva homomorfismem téchto okruhi, zapisu-
jeme ¢ : R — S, pokud pro kazdé a,b € R plati
pla+b) =p(a) +o(b) a @la-b)=yp(a)- pb).
Z Lemmatu [L.1] ihned plyne, Ze ¢(—a) = —¢(a) pro viechna a € R a ¢(0) = 0.
Obrazem homomorfismu nazyvame jeho obor hodnot, tj. mnozinu
Im(p) ={be€ S: b= y(a) pro njaké a € R}.
Jddro homomorfismu definujeme jako mnozinu
Ker(¢) ={a € R: ¢(a) =0}.

Nasledujici tvrzeni mimo jiné ¥iké, Ze idealy hraji vzhledem k homomorfismim roli
normalnich podgrup.

Tvrzeni 4.1 (jidro je idedl, obraz je podokruh). Bud R,S okruhy a ¢ : R — S
homomorfismus. Pak
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(1) Im(p) tvort podokruh okruhu S;
(2) Ker(yp) tvofi idedl okruhu R.

Dikaz. Okruhovy homomorfismus je zaroven grupovy homomorfismus vzhledem k
operacim +,—,0, ¢ili mizeme pouzit Tvrzeni [[.2] a ihned dostaneme uzavienost
jadra a obrazu na operace +, —, 0. Uzavienost obrazu na nasobeni se dokaze stejné
jako pro s¢itani. Zbyva dokoncit ¢ast (2): je-li ¢(a) = 0 a r € R libovolné, pak
o(r-a) =p(r) - p(a) = ¢(r) - 0 = 0 a analogicky pro souéin a - r, ¢ili Ker(p) tvoii
ideal v R. O

Z Tvrzeni [L.3] ihned plyne jeho analogie pro okruhy.

Tvrzeni 4.2. Bud R,S okruhy a ¢ : R — S homomorfismus. Pak ¢ je prosty
pravé tehdy, kdyz Ker(p) = {0}.

Podobné jako pro grupy se dokaze také nasledujici tvrzeni (provedte jako cviceni!).

Tvrzeni 4.3. Bud R,S, T okruhy a p : R — S, ¥ : S — T homomorfismy. Pak

(1) ¢ o je homomorfismus R — T,
(2) je-li p bijektioni, pak ¢~ je homomorfismus S — R.

Priklad. DuleZitou rodinou jsou tzv. moduldrni homomorfismy. V ¢iselné varianté
zvolme ¢islo m > 0 a definujme zobrazeni

Om L= Lo, a +— a mod m.
V polynomiéln{ varianté zvolme polynom 0 # m € T[z] a definujme zobrazeni
©m : T[z] = T[z]/(m), f+— f mod m.

Neni tézké ovéfit, Ze jde o homomorfismy, jejich jadra jsou mZ, resp. mT[z]. Po-
dobné bychom mohli postupovat v kazdém oboru, kde je definovano jednoznac¢né
déleni se zbytkem.

Priklad. Dulezitou rodinou jsou tzv. dosazovaci homomorfismy. Uvazujme komu-
tativni okruhy R < S a prvek a € S a definujme zobrazeni

po:R[z] =S, [ fla).

Neni tézké ovéfit, ze jde o homomorfismus. Je-li R = S, jeho jadrem je hlavni
idedl (z — a)R[z] a obrazem celé R (diky konstantnim polynomtm). Obecné mize
jadro a obraz vychazet vselijak, napt. pro R = Z, S = C, a = i dostaneme jadro
(22 + 1)Z[z] a obraz Z][i].

Priklad. Oba vySe uvedené typy lze kombinovat, naptiklad zobrazeni
¢ : Zlz] = Zg, f+ £(0) mod 2

je také homomorfismem, jeho jadro sestava z téch polynom, jejichz absolutni ¢len
je sudy, coz neni hlavni ideal.

4.2. Izomorfismy.

Bijektivni homomorfismy se nazyvaji izomorfismy. Dva okruhy nazveme izo-
morfni, pokud mezi nimi vede izomorfismus, zna¢ime R ~ S. Vse, co bylo v sekci
1.2 feceno o izomorfismech grup, plati analogicky i o izomorfismech okruh.

Na izomorfismus je mozné pohlizet jako na ,kopirovani“: mame-li okruh R a bi-
jektivni zobrazeni ¢ : R — S, mizeme na mnozinu S ,prekopirovat® obé operace
* € {+, -} pfedpisem

axb=p(p(a) x o~ (b)).
Vidime, Ze zobrazeni ¢ ~! bude izomorfismem mezi novym okruhem S a starym
okruhem R. Jeden okruh je kopii druhého, doslo pouze k ,prejmenovani prvki“
kopirovacim zobrazenim ¢. Na kazdy izomorfismus lze pohlizet timto zptisobem.
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Piiklad. Je snadné nahlédnout, Ze mnozina matic
S={(%2a): a,beR}
tvofi podokruh okruhu My (R) matic 2 x 2 nad redlnymi ¢isly. Zobrazeni
0:C—>8, atbim (9%
je izomorfismem téchto okruhil, nebot je bijektivni a pro vSechna a, b, ¢, d € R plati
o((a+bi) + (c+di)) = o((a+c) + (b+d)i) = (4, 01
= (% 8) + (Lat) = pla+bi) + p(c+ di)
a podobné
p((a+bi) - (c+di) = p((ac — bd) + (ad + be)i) = ( "7t i)
= (%a) (£48) = elatbi) +plc+di).

Tedy téleso C je izomorfni s maticovym okruhem S, oba okruhy jsou ,stejné“ pri
ztotoznéni c¢isla a + bi a odpovidajici matice.

Priklad. Bud R libovolny okruh charakteristiky n > 0. Je snadné nahlédnout, ze
prvky tvaru 1 4 --- + 1 tvoii podokruh P, tzv. prvookruh. Je snadné nahlédnout,
Ze zobrazeni

w: 2y, — P, 0—0, kE—=1+---+1,
———
k
je izomorfismem téchto okruht. Pro charakteristiku 0 plati analogické tvrzeni, pr-

vookruh je izomorfn{ okruhu Z, uvazovat musime i prvky tvaru —(1 4 --- +1).

Diilezitym pfikladem izomorfismu je modularni zobrazeni z dikazu ¢inské véty
o zbytcich. Na vsech prvcich se chova jako okruhovy izomorfismus. Vztazeny na
invertibilni prvky se chova jako grupovy izomorfismus.

Tvrzeni 4.4 (algebraickd verze ¢inské véty o zbytcich). Budte my,...,m, po dvou
nesoudélnd prirozend cisla a oznac¢me M = my - ... - m,. Zobrazeni

Ol = Loy X oo X Loy,

a— (amod my,...,a mod my).

je izomorfismem téchto okruhi. Restrikce ¢

zx, Jje grupovym izomorfismem
* ~ * *
Lpg =2y, X v oo X Ly,

Diikaz. Pohledem do diikazu ¢inské véty o zbytcich zjistime, zZe je zobrazeni ¢ bi-
jektivni. Ovéfime, 7e to je homomorfismus: pro obé& operace * € {+, -} plati

p(a) * o(b) = (a mod myq,...,amod my,) * (b mod mq,...,bmod m,)
= ((a*b) mod my, ..., (a*b) mod m,) = p(a*bmod M),

pricemz v posledni rovnosti vyuzivame faktu, ze vSechna m; déli M.

Druhou ¢ast diikazu nechavame jako cviceni: dokazte, Ze invertibilni prvky mo-
dulo M jsou zobrazeny na invertibilni prvky modulo jednotliva m;, €ili @[z je
skutecné bijekci na mnozinu Z7, X ... x Zj

Mn*

Analogicky bychom mohli interpretovat ¢inskou vétu o zbytcich pro polynomy
(cvieni).



20

4.3. Konstrukce faktorokruhu podle idealu.

V zimnim semestru jsme se seznamili se specidlnim pripadem konstrukce fak-
torokruhu: dva polynomy jsme prohlésili za podobné, pokud déavaji stejny zbytek
modulo dany polynom m, a s reprezentanty zbytkt jsme pocitali modulo m. Tato
konstrukce funguje obecnéji: polynom m mutzeme zaménit za libovolny ideal I a
dva prvky prohlasime za podobné, pokud je jejich rozdil v I. Vzhledem k tomu, zZe
ideal tvori normalni podgrupu aditivni grupy daného okruhu, mtzeme v konstrukci
faktorokruhu vyzit vSe, co jsme udélali pro faktorgrupy.

Definice. Bud R okruh a I jeho ideal. Definujeme ekvivalenci na mnoziné R pied-
pisem
a~b & a—-bel.
Plati a ~ b pravé tehdy, kdyz a + I = b + I, ¢ili bloky jsou rozkladové ttidy
[a] = a + I. Na téchto blocich definujeme operace piedpisy
[a] +[b] = [a+0],  —la]=[-al, la]-[b] =[a-b].

(v nésledujicim lemmatu ovéfime, Ze je tato definice korektni). Mnozina bloki s
vyse uvedenymi operacemi se nazyva faktorokruh okruhu R podle idedlu I,

R/I = ({[a] :a € R}, +,—,-, 0]).

Lemma 4.5. Bud R okruh a I jeho idedl.
(1) Vyse uvedené operace na blocich jsou dobfe definovdny.
(2) Faktorokruh R/I je skuteéné okruh.

Diikaz. 7 konstrukce faktorgrupy jiz vime, ze je séitani a odéitani dobfe defino-
vané. Pro ndsobeni pfedpoklddejme [a] = [c] a [b] = [d], ovéFime, Ze [ab] = [ed].
Predpokladaje a ~cab~d,tj.a—ce€lab—de€ I, spocteme
ab—cd=a(b—d)+(a—c)del,
—— =
€1 er

éili ab ~ cd, tj. [ab] = [cd]. Podobné jako pro grupy se ukaze, ze takto definované
operace spliuji vSechny axiomy okruhi, véetné komutativity a existence jednotky,
pokud tyto platily v pivodnim okruhu R (pozor, vlastnost byti oborem integrity
zachovana byt nemusi, viz sekce . O

Priklad. Uvazujme komutativni okruh R = 7Z a ideédl I = nZ. Plati
a~b & njla—-b < a=b (modn).
Stejné jako pro grupy neni problém ukazat, ze Z/nZ ~ Z,.
Podobné jako pro grupy plati véta o homomorfismu a 1. véta o izomorfismu.

Véta 4.6 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : R — S homomorfismus okruhi.
(1) Je-li I C Ker(yp) idedl v R, pak je zobrazeni

v :R/I— S, [a] = p(a)

dobre definovan€ a je to okruhovy homomorfismus.
(2) [1. véta o izomorfismu] R/Ker(y) ~ Im(p).

Diikaz. Plyne pfimo z grupové verze (Véta [2.4), pouze je tieba si uvédomit, ze
vsechna definovanda zobrazeni jsou i okruhové homomorfismy. O

Piiklad. Modularni homomorfismus Z — Z,, a — a mod n, prokazuje, ze Z/nZ ~
Lo,
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Je-li R komutativni okruh a I = mR jeho hlavni ideél, pak
a~b & mla—-b & a=b (modm).

Je-li v okruhu R definovéno jednozna¢né déleni se zbytkem (napf. R = Z nebo
R = T[z], T téleso), prvky R/mR mulzZeme reprezentovat jako vSechny moZné
zbytky po déleni prvkem m a operace v R/mR budou jako operace v ptivodnim
okruhu modulo m, nebot

[a] £ [b] = [a £ b] = [a £ b mod m], [a] - [b] = [a - b] = [a- b mod m].

Specidlng, pro R = T[z], T téleso, vidime, Ze konstrukce faktorokruhu ve smyslu
této sekce a ve smyslu zimniho semestru jsou ,,v podstaté totozné®“. 1. véta o izo-
morfismu pouZzitd na moduldrni zobrazeni T[x] — T[z]/(m) d4va izomorfismus

T[z]/mT[z] ~ T[z]/(m),

v némz polynom f stupné < degm jednoznacéné odpovidé pfislusnému bloku [f].
Znaceni se zpravidla sméSuje, pouzivaji se oba zapisy T[z]/mT|[x] i T[z]/(m) pro
obé formalné rizné, nicméné izomorfni konstrukce.

Piiklad. Jak vypadé faktorokruh T|[z]/(x — a), kde a € T' ? Uvazujme dosazovaci
homomorfismus

Tzl =T, [ f(a)
Je to zobrazeni na T a jeho jadro je
{feTllz]: fla)=0} ={feTlz]: v—al|f}=(x—a)Tlz]
Podle 1. véty o izomorfismu je T[x]/(z — a) ~ T.

vvvvvv

Pi¥iklad. Jak vypada faktorokruh Q[z]/(z2 + 1) ? Uvazujme homomorfismus
Qlz] = QG), [ f(0).
Je to zobrazeni na Q(4) a jeho jadro je
{f€Qla]: f(i) =0} ={feQlz]: f(i)=/f(-i)=0}
={feQ]: z—ilf, z+il [}
={f€Qla]: (@—i)(z+i)=2>+1]|f}
= (2* + 1)Q[z].
Podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/ (22 + 1) ~ Q(4).
Piiklad. Jak vypada faktorokruh Q[z]/(z% — 1) ? Uvazujme homomorfismus
Q] »QxQ,  fr=(f(1),f(=1)).
Je to zobrazeni na Q x Q a jeho jadro je
{feQlz]: f()=f=) =0} ={f€Qlz]: z—1|f, z+1[f}
={f€Qz]: (z-D(@+1)=2—-1]f}
= (2 = 1)Qla].
Podle 1. véty o izomorfismu je Q[z]/(2? — 1) ~ Q x Q.

Na zavér jeden priklad s idedlem, ktery neni hlavni.



22

Piiklad. Jak vypada faktorokruh Z[z]/I, kde I = {f € Z[z] : m | f(0)} ? Dva
polynomy f, g jsou ekvivalentni praveé tehdy, kdyz f — g € I, tj. pravé tehdy, kdyz
m | f(0) — g(0), tj. pravé tehdy, kdyz f(0) = g(0) (mod m). Existuje tedy pfesné
m rozkladovych t¥id. Neni tézké nahlédnout, Ze zobrazeni

Zz) = Z, f = f(0) mod m
je homomorfismem, jehoZ jadro je I, a tedy Z[z]/I >~ Zy,.
Podobné jako pro grupy se dokédze i 2. véta o izomorfismu (cvicenil!).

Tvrzeni 4.7 (2. véta o izomorfismu). Bud R okruh a I jeho idedl.
(1) Je-li I C J idedl v R, pak J/I ={[a] : a € J} je idedl v R/I.
(2) Je-li K idedl v R/I, pak ezistuje idedl J v R takovy, Ze K = J/I.
(3) V obou pfipadech plati

(R/I)/(J/I) ~R/J.

4.4. Faktorokruhy podle maximalnich idealua a prvoidealu.
V této &asti si ukdzeme analogii k tvrzeni, které ¥ikd, ze faktorokruh T[a]/(m) je
téleso praveé tehdy, kdyz to je obor integrity, a to pravé tehdy, kdyz m je ireducibilni

vvvvvv

je oborem integrity, ale ne télesem.

Definice. Ideal I okruhu R nazveme

e prvoidedlem, pokud pro kazdé a,b € R plati, ze kdykoliv ab € I, pak a €
nebo b € I;

e maximdalni, pokud je I maximalni v usporddané mnoziné vlastnich idealu,
tj. pokud neexistuje ideal J spliujici I C J C R.

Priklad. Jako cviceni si dokaZte:
e Ideél nZ v oboru 7Z je maximalni pravé tehdy, kdyz to je prvoideal, coz je
pravé tehdy, kdyz n je prvodislo.
e Ideél fT[z] v oboru T|z] je maximalni pravé tehdy, kdyZ to je prvoidedl,
coz je pravé tehdy, kdyz f je ireducibilni v T[x].
Analogické tvrzeni plati v kazdém oboru hlavnich ideéli, ale obecné jsou maximalni
idealy a prvoidealy rtizné pojmy. Naptiklad idedl I = zZ[x] v oboru Z[z]
e je prvoidealem, protoze je polynom x prvocinitelem,
e neni maximadlni, napiiklad idedl {f € Z[z] : 2 | f(0)} je vétsi.

Véta 4.8 (faktor podle prvoidedlu a maximalniho idealu). Bud R komutativni
okruh s jednotkou a I jeho idedl. Pak

(1) R/I je obor integrity prdvé tehdy, kdyz I je prvoidedl;

(2) R/I je téleso prdvé tehdy, kdyZ I je mazimdlni idedl.

Diikaz. (1) Faktorokruh R/I je oborem integrity prave tehdy, kdyz pro kazdé a,b €
R plati, ze kdykoliv [ab] = [a] - [b] = [0], pak [a] = [0] nebo [b] = 0. Pfelozeno do
fedi ideali, ab € I implikuje a € I nebo b € I, coz je definice prvoidealu.

(2) Podle Tvrzeni[3.3|je R/I télesem pravé tehdy, kdyZz neobsahuje zddné vlastni
idealy. 2. véta o izomorfismu ¥iké, Ze jakykoliv vlastni idedl v R/I je tvaru J/I,
kde I C J C R je ideal v R.. Cili neexistence vlastniho ide4lu v R/I je ekvivalentni
tomu, ze je I maximalni ideal. O

Priklad. Pripomerite si piiklady Qx]/(f) ze sekce
e polynom z2 + 1 je ireducibilni, tedy ideal (22 +1)Q[x] je maximalni, a sku-
tecns, Q[z]/(z% + 1) ~ Q(i) téleso;
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e polynom 22 — 1 nenf ireducibilni, tedy ide4l (2% — 1)Q[z] neni maximéln{
(napt. idedl (x — 1)Q[z] je vétsi), a skuteéns, Q[z]/(z? — 1) ~ Q x Q neni
téleso.

Priklad. Vzpomerite si na piiklad s oborem Z[z]: idedl I = zZ[x] je prvoidedlem,
ktery neni maximalni, a vskutku, faktorokruh Z[z]/I ~ Z (dosazovaci homomorfis-
mus) je oborem integrity, ale ne té&lesem.
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Ciselna télesa a koieny polynomu

5. OKRUHOVA A TELESOVA ROZSIREN{

5.1. Definice.
V této sekci definujeme obecny pojem rozsifeni a ukazeme, Ze jeho prvky lze
vyjadfit pomoci hodnot polynomt.
Definice. Bud R < S komutativni okruhy a a1, ...,a, € S. Definujeme
e Rlay,...,a,] jako nejmensi podokruh okruhu S obsahujici mnoZinu R i
prvky aq, ..., ay; fikd se mu okruhové rozsiteni S o prvky a1, ..., ay,.
Jsou-li R, S télesa, pak definujeme
e R(ay,...,a,) jako nejmensi podtéleso télesa S obsahujici mnoZinu R i

prvky aq,...,ay; fiké se mu télesové rozsireni S o prvky ay, ..., an,.

Piiklad (Gaussova ¢isla). Gaussova celd ¢isla lze zapsat jako obor Z[i]: jde o
nejmensi podobor télesa C obsahujici jak cela ¢isla, tak ¢islo i. Analogicky, Gaussova
raciondlni ¢isla lze zapsat jako Q[i]: jde o nejmensi podobor télesa C obsahujici jak
raciondlni ¢isla, tak ¢islo . Obor Q[i] je télesem, protoze

a ) .
a2 + b2 o a2+b22 € Q[lL

¢ili plati Q[i] = Q(¢). Pro redlna ¢isla pak plati R[i] = R(i) = C.

(a+bi)~ ' =

Gaussova Cisla lze prirozené zobecnit dvéma zplsoby: misto i = y/—1 budeme
pridavat druhé odmocniny z jinych ¢isel, anebo vyssi komplexni odmocniny z jedné.

Piiklad (kvadratickd rozsifeni). Pro libovolné celé ¢islo s uvazujme kvadratické
rozsirent
ZIVs| ={a+b/s: a,beZ} <C,
QVs] =Q(vs) ={a+bys:a,beQ} <C.

Neni tézké nahlédnout, ze mnozina na pravé strané je skutecné podoborem, resp.
podtélesem, télesa C.

Piiklad (cyklotomické rozsiteni). Pro ¢, = €2™/™ (tzv. primitivni n-t4 odmocnina
z jedné) uvazujme n-té cyklotomické rozsiient
Z[¢a] = {ao + a1Cn + a2l + ...+ an 1Pt ao,...,a,1 €7} <C,
Ql¢n] = QGn) = {ao + 16 + a2l + ..+ a1 (7 ag,. a0 €QF < C.

Pro n = 3 dostavame Eisensteinova ¢isla, pro n = 4 Gaussova ¢isla. Vyjadieni na
pravé strané neni jednozna¢né, napiifklad pro n = 3 je (3 = —1 — (3. Dtikaz, 7e
Q[¢n] = Q(¢n), neni zdaleka tak jednoduchy jako pro kvadratickd rozsifeni. Pozdéji
si ukazeme obecné Tvrzeni[6.4] z néhoz tento fakt ihned plyne.

Priiklad. MuZeme uvaZovat i rozsifeni o vice prvki, napfiklad

ZIV2,V3] = {a+bV2+ V3 +dV6: a,b,c,d e Z}.
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OBRAZEK 6. Rozsifeni Rlaq,...,a,] <S.

Tvrzeni 5.1 (struktura okruhovych rozsifeni). Bud R < S komutativni okruhy s
jednotkou a a € S. Pak

Rla] = {f(a) : f € R[z]}
={uw+uwa+...+tua": neN, ug,...,u, € R}.
Jsou-li R < S télesa, pak

R = {29 1€ Rlal o) 20}
Diikaz. Oznaéme M = {f(a): f € R[z]}. Je potfeba dokizat, Zze mnozina M
(1) tvofi podokruh okruhu S,
(2) obsahuje RU {a},
(3) je nejmensi podmnozinou okruhu S spliiujici tyto podminky.

(1) Mé&jme dva prvky f(a),g(a) € M, kde f, g € R[z]. Jejich soucet f(a)+g(a) =
(f +9)(a) je také v M, protoze f + g € R[z], a analogicky argument lze pouzit pro
soucin i prvek —f(a). Volbou f = 0 dostaneme 0 € M.

(2) Volbou konstantnich polynomii dostaneme R C M. Volbou f = z dostaneme
a€c M.

(3) Uvazujme libovolny podokruh U obsahujici R U {a}. Tento podokruh musi
obsahovat vSechny mocniny a', jejich libovolné ndsobky prvky z R, a také soucty
téchto nasobki. Cili musi obsahovat vSechny prvky tvaru ug + u1a + ... + una®,
kde ug,...,u, € R, atedy M CU.

Vyjadreni télesovych rozsifeni se dokdze analogicky, navic musime dat pozor na
inverzni prvky (cviéeni!). O

Piiklad. Uvazujme kvadratickd rozsifeni Z[/s]. Vzhledem k tomu, Ze \/52 = s,
\/53 = 54/s, atd., hodnota libovolného polynomu f € Z[z] na prvku /s bude rovna
¢islu tvaru a+by/s, a,b € Z. Cili Z[\/3] = {f(\/3) : f € Z[z]} = {a+b\/5: a,b € Z}.
Analogicky, pro cyklotomick rozsifeni dostaneme vyjadieni Z[¢,,] = {ao+a1(n+
coitan_1C" 1t ag, ..., an_1 € Z}, protoze (" =1, (! = ¢, atd.

Pro kazdé téleso T plati T[a] < T(a), protoze v okruhu T(a) navic pozadujeme
pfitomnost inverznich prvki. Za jakych podminek plati T[a] = T(a) ? V sekci |§| si
ukazeme, Ze to nastane pravé tehdy, kdyz je a tzv. algebraicky prvek, tedy kdyz je
kofenem néjakého nenulového polynomu z T[z]. Jednu implikaci si mizeme dokézat
hned.

Tvrzeni 5.2. Bud T < S télesa a a € S prvek, ktery neni kotenem Zddného
nenulového polynomu z T[z]. Pak T[a] # T(a).
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Diikaz. Podle Tvrzeni[5.1]je Tla] = {f(a) : f € T[z]}. Kdyby se v této mnoziné
nachazel prvek a~!, pak by existoval polynom f € T[] takovy, Ze f(a) = a1, &li
af(a) =1, a tedy a by bylo kofenem nenulového polynomu zf —1 € T[z], spor. O

5.2. Télesové rozsifeni jako vektorovy prostor.

Hlavnim tématem této kapitoly je studium tzv. stupné rozsitent, tj. dimenze
vétsiho télesa jakozto vektorového prostoru nad svym podtélesem. V jakém smyslu,
dimenze?

Rozsirenim téles budeme rozumét dvojici komutativnich téles T, S takovou, ze
T < S. Rikdme, Ze T je podtélesem S, nebo Ze S je rozsifenim T.

Klicem k pochopeni celé kapitoly je myslenka, Ze téleso S lze povazovat za vekto-
rovy prostor nad télesem T: s¢itani a od¢itani ponechdme a misto nasobeni jakozto
operace S xS — S uvazujeme pouze restrikci T'x S — S. Neformalné, prvky vétsiho
télesa S povazujeme za vektory, prvky mensiho té€lesa T za skalary a uvazujeme
pouze nasobeni skalar krat vektor. Tento vektorovy prostor budeme znacit St.

Uvédomte si, ze jde skute¢né o vektorovy prostor: aditivni struktura (S, +, —,0)
je abelovskou grupou a pro vSechna a,b € T (skaldry), v,w € S (vektory) plati
kazdy z axiomil vektorovych prostort: a(bv) = (ab)v plyne z asociativity ndsobeni,
1v = v z vlastnosti jednotky a a(v+w) = av+aw a (a+b)v = av+bv z distributivity.

Definice. Dimenze vektorového prostoru St se nazyva stupern rozsiteni a znaci se
Je-li stupeni [S : T| konecny, fikdme, Ze jde o rozsiteni konecného stupné.

Priklady.

e [C: R] = 2. Kazdé komplexni ¢islo 1ze zapsat pravé jednim zpisobem jako
a+ bi, a,b € R, ¢li prvky 1,4 tvori bazi prostoru Cg.

e Analogicky, pro s, které neni ¢tvercem, je stupeni [Q(+/s) : Q] = 2, prvky
1, /s tvofi bazi prostoru Q(1/s)g-

e [Q(v2,V3) : Q] = 4, bazi prostoru Q(v/2,v3)g tvoii napiiklad prvky
1,v2,v/3,6.

e Pozor, pro (3 = €2™/3 je stupeii [Q((3) : Q] = 2 a nikoliv 3: prvky 1,3, (3
jsou linearné zavislé, protoze (2 = —1 — (3.

e Je-li u transcendentni ¢islo (napf. konstanty e nebo 7), stupeii [Q(u) : Q]
je nekoneény (spocetny): linedrné nezavislou mnozinu tvofi tieba prvky
Lou,u?,... (viz Vétal6.6).

e Stupen [R : Q] je dokonce nespoéetny: prostory spocetné dimenze nad
spocetnym télesem jsou spocetné, zatimco realnych ¢isel je nespocetné.

Casem se ndm bude hodit pojem prvookruhu a prvotélesa. Pro libovolny okruh
R s jednotkou uvazujme zobrazeni

7Z — R, n—1+...+1.
———
n
Je vidét, ze jde o homomorfismus, jehoz obrazem je tzv. prvookruh okruhu R a
jehoz jadrem je ideal nZ, kde n je charakteristika okruhu R. Pouzitim 1. véty o
izomorfismu dostéavame, Ze prvookruh libovolného okruhu je izomorfni bud okruhu
Z v ptipadé charakteristiky 0, nebo okruhu Z/nZ ~ Z,, v pfipadé charakteristiky n.
Nyni uvazujme téleso T. Jeho prvotélesem se rozumi nejmensi podtéleso. To v
sobé jisté obsahuje prvookruh, ale navic musi ke kazdému nenulovému prvku obsa-
hovat jeho inverz. Charakteristika télesa je 0 nebo prvocislo p. V druhém ptipadé
je prvookruh jiz télesem (izomorfnim Z,), ¢ili pojmy splyvaji. V piipadé charakte-
ristiky 0 prvotéleso sestava ze viech zlomkd ab~ !, kde a,b jsou prvky prvookruhu,
¢ili je izomorfni télesu Q.
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Kazdé téleso je samoziejmé rozsifenim svého prvotélesa. Specidlné, pro kone¢na
télesa dostavame velmi zajimavy disledek vektorového pohledu na télesova rozsireni.

Tvrzeni 5.3. Pocet proki konecného télesa je mocnina prvodisla.

Diikaz. Kone¢né téleso T charakteristiky p je rozsifenim svého prvotélesa P ~ Z,,.
Cili vektorovy prostor Tp je izomorfni prostoru (Z,)*, kde k = [T : P], ¢ili ma p*
prvki. U

6. ALGEBRAICKE PRVKY A ROZSIREN{ KONECNEHO STUPNE

6.1. Algebraicka a transcendentni éisla.

Jednim z hlavnich problémt matematiky 18. a 19. stoleti byly nasledujici dvé
otazky:

e Je dan polynom. Jak najit jeho kofeny? Lze je vyjadfit vzorci, které by
pouzivaly zékladni aritmetické operace na koeficientech?

e Je déno ¢islo (redlné ¢i komplexni). Existuje celoéiselny polynom, jehoz je
toto ¢islo kofenem? Jak jej najit?

Odpovéd na prvni otdzku davéd Galoisova véta, kterd charakterizuje polynomy,
jejichz koteny lze vyjadrit vzorci. Pro polynomy stupné < 4 existuji tzv. Cardanovy
vzorce, ale pro nékteré polynomy stupné > 5 zadné vzorce neexistuji a v praxi
se kofeny hledaji pouze pfiblizné, pomoci numerickych metod. V této podsekci se
podivame podrobnéji na druhou otazku.

Definice. Komplexni ¢islo a se nazyva algebraické, pokud existuje nenulovy celo-
¢iselny polynom f takovy, Ze f(a) = 0. V opa¢ném piipadé se a nazyva transcen-
dentni.

Priklad. Spousta ¢isel ,ze zivota“ je algebraickych.

e Raciondlni ¢isla jsou algebraickd, racionalni ¢islo 7 je kofenem polynomu

bx — a.
e Odmocniny jsou algebraické, napiiklad {/s je kofenem polynomu z" — s.
e Lecktera iracionélni ¢isla jsou algebraicka, i kdyz to neni na prvni pohled
vidét. Napiiklad v/2 + /3, pfislusnym polynomem je z* — 1022 + 1.
e Pomoci teorie télesovych rozsifeni si pozdé€ji dokazeme, Ze soucet, rozdil,

soucin a podil algebraickych ¢isel je algebraické ¢islo (Véta[6.10)).

Priklad. Jiz Leonhard Euler zfejmé predpokladal, Ze ne kazdé ¢islo je algebraické,
ale prvni prokazatelné transcendetni ¢islo bylo predvedeno mnohem pozdéji.

s vr

e V roce 1840 dokazal Joseph Liouville, Ze iracionélni algebraicka ¢isla nelze, v
jistém smyslu, dobfe aproximovat racionalnimi ¢isly. Z toho divodu nemtize
byt algebraické napiiklad ¢islo Yo 10~% (tj. &islo, které ma v desetinném
rozvoji jedni¢ku pravé na pozicich tvaru ¢!, jinak nuly).

e V roce 1873 dokéazal Charles Hermite, ze Cislo e je transcendentni, a az v
roce 1882 nasel Ferdinand von Lindemann dtikaz transcendence ¢isla .

e O to vice udivil matematiky v roce 1874 Georg Cantor, kdyz dokazal, ze
skoro vechna redlnd ¢isla jsou transcendentni (ve smyslu pravdépodobnosti
dané rovnomérnym rozdélenim, tj. ndhodné realné ¢islo je s pravdépodob-
nosti 1 transcendentni).

Kazdy ze znamych dikazi transcendence konkrétnich ¢isel je pomérné kompliko-
vany. Nikoliv vSak argument Cantortv: pomérné jednoduchym zpusobem dokézal,
ze existuje spousta transcedentnich cisel, aniz by musel néjaké nalézt. Jeho ar-
gument je zaloZen na po¢itani: transcedentnich éisel je mnohem vic (nespocetné)
nez téch algebraickych (téch je jen spocdetné). Cantortv dikaz, ktery byl jednou z
hlavnich motivaci vzniku teorie mnozin, nyni ukazeme.
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Pfipomenme, Ze nekoneéna mnoZina se nazyva spocetnd, pokud lze jeji prvky
sefadit do posloupnosti indexované pfirozenymi ¢isly (tj. jde o mnozinu stejné vel-
kou jako N). VSechny ostatni (tj. vét$i) nekoneéné mnoziny nazjvime nespocetné.

Nejprve s vSimnéte, ze sjednoceni dvou spocetnych mnozin je spocetné: je-li
A= {al,ag,...} aB= {bl,bg,...}7 pak AUB= {al,bl,ag,bz,...}.

Tedy mnozina Z je spocetné (sjednoceni kladnych a zapornych ¢isel). Dokonce i
mnozina Q je spocetna: sefadte kladna raciondlni ¢isla do posloupnosti podle souctu
Citatele a jmenovatele (ty se stejnym souctem sefadte libovolné), provedte to samé
pro zaporna, vezméte sjednoceni a pridejte na zacatek nulu.

Tvrzeni 6.1. Mnozina algebraickych c&isel je spocetnd.

Diikaz. Definujme index polynomu f = ag + a1z + ... + apx™ # 0 jako soucet
lag| + |a1| + . .. +|an| +n. VSimnéte si, ze existuje jen koneéné mnoho celoéiselnych
polynomt daného indexu (napf. index 1: f = +1; index 2: f = +2, f = +z; index
3: f =43, f =2, f = o £ 1, f = +2?), ¢ili viechny polynomy lze sefadit
do posloupnosti podle vzristajicitho indexu. Pfitom kazdy nenulovy polynom ma
jen kone¢né mnoho korent, tedy nahrazenim polynomu za jeho kofeny ziskame
posloupnost obsahujici vSechna algebraicka disla. O

Tvrzeni 6.2. MnozZina redlngch ¢isel je nespocetnd.

Dikaz. Kdyby byla mnozina redlnych ¢isel spocetna, byl by jisté spocetny i interval
[0,1), a tudiz bychom mohli sefadit ¢isla z tohoto intervalu do posloupnosti

a1 = 0,a11a12a13 . ..
[ 07 a21a22023 . . .

az = 0,a31a32a33 . . .

Nyni definujme ¢islo b = 0,b1b2bs ... tak, Ze by # ay1, ba # ago, atd. Toto ¢islo
nemtize byt na seznamu, nebot se od i-tého prvku lisi v i-té pozici rozvoje. Coz je
spor s tim, ze tam méla byt vSechna éisla z intervalu [0, 1). (K tomu, aby byl tento
argument korektni, je tfeba se vyhnout rozvojtim konéicim samymi devitkami.) O

Kazdé redlné ¢islo je algebraické nebo transcendentni. Téch prvnich je jen spocetné,
¢ili téch druhych musi byt nespocetné. Tedy, nejen Ze musi transcendentni ¢isla exis-
tovat, ale je jich mnohem vice, nez téch racionalnich.

V dalsim textu dame do souvislosti algebrai¢nost daného c¢isla se stupném jistého
télesového rozsireni a také si fekneme, jak pro algebraicka ¢isla hledat polynomy,
jichz jsou kofenem.

6.2. Minimalni polynom a stupen jednoduchého rozsireni.

V této sekci uvedeme do souvislosti pojem algebraického ¢isla s vlastnostmi tzv.
jednoduchych rozsitend, tj. rozsifeni tvaru T(a), uréenych jednim prvkem. Hlavnim
cilem této sekce je vybudovat teorii, jejimz dusledkem je nasledujici charakterizace:
islo a je algebraické pravé tehdy, kdyZ je stupeti [Q(a) : Q] koneény, pficemz tento
stupen je pak roven stupni libovolného ireducibilniho polynomu, jehoz je a kofenem.

Zacneme obecnéjsi definici algebrai¢nosti, nad libovolnym télesem.

Definice. Bud T < S rozsiteni téles a a € S. Rekneme, Ze prvek a je algebraicks
nad T, pokud existuje nenulovy polynom z T[], jehoZ je a kofenem. V opaéném
pripadé se prvek a nazyva transcendentni nad T.

Uvédomte si, ze ¢islo je algebraické ve smyslu sekce [6.1] pravé tehdy, kdyz je
algebraickym prvkem nad télesem Q: dané ¢islo je kofenem néjakého racionalniho
polynomu pravé tehdy, kdyz je kofenem néjakého celociselného polynomu, staci
prenésobit koeficienty.
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Definice. Bud T < S rozsifeni téles a a € S algebraicky nad T. Minimdlnim
polynomem prvku a nad T rozumime ireducibilni monicky polynom m, r z T[z],
jehoz je a korenem.

Tvrzeni 6.3 (vlastnosti minimalnich polynomti). Bud T < S rozsifeni téles a
a € S algebraicky nad T. Pak

(1) minimdind polynom m, 1 ezistuje a je jednoznacné urcéeny;

(2) prvek a je kotenem polynomu f € T'[x] prdvé tehdy, kdyZ mqr | f.

Diikaz. Mnozina I = {f € T[z] : f(a) = 0} tvofi idedl v oboru T[], a protoze je
T|[x] oborem hlavnich ideal (Véta[3.2), existuje monicky polynom m € T'[z] takovy,
7e I = mT|x]. Vidime, Ze f(a) = 0 pravé tehdy, kdyz m | f. Kdyby polynom m
nebyl ireducibilni v T[x], tj. kdyby m = fg, kde f, g }f m, pak 0 = m(a) = f(a)g(a),
¢ili prvek a by byl kofenem alesponi jednoho z polynomt f, g, ale m t £, g, spor. Cili
m je minimalni polynom prvku a nad T. Pro jakykoliv jiny monicky ireducibilni
polynom m € Tx], jehoZ je a kofenem, plati m | m a z ireducibility a moni¢nosti
dostavame m = m. O

Priiklad. Je ihned vidét, Ze
mig =12 — 1, min:x2+1, m%@:x?’fZ,

nebot jde o ireducibilni polynomy, které maji dany prvek za kofen.

P¥iklad. Pozor, pro (3 = €2™/3 minimélni polynom m¢, g neni 2 — 1, nebot tento

polynom neni ireducibilni. Plati 23 —1 = (z —1)(2% + 2 +1), (3 je kofenem druhého
Cinitele, ten je ireducibilni, a tedy m¢, @ = 22+ x+ 1.

Priklad. Spocéteme minimalni polynom prvku a = V2 + /3. Plati
a>=5+2v6, a®=11vV2+9V3, a* =149+ 20V6

a vidime, ze a* = 10a®? — 1. Cili a je kofenem polynomu z* — 1022 + 1. Tento
polynom je ireducibilni: diky kritériu existence racionalniho kotene vidime, Ze nema
racionalni kofen, a na soucin dvou polynomi stupna 2 se rozkladat nemutize, nebot
V2 + /3 nenf fesenim 74dné kvadratické rovnice.

Tvrzeni 6.4 (struktura jednoduchych rozsifeni). Bud T < S rozsifend téles aa € S
algebraicky prvek nad T. Pak

Diikaz. Podle Tvrzeni[5.1] je
Tla] ={f(a): f € T[a]}.

Dokazeme, Ze tyto prvky tvoii podtéleso. Mé&jme tedy néjaky prvek 0 # f(a) € Tal,
hleddme jeho inverz, tedy polynom g € T|x] takovy, Ze f(a)g(a) = 1. Protoze
f(a) # 0, polynom m, t nedéli f. Z ireducibility m, r plyne NSD(m, T, f) = 1, ¢ili
podle Bézoutovy rovnosti existuji polynomy u, g € T'[z] takové, ze 1 = umq T +gf.
Dosazenim prvku a dostavame

1 =u(a)ma,x(a) +g(a)f(a) = u(a) - 0+ g(a)f(a) = f(a)g(a),
¢ili g(a) je inverzni prvek k f(a). d

Alternativni dikaz. Uvazujme homomorfismus ¢ : T[z] — Ta], f — f(a). Ten
je ziejmé na, jeho jadro je idedl m, 1T[z], a tak podle 1. véty o izomorfismu
T[z]/(ma,1) =~ T[a]. ProtoZe je my 1 ireducibilni, tento idedl je maximalni a tudiz
je TJa] téleso, ¢ili T[a] = T(a). O
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Piiklad. Cislo /s, s € Z, je algebraické nad Q, tedy Q(v/s) = Q[v/s]. A skutecns,

a b
— s € Q[vs].
—b%s  a?-— bQSf [Vs]
Pro rozsifeni vyssich stupit vychézeji vzorce osklivé (zkuste si to!) a Tvrzeni
ma svoji cenu.

(a+bvs) ! = —

Poznamka. Je-li a transcendentni prvek nad T, pak T[a] # T(a). Kdyby <+ € T[a],
pak by existoval polynom f € T[x] takovy, ze f(a) = a™*, ¢ili af(a) = 1, a tedy a
by bylo kofenem polynomu zf — 1 € T[z], spor.

Tvrzeni 6.5 (stupeii jednoduchych rozsifeni). Bud T < S rozsiteni téles a a € S
algebraicky prvek nad T. Pak

[T(a) : T] = degmq,-

Dikaz. Ozna¢me n = degm, . DokdZeme, Ze prvky 1,a,a%,...,a"" " tvoF bazi
vektorového prostoru T(a)T, a tedy Ze jeho dimenze je n.

Kdyby byly prvky 1,a,a?,...,a" ! linedrné zavislé, pak by platilo Z?:_Ol tia* =0
pro néjakd t; € T, z nichz by aspon jedno bylo nenulové. Prvek a by tedy byl
kofenem (nenulového) polynomu Z;L:_(Jl tiz' € T[z] s mensim stupném nez m, ,
coz by byl spor s minimalitou.

Nyni dokéaZeme, Ze prvky 1,a,a2,...,a generuji vektorovy prostor T(a)r.
Uvazujme prvek f(a) télesa T(a) = TJ[a], vyjadiime jej jako linedrni kombinaci.
Bud ¢, r € T[z] takové, Ze f = q- mg T + 7 a degr < degmg, = n. Pak

fla) = q(a) - ma,x(a) +r(a) = q(a) - 0+ r(a) = r(a),

a protoze je stupen r mensi nez n, mame f(a) =r(a) = Z;:Ol t;al, kde t; € T jsou
koeficienty polynomu 7. O

n—1

Priklad. Pomoci Tvrzeni [6.5] 1ze uréit stupen jednoduchého rozsifeni.
e [C:R] = [R(i): R] = degm; g = deg(z? + 1) = 2.
e [Q(1/p) : Q] = deg(z™ — p) = n pro libovolné n € N a prvocislo p, protoze
uvedeny polynom je podle Eisensteinova kritéria ireducibilni. (Pokud p neni
e [Q(e*™/™) : Q] = ¢(n) (hodnota Eulerovy funkce), coz ale neni snadné do-
kazat, pouziva se k tomu teorie cyklotomickych polynomu. Je-li n prvocéislo,
minimélnim polynomem je z" ' 42" 2+...+1 = =1 jehoz ireducibilitu
1ze po substituci ukazat z Eisensteinova kritéria.

r—1

Dusledek 6.6. Bud T < S rozsirend téles a a € S. Prvek a je algebraicky nad T
pravé tehdy, kdyz je stupen [T(a) : T] konecny.

Diikaz. Je-li a transcendentni, pak 1,a, a2, ... tvofi nekoneénou linedrné nezévislou
mnozinu: kdyby Y7 ¢;a’ = 0 pro n&jaké koeficienty ¢; € T', asponi jeden nenulovy,
bylo by a kofenem nenulového polynomu ", ¢;z* z T[z], spor. Opa¢né implikace
plyne z Tvrzeni 6.5 (]

Priklad. UkéZeme si strukturu tzv. kvadratickyjch rozsivent, tj. rozsifeni stupné 2.
DokéZeme, ze je-li T <S < C a [S: T] = 2, pak

S = T(/s) pro néjaké s € T.
Bud 1, a béaze prostoru St. Pak S = T(a) a podle Tvrzenije a kofenem néjakého

polynomu z T[z] stupné 2. Zndmy vzorec na vypocet kofenti kvadratického poly-
nomu ¥ika, ze a = u 4 v4/s pro néjakd u,v,s € T, a tak S = T(u + vy/s) = T(y/s).
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6.3. Vicenasobna rozsifeni.
K vypoctu stupné vicenasobného rozsireni slouzi nasledujici obecné pravidlo.

Tvrzeni 6.7 (stupeti vicendsobnych rozsifeni). Bud T < S < U rozdifend téles.
Pak
[U:T]=[U:S]-[S:T]

Dukaz. Zvolme bazi A vektorového prostoru St a bazi B vektorového prostoru Ug.
Dokéazeme, ze

C={ab: a€ A, be B}
je bézi vektorového prostoru Ur.

Nejprve dokdZzeme, 7e C' generuje prostor U (jisté C C U, a tedy C generuje
podprostor Ur). Je-li u € U, pak u = Zj s;b; pro néjaka s; € S a b; € B. Kazdé
s; lze napsat jako s; = ZZ tija; pro néjakd t;; € T a a; € A, a dosazenim druhé
rovnosti do prvni dostaneme

u = Z (Ztijai)bj = Ztij . aibj.
J ( 4,J
Tedy u je linedrni kombinaci prvka C' s koeficienty z télesa T.
Nyni dokézeme lineadrni nezavislost. Pfedpokladejme, ze Zi, jtij a;b; = 0 pro
néjakd t;; € T a a;b; € C. RozepiSeme
0= Ztijaibj = Z (Zt”az) bj.
0,J J i
€s
Linearni nezavislost prvkia b; nad télesem S nam déava ), ¢;;a; = 0 pro kazdé j a
z linedrni nezéavislosti prvkt a; nad télesem T dostdvame t;; = 0 pro vSechna i, j.

Z linearni nezavislosti také plyne, Ze prvky ab, a € A, b € B, jsou po dvou ruzné,

a tedy
[U:T]=|C|=|AxB|=|A|-|B|=[S:T]-[U:8S].
O

Tvrzeni a miizeme aplikovat na vypodet stupné vicendsobnych rozsireni
typu T(a1, as, ... ). Dvojité rozsifeni T < T(a,b) miZeme rozbit na dvé jednoducha
roz§ifeni T < T(a) < T(a,b) a spocteme

[T(a,b) : T] = [T(a,b) : T(a)] - [T(a) : T] = degmy 1(q) - degma,
< degmy, - deg mq, .
Pozor, pfi vyjadieni stupné [T(a,b) : T(a)] musime pouZzit minimélni polynom
prvku b nad télesem T(a), ktery mtize byt mensiho stupné, nez minimdalni poly-
nom nad télesem T. Vicendsobnym pouzitim popsaného postupu snadno dokézeme
nasledujici dusledek.

Dusledek 6.8. Bud' T < S rozéireni téles a ay,...,a, € S prvky algebraické nad T.
Pak T(ay,...,a,) je rozsifenim konecného stupné nad T.

Piiklad. Pomoci vypoc¢tu dimenze pfedvedeme, Ze

Q(V2+V3) = Q(V2,V3).
Ziejmé Q(v2 4+ v3) < Q(v/2,V3). Pokud tedy dokaZeme, Ze oba prostory maji
stejnou dimenzi, musi byt totozné. Spocteme minimalni polynomy:
° mﬁ+\/§7Q:x4710x2+1;
o mGo =12
o M 503 = *° — 3 (ovéite, Ze je opravdu ireducibilni v Q(v2)[z] !).
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Podle Tvrzeni a dostavame [Q(v2 +v3) : Q] = 4 a [Q(v2,V3) : Q] =
[Q(v2,v3) : Q(v2)] - [Q(V2) : Q] =2-2 = 4.

Je-li T < S rozsifeni téles a kazdy prvek télesa S je algebraicky nad T, hovofime

o algebraickém rozsiteni. Tuto vlastnost maji vSechna rozsifeni kone¢ného stupné.
Tvrzeni 6.9. Rozsifeni konecného stupné jsou algebraickd.

Diikaz. Oznaéme n = [S : T). Pro libovolny prvek a € S dokazeme, Ze je algebraicky
nad T. Prvky 1,a,a?,...,a" "', a” jsou linedrné zavislé, protoze jich je vice nez je
dimenze vektorového prostoru St. Tedy existuji koeficienty ¢; € T, aspon jeden z
nich nenulovy, kterymi lze linearné nakombinovat nulu, tj. Z?:o t;a’ = 0. Cili prvek
a je kofenem nenulového polynomu Y7, t;z' € T'[z]. O

Tvrzeni je principem nekonstruktivnich dtkazt algebrai¢nosti: k dikazu, ze
je prvek a algebraicky nad T, staci najit rozsifeni S > T konec¢ného stupné, v némz
a lezi. Typickym piikladem je dikaz, ze soucet, rozdil, soucin a podil algebraickych
prvka je algebraicky prvek, jak fika nasledujici véta.

Véta 6.10 (algebraické prvky tvoii podtéleso). Bud T < S rozdiFent téles. Proky
S, kter€ jsou algebraické nad T, tvori podtéleso telesa S.

Diikaz. Uvazujme prvky a,b € S algebraické nad T. Rozsifeni T < T(a,b) je
kone¢ného stupné (Diisledek [6.8), a tedy algebraické (Tvrzeni . Cili vSechny
prvky T(a,b) jsou algebraické nad T, specidlné také prvky a +b, a-b, —a i a™!
(pro a # 0). Tedy algebraické prvky tvoii podtéleso télesa S. O

7. NERESITELNOST ULOH PRAVITKEM A KRUZI{TKEM

Mezi klasické matematické tlohy s kofeny v antickém Recku pat¥i konstrukce
pomoci pravitka a kruzitka. Nékteré tlohy jsou snadné a uci se na zakladni skole:
napiiklad zdvojeni Ctverce ¢i ptleni thlu. Jsou tulohy, které odolavaly tisicileti:
napfiklad konstrukci pravidelného sedmnéctitthelnika objevil Gauss roku 1796. Uz
v té dobé se tusilo, Ze nékteré tlohy zfejmé fesit nepijdou, ale byl to az rozvoj
algebry pocatkem 19. stoleti, ktery to umoznil dokézat. Mezi nejznaméjsi takové
ulohy patfi:

e zdvojeni krychle: k dané tiseGce sestrojit tsecku, ktera je v/2-krat delsi (pt-
vodni formulace: k dané useéce u sestrojit tisecku v takovou, Ze krychle s
hranou v mé dvakrit vétsi objem, nez krychle s hranou w);

e trisekce uhlu: k danému uhlu sestrojit tfetinovy uhel;

o rektifikace kruznice a kvadratura kruhu: k dané tseCce sestrojit sestrojit
tsecku, kterd je m-krat delsi (pvodni formulace: k dané kruznici k sestrojit
usecku, ktera je stejné dlouha jako obvod k, resp. tisecku takovou, ze ¢tverec
nad ni sestrojeny mé stejny obsah jako kruh dany k; obé tlohy lze snadno
prevést na konstrukci m-krat delsi tsecky).

o konstrukce pravidelnych n-uhelniki, pro néktera n.

V této sekci si ukazeme diikazovou metodu, kterou vymyslel Pierre Wantzel
roku 1837. Jeji pomoci 1ze dokdzat nefesitelnost vSech uvedenych tloh (v nékterych
pfipadech za pomoci dalsi teorie, jako je diikaz transcendence éisla 7).

Predné musime upfesnit, co vlastné rozumime konstrukci pravitkem a kruzitkem.
Na zacatku je dana jistd koneéna mnozina My bodt v roviné. Z ni mizeme zkon-
struovat novy bod jako prisec¢ik pfimek nebo kruznic uréenych jiz zkonstruovanymi
body; a tento postup lze nékolikrat opakovat.

Formalné, konstrukce pravitkem a kruzitkem je posloupnost Mg C M, C ... C
M,, koneénych mnozin bodil v roviné takova, ze M, 11 = M;U{X}, kde X vznikne
jako
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(1) priseéik pfimky AB a pfimky CD;
(2) pruseéik pfimky AB a kruznice k(C, |DE)|) se sttedem C a polomérem |DE];
(3) prisecik kruznic k(A, |BC|) a k(D, |EF))

pro néjaké body A, B,C,D,E, F € M;.

Princip Wantzelovy metody je pfevedeni konstrukei pravitkem a kruzitkem do
jazyka algebry: misto mnozin bod budeme uvazovat télesa soutadnic. Zvolme v
roviné soufadnice a uvazujme nejmensi téleso T; < R, které obsahuje x-ové i y-
ové soufadnice vsech bodt z M;. Cili, pokud M; obsahuje body Ai,..., A se
soufadnicemi (a1,b1), ..., (ak, bx), pak T; = Q(ay, by, . .., ak, by). P¥idanim bodu X
se soufadnicemi (u,v) dostaneme T;y1 = T;(u,v). Vysledkem je Fetézec rozsifeni
téles TO §T1 STQ S STn

Pfiklad (Pileni thlu). Podivejme se, jak se formalizuje Gloha k danému uhlu
sestrojit poloviéni tthel. Mé&jme dén thel tfemi body A, B,C (kde A je vrchol).

Sestrojime body
D =k(A,|AB|)NAC a FE=k(B,|BD|)nk(D,|BD|),
vysledkem bude thel dany body A, B, E. Tedy
Mo ={A,B,C}, My=MoU{D}, My=M;U{E}.
Zvolme soufadnice tak, ze A = (0,0), B = (1,0) a C' = (a,b). Neni tézké spocitat,

7e D = ( aE=(1+ a_by/3 ﬁ—i—;y%),tedy

a b
e varre) Va7 2
To = Q(a,b), Ti=To(Va?+b?), Ty=To(va2+b%V3).

Stézejnim krokem Wantzelovy metody je nasledujici vlastnost.

Lemma 7.1. Pro kaZdou konstrukci pravitkem a kruZitkem je [T;1 : T;] € {1,2}
pro kazZdé i.

Dikaz. Probereme postupné vSechny t¥i moznosti, jak se konstruuje novy bod.

(1) Jde-li o prisecik dvou riznobéznych piimek, ziskdme souradnice nového bodu
FeSenim soustavy dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych nad télesem T;. Kon-
krétné, primka ur¢end body A, B se soufadnicemi (a,b), (¢,d), kde a,b,¢,d € T;,
ma rovnici

(b—d)x+ (c—a)y=bc—ad
a vidime, Ze vSechny tii koeficienty jsou v télese T;. ReSenim soustavy linedrnich
rovnic dvou proménnych nad télesem T; je dvojice (u,v) prvku télesa T;, takZe
Ti+1 = Ti(u7v) = Ti a
[Ti+1 : Tz] =1.

(2) Jde-li o prise¢ik piimky a kruznice, ziskdme soufadnice nového bodu feSenim
soustavy jedné linearni a jedné kvadratické rovnice o dvou neznamych nad télesem
T,. Pfimku jsme si rozebrali vySe, a kruZnice k(A,|BC|) uréend body A, B,C se
soufadnicemi (a,b), (¢,d), (e, f), kde a,b,c,d, e, f € T;, mé rovnici

(z—a)’+(y—b)*=(c—e)+(d- f)?
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a vidime, Ze vSechny koeficienty jsou v télese T;. Vyjadiime-li z rovnice pfimky y a
dosadime jej do kvadratické, dostaneme kvadratickou rovnici pro x, jejiz koeficienty
jsou z T; a feSenim je ' = u + v+/s pro néjakéd u,v, s € T;. Dosazenim do linearni
rovnice zjistime, ze y' = u' + v'/s pro néjaka u’,v’ € T;. Cili T; 1 = Ti(2',y') =
T;(\/s), z ¢ehoZ plyne, Ze
[Ti+1 : Tz] € {1,2}

v zévislosti na tom, zda je /s € T; nebo ne. (Provedte popsany vypocet podrobné
a ovéite, ze skutecné obé feSeni nalezi T;(y/s) )

(3) Jde-li o priise¢ik dvou kruznic, ziskdme soufadnice nového bodu feSenim
soustavy dvou kvadratickych rovnic o dvou neznamych nad télesem T;. Odectenim
rovnic od sebe se zbavime kvadratickych ¢lend (vSechny maji koeficient 1) a ziskdme
tak ekvivalentni soustavu sestavajici z jedné linearni a jedné kvadratické rovnice,
v8e nad télesem T;. Stejnym argumentem jako v (2) dostaneme

[T1j+1 : TJ S {172}
(Provedte popsany vypocet podrobné sami!) O

Tvrzeni 7.2 (stupen rozsifeni pro konstrukee pravitkem a kruzitkem). Pro kaZdou
konstrukci pravitkem a kruzitkem je [T,, : To] = 2F pro néjaké k < n.

Diikaz. Podle Tvrzeni [6.7] je
[Tn N To] = [Tn . Tn—l] Cal. [TQ N Tl] . [Tl N To],
coz je soulin jednicek a dvojek. ([

Piiklad (zdvojeni krychle). Zvolme soufadnice tak, ze krajni body zadané tsecky
(symbolizujici hranu krychle) jsou (0,0) a (1, 0); ¢ili To = Q. Cilem tilohy je sestrojit
usecku délky /2 a bez Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, Ze visledna tsecka
mé krajni body (0,0) a (4/2,0). V tom piipadé ale /2 nalezi télesu T, ¢ili Q <
(@(\3/5) < T,, a podle Tvrzeni |6.7| je

[T, : To] = [T : Q(V2)] - [Q(V2) : Q] = 3 [T, : Q(V2)],
coz je ve sporu s Tvrzenim [7.2]

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tisecky nelze sestrojit zaddna tsecka
délky a, jejiz polynom m, g ma stupeii, ktery neni mocninou dvojky.)

Piiklad (rektifikace kruznice a kvadratura kruhu). Analogicky, zvolme soufadnice
tak, ze krajni body zadané usecky (udavajici stfed a polomér kruznice) jsou (0,0)
a (1,0); ¢ili Top = Q. Cilem tlohy je sestrojit tsecku délky = (resp. 27 a /7 v
pivodnim zadani). Cili transcendentni ¢islo 7 by mélo byt prvkem télesa T,,, ale
to je podle Tvrzeni |7.2 rozsifenim Q konec¢ného stupné, a tedy podle Tvrzeni
obsahuje pouze algebraické ¢isla, spor.

(Obecnéji bychom mohli Fici, Ze z jednotkové tisecky nelze sestrojit tise¢ku zadné
transcendentni délky.)

Piiklad (trisekce thlu). Staci najit jedno konkrétni zaddni, které neni Fesitelné
pravitkem a kruzitkem. Uvazujme tedy tthel 60° zadany body (0,0), (1,0) a (3, @),
¢ili Tg = = Q(v/3). Dokézeme, Ze neni mozné sestrojit bod
(cos20°,sin 20°).
(Kdybychom zkonstruovali pfimku se smérnici 20° pomoci jiného bodu, dostaneme
tento jako jeji prusecik s jednotkovou kruznici.) DokdZeme-li, Ze
[Q(V3,c0s20°) : Q(V3)] = 3,

milzeme pouzit stejny argument jako pro zdvojeni krychle. K tomuto cili sta¢i podle
Tvrzeni nalézt minimalni polynom é&isla cos 20° nad télesem Q(v/3), tj. néjaky
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ireducibilni polynom, jehoz je ¢islo cos 20° kofenem. Prolistujeme-li néjakou sbirku
goniometrickych vzorct, najdeme vztah

cos 3o = 4(cos a)® — 3 cos a,

z kterého plyne, Ze cos20° je kofenem polynomu 4z — 3z — % € Qlz]. Tento
polynom je v Q(+/3)[x] ireducibilni, nebof nemé v Q(v/3) kofen (jak snadno zjistime
dosazenim © = a + b\/g) Tedy
s 3 1
Meos20°,0(v3) =¥ — 377 g

a dostavame [Q(v/3,cos 20°) : Q(v/3)] = deg Mos200,0(v/3) = 3

8. IZOMORFISMY KORENOVYCH A ROZKLADOVYCH NADTELES

Definice. Bud T téleso a f polynom z T[z] stupné > 1.

e Korenovym nadtélesem pro f nad T rozumime minimdlni rozsifeni, ve kte-
rém ma polynom f kofen. Jinymi slovy, nadtéleso S, kde existuje a € S
takové, ze S = T(a) a f(a) =0.

e Rozkladovym nadtélesem pro f nad T rozumime minimélni rozsifeni, kde
se f rozkldda na linearni ¢initele. Jinymi slovy, nadtéleso S, kde existuji
ai,...,an € S takova, ze S = T(ay,...,an) a f |l (x—a1)- ...  (x — ay).

V zimnim semestru jsme dokézali, ze takova télesa existuji pro kazdé téleso T
a kazdy polynom f (kofenové se zkonstruuje jako faktorokruh T[a]/(f(c)), roz-
kladové pak rekurzi aplikovanou na polynom f/(z — «)). V této sekci si dokdzeme
jednoznacnost rozkladovych nadtéles, az na izomorfismus.

Priklad. Diky zakladni vété algebry vime, ze kofenové i rozkladové nadtéleso po-
lynomu f nad télesem Q lze nalézt uvniti télesa C: kofenovym bude libovolné
Q(a), kde a je néjaky komplexni kofen f, a rozkladovym bude Q(a1,...,a,,), kde
ai,...,an, jsou véechny komplexni kofeny f.

e Uvazujme polynom z2 + 1. Jedinym kofenovym nadtélesem obsaZenym v C
je té&leso Q(i) = Q(—1i), které obsahuje oba kofeny +i, a tedy je i nadtélesem
rozkladovym.

Oznacéme ( = e27™/3,

¢ Uvazujme polynom > —1. Tento polynom ma dvé riizné kofenova nadtélesa
vC,atoQ=Q(1)aQ()=Q(¢?). Tato télesa jisté nejsou izomorfni. To
vétsi je rozkladové, nebot obsahuje vSechny tii kofeny.

e Uvazujme polynom 23 —2. Tento polynom mé dvé riizna kofenova nadtélesa,
Q(¥/2) a Q(¥/2 - ¢) (to druhé obsahuje oba imaginarni kofeny). A¢ to neni
vidét na prvni pohled, tato télesa jsou izomorfni. Rozkladovym nadtélesem

pak bude t&leso Q(V/2, V2 - ¢) = Q(V/2,0).

Rozlozitelné polynomy typicky nemaji izomorfni kofenova nadtélesa: mimo jiné
proto, ze ireducibilni délitelé rtznych stupni vynucuji rtzny stupen piislusnych
kofenovych nadtéles. Na druhou stranu, mozna trochu pfekvapivé, pro ireducibilni
polynomy jsou vSechna kofenova nadtélesa izomorfni. Pro rozkladova nadtélesa do-
kazeme izomorfismus také, tentokrat jiz bez predpokladu ireducibility. NeZ za¢neme,
uvedeme jednu pomocnou definici.

Definice. Bud T < S, U tii t&lesa. T-izomorfismem S — U rozumime izomorfis-
mus ¢, pro ktery plati ¢(t) = ¢ pro kazdé t € T.

Véta 8.1 (jednoznalnost kofenovych a rozkladovych nadtéles). Bud T téleso a
f € Tlx] stupné > 1.
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(1) Je-li f dreducibilni, pak kaZdd dvé kofenovd nadtélesa pro f nad T jsou
T-izomorfni.
(2) Kazdd dvé rozkladovd nadtélesa pro f nad T jsou T-izomorfnd.

Véta[8.1] je specidlnim p¥ipadem o trochu obecnéjsich Lemmat [8:2]a[8:3] o rozsito-
vani ¢asteénych izomorfismu. K jejich formulaci je potfeba nasledujici znaceni a
pozorovani.

Bud T < Ty, T < T rozsifeni téles a ¢ : Ty — Ty T-izomorfismus. Zobrazeni
¢ lze rozsifit na T-izomorfismus oborti polynomii nad témito télesy (budeme jej
opét znadit ¢):

¢ : Tq[z] = Talx], Zaimi — Zw(ai)xi.

Oznaéme f =Y a;xt, g = > b;xt. Koeficienty souétu f + g jsou a; + b;, koeficienty
souctu (f) +¢(g) jsou p(a;) + (bi) = p(a; + b;) a vidime, Ze o(f +g) = o(f) +
¢(g). Koeficienty soucinu fg jsou 3, ., a;b;, koeficienty soucinu ¢(f)¢(g) jsou
Divir Plai)p(by) = (3, ;- aibj) a vidime, ze ¢(fg) = ¢(f)p(g). Bijektivita
zobrazeni je zfejma. Okamzitym disledkem soudinové vlastnosti je, ze

e f1g v Tilx] pravé tehdy, kdyz o(f) | ¢(g) v Ta[z];

e polynom f je ireducibilni v T [z] pravé tehdy, kdyz ¢(f) je ireducibilni v

T2 [.’L‘]

Lemma 8.2. BudT < T, T < Ty rozsirent téles a ¢ : Ty — To T-izomorfismus.
Bud f € T[] ireducibilni polynom, T1(a) kofenové nadtéleso pro f nad T1 a T2(b)
kotenové nadtéleso pro o(f) nad To. Pak existuje T-izomorfismus ¢ : Tq1(a) —
To(b) takovy, Ze ¥(a) =b a |y, = .

Diikaz. Podle Tvrzeni[6.4] je Ti(a) = Ti[a] = {g(a) : g € Ti[z]} a Tx(b) = Tr[b] =
{g(b) : g € Ts[z]}. Uvazujme tedy zobrazeni

¥ :Ti(a) = To(b),  gla) = (g)(b).
Predné je tfeba dokézat, ze to je dobfe definované zobrazeni. Uvédomte si, ze f =
Ma,T,, Protoze f je ireducibilni polynom a a je jeho kofen, a zrovna tak ¢(f) =
mp,T,, protoze ¢(f) je ireducibilni polynom a b je jeho koten. Cili

gla) =h(a) & (g—h)(a)=0 & flg—h
a analogicky

e(9)(0) = @(h)(b) < (g —h)(b) =0 & o(f) | (g —h).
Ekvivalence obou tvrzeni na pravé strané plyne z pozorovani vyse. Dokazali jsme, ze
¢ je dobfe definované zobrazeni a navic prosté. O¢ividné jde o bijekci a je snadné
ovéfit, ze jde o okruhovy homomorfismus: pro kazdé g,h € Ti[z] plati ¢(g(a) +
h(a) = ¥((g + h)(@)) = @lg + h)(b) = @(g)(b) + p()(B) = B(g(a)) + t(h(a)) a
analogicky pro nasobeni. Prvky télesa T; odpovidaji volbé konstantniho polynomu
¢, pro takovy polynom plati (c) = ¢(c(a)) = ¢(c)(b) = ¢(c), ¢li Y|r, = ¢. Volbou
g = x ovéfime, Ze ¥ (a) = b. O

Lemma 8.3. Bud T < T, T < Ty rozsireni téles a ¢ : Ty — To T-izomorfismus.
Bud f € Tilz] polynom stupné > 1 a oznacme S; rozkladové nadtéleso poly-
nomu f nad T1 a So rozkladové nadtéleso polynomu o(f) nad Ta. Pak existuje
T-izomorfismus ¢ : S1 — Sa takovy, Ze Y|, = ¢.

Diikaz. Budeme postupovat indukci podle stupné polynomu f. Je-li deg f = 1, pak
S; =Ti,Se =T a v = ¢. V indukénim kroku uvazujme ireducibilni délitel g
polynomu f a jeho kofen a v S;. Pak ¢(g) je ireducibilni délitel polynomu ¢(f) a
uvazujme jeho kofen b v Ss. Podle Lemmatu existuje zobrazeni p : T1(a) —
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OBRAZEK 7. Ilustrace ditkazu jednoznacnosti rozkladového nadtélesa.

T2 (b) takové, ze p(a) = ba p|, = . Napisme f = (r—a)-h pro n&jaky h € Ti[x], ¢ili
také p(f) = (x —b) - p(h). Pak S; je rozkladové nadtéleso polynomu h nad Ti(a)
a Sy je rozkladové nadtéleso polynomu p(h) nad Ta(b). Protoze degh < deg f,
podle indukéniho piedpokladu existuje T-izomorfismus ¢ : S — Sy takovy, Ze
Yl () = p, Cili také Y7, = . O

Volbou Ty = Ty = T a ¢ = id v obou lemmatech dostaneme Vétu

9. KLASIFIKACE KONECNYCH TELES

9.1. Frobenitiv endomorfismus.
Zacneme prikladem homomorfismu, ktery hraje zasadni roli v okruzich nenulové
charakteristiky.

Tvrzeni 9.1 (Frobeniiv endomorfismus). Bud R komutationi okruh s jednotkou
prvociselné charakteristiky p a definujme zobrazeni
vp: R =R, a— aP.
(1) Zobrazeni ¢, je homomorfismus.
(2) Je-li R obor integrity, pak je @, prosté.
(3) Je-li R konecné téleso, pak je yp, automorfismus.

Zobrazeni ¢, se fikd Frobenitiv endomorfismus, resp. Frobenitiv automorfismus
v ptipadé, kdy je bijektivni. Specidlnim pfipadem bodu (1) je rovnost

(a+b)P =aP + b,

ktera je snem kazdého stiedoskoléka, ale plati pouze za predpokladu prvociselné
charakteristiky p.

Diikaz. (1) Zfejmé (a - b)P = aP - bP a podle binomické véty
p
p . .
bp:§: ipp—i _ gP P
(a+ ) =0 <Z) . ’

nebot p déli vSechny binomické koeficienty (f ), i =1,...,p — 1, protoze vSechna
prvocisla obsazena ve jmenovateli jsou mensi.
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(2) Z podminky ¢,(a) = a? = 0 plyne, ze a = 0. Tedy jddro homomorfismu ¢,
je trividlni, ¢ili je prosty (Tvrzeni .
(3) Prosté zobrazeni na koneéné mnoziné je bijektivni. d

9.2. Derivace a nasobné koreny.

Bud R obor integrity. Bud a € R a f € R[x]. Pfipometime, Ze prvek a je kofenem
f préavé tehdy, kdyz x — a | f. Kofen a nazveme vicendsobnyj, pokud (z — a)? | f.

Derivaci polynomu f = Y7 ; a;2" rozumime polynom f’' = Z?;Ol(i + Da; 12t
Neni tézké ovétit (cviceni!), Ze takto definovand derivace splituje v8echny zakladni
vzorecky, které znate z kurzu analyzy. Obor R mutze byt jakykoliv, zddné vlastnosti
realnych cisel se k tomu nepouziji, predstava derivace jako smérnice teény neni
potfeba.

Pro dtkaz klasifikace konecnych téles se nam bude hodit nésledujici pozorovani.

Lemma 9.2. Necht polynom f md vicendsobny koten a. Pak f'(a) = 0.

Driikaz. Napiste f = (z — a)?g a pouZijte souéinovy vzorec na vypocet derivace:
J'=2(x—a)g+ (x—a)?q, il f(a) =0. O

9.3. Klasifikace konec¢nych téles.

Aplikaci vét o existenci a jednoznac¢nosti rozkladovych nadtéles ukézeme, Ze pro
kazdou mocninu prvoéisla p* existuje, az na izomorfismus, pravé jedno téleso veli-
kosti p*. Princip ditkazu je v tom, Ze téleso mé pfesné p* prvki pravé tehdy, kdyz
je rozkladovym nadtélesem polynomu 2" — 2 nad télesem Zy. 7 existence a jed-
noznac¢nosti rozkladovych nadtéles pak plyne existence a jednoznacnost konecnych
téles.

Lemma 9.3. Rozkladové nadtéleso polynomu 2P — x nad télesem Z,, md prdve p*
prokal.

Diikaz. Ozna¢me ¢ = p¥. Bud T rozkladové nadtéleso polynomu f = 9 —2 nad L.

Ukéazeme, Ze koreny f tvori v T podtéleso. Tvrzeni o Frobeniové endomorfismu

tika, ze zobrazeni ¢ : a — a? je homomorfismem T — T. Jeho k-nasobné slozeni,

©*, je také homomorfismem a zobrazuje a +— (((aP)P)...)? = a?" = a?, &l
(a+0)?=a?+b? a (a-b)?=a? b7

pro kazdé a,b € T. Tedy, jsou-li a,b kofeny polynomu f, tj. a? = a a b? = b, pak
(a+b)? =a%4b? = a+b je také kofen f a stejné tak (a-b)? = a?-0? =a-b, (—a)? =
—a? = —a a (a 14 = (a9)7! = a~!. Cili kofeny tvori podtéleso. Z pozadavku
minimality pak plyne, ze rozkladové nadtéleso T sestava pravé z kotfenu f, a tedy
ma nejuyse deg f = g prvka.

Abychom dokéazali, ze T méa presné g prvki, staéi ovéfit, ze polynom f nemd
vicendsobné kofeny. Kdyby byl prvek a vicendsobnym kofenem, podle Lemmatu [9.2]
by platilo f/(a) = 0. Ovem f’' = qz9~! — 1 = —1, a tedy zadné kofeny nema. [

Lemma 9.4. Bud T konecné téleso, |T| = p*. Pak T je rozkladovym nadtélesem

polynomu P — x nad télesem Zy, a v T[z] plati

oz = H(m—a).

acT
Diikaz. Oznaéme g = p*. Nejprve si viimnéte, ze kazdy prvek a € T je kofenem
polynomu f = x% — x. Pro 0 to plati trividlné a pro nenulovy prvek a vyuZijeme
Lagrangeovu vétu: ord(a) | [T*] = ¢—1,¢&lia? ' =1 aa? = a. Tedy [[,cr(z—a) |
f, a z rovnosti stupnu i vedoucich koeficientti dostavame rovnost téchto polynom.
Ukazali jsme, ze f se v T rozklada na linedrni ¢initele. Je to ale minimalni rozsifeni?
Ano je, nebot dle pfedchoziho lemmatu mé rozkladové nadtéleso polynomu f prave
q prvkd, ¢ili T je timto télesem. U
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Véta 9.5 (klasifikace koneénych téles).
(1) Konecné téleso velikosti n existuje prdave tehdy, kdyz n = p* pro néjaké
prvocislo p a prirozené cislo k.
(2) Konecnd télesa stejné velikosti jsou izomorfni.

Diikaz. (1) (=) plyne z Tvrzeni (<) plyne z Lemmatu a véty o existenci
rozkladovych nadtéles. (2) plyne z Lemmatu [9.4] a Véty [8.1] o jednoznaénosti roz-
kladovych nadtéles. O

V zimnim semestru jsme piedstavili kone¢nd télesa ve formé faktorokruhi Z,[«]/(m).
Lze kazdé konecné téleso timto zptisobem reprezentovat?

Véta 9.6 (reprezentace koneénych téles). Pro kaZdé prvocislo p a pfirozené ¢islo
k existuje ireducibilni polynom m € Z,[a] stupné k a

Fu >~ Zy[a]/(m).

p

Diikaz. Podle Véty existuje néjaké téleso T > Z, velikosti p¥. V kapitole o
cyklickych grupach jsme si dokazali, ze grupa T* je cyklickd. Ozna¢me a néjaky
generator a uvazujme minimalni polynom m,z,. Ten je jisté ireducibilni a jeho
stupen je
degmaz, = [Zp(a) : Zy) = [T : Zy] = k,

pri¢emz prvni rovnost plyne z Tvrzeni druhd z faktu, ze T = Z,(a), protoze
T sestava z mocnin prvku a, a tieti z toho, Ze vektorovy prostor s p¥ prvky ma
dimenzi k. Z jednozna¢nosti ve Vété plyne, ze T ~ Zy[a]/(maz,)- O

Vsimnéte si, jakym obratem jsme prokazali existenci ireducibilniho polynomu
stupné k v Zp[z]: nejprve jsme prokdzali existenci néjakého télesa velikosti p*,
abychom mohli vzit generator jeho multiplikativni grupy a jeho miniméalni poly-
nom. Piimy dikaz existence téchto polynomi je mozny, ale mnohem technic¢téjsi a
dava mensi vhled do celé situace.
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Algoritmy polynomialni aritmetiky

10. MODULARNI REPREZENTACE

Cilem této sekce je pochopit princip modularni reprezentace a seznamit se s
rychlym algoritmem, ktery ji po¢itd, tzv. rychlou Fourierovou transformaci.

Principem modularni reprezentace je nasledujici myslenka: misto jednoho vy-
poc¢tu ve velikém oboru (celd ¢isla, polynomy) provedeme nékolik viypoc¢t v mensich
oborech (¢isla modulo m, obor koeficienttl) a z vysledkii zrekonstruujeme feSeni
puvodni tlohy. Chytré pouziti této myslenky vede u nékterych tloh k prekvapivé
rychlym algoritmdam.

Moduldrni reprezentaci oboru R, na kterém je definované déleni se zbytkem,
rozumime libovolny izomorfismus

R/(m)~R/(m1) X ... x R/(my)
a+— (a mod my,...,a mod my,)

pro néjakd mq,...,m, € R po dvou nesoudé€lnd a m = my - ... - m,. Fakt, Ze
jde o izomorfismus, plyne ze zobecnéné ¢inské véty o zbytcich. Tu jsme nedélali v
plné obecnosti, nicméné délali jsme dva specidlni pfipady, které pokryvaji vSechny
myslitelné aplikace: pfipad R = Z a pfipad R = T[z] pro néjaké téleso T.

Vsimnéte si, ze modularni reprezentace nereprezentuje vérné cely obor, ale pouze
jeho ¢ast, danou prvkem m (tj. éisla < m, polynomy stupné mensiho nez degm).
V praxi volime tolik prvka mq, ..., m,, kolik je potieba k vérné reprezentaci celého
vypoctu.

Algoritmus pro pfevod do modularni reprezentace je ofividny, délit se zbytkem
je v principu snadné. Ale presto, zdkladni algoritmy maji kvadratickou sloZitost,
coz pro nékteré aplikace nemusi byt dostacujici.

Prevod zpét znamend fesit soustavu linedrnich kongruenci. Obecny algoritmus
jsme méli v zimnim semestru, priklady na cvicenich. Neni tézké si spocitat, Ze jde
také o algoritmus s kvadratickou slozitosti.

Neslo by to rychleji? Obecné ne, ale ve specialnich pfipadech ano. Dal se bu-
deme soustfedit na obory T[z] a specidlni pfipad polynomt m; = x — w;, kde
u; jsou po dvou ruzné prvky. V tom pfipadé jde o dosazovaci homomorfismus,
f = (flur),..., f(u,)) a potfebovali bychom rychly algoritmus jak na dosazovani
hodnot, tak na interpolaci. To je zdanlivé nemozné, vzdyt mame n hodnot a poly-
nom ma n ¢lent, takze jak se dostat pod kvadraticky ¢as? ReSenim je zvolit chytfe
prvky u;.

10.1. Diskrétni Fourierova transformace.

V celé sekci budeme uvazovat néjaké téleso T. Rekneme, Ze prvek w € T je
primitivni n-td odmocnina z jedné, jestlize je fad prvku w v grupé T* roven n.
Jinymi slovy, pokud plati

(1) w" =1,

(2) w®# 1 pro viechna i =1,2,...,n— 1.
Dvé poznamky: diky Lagrangeové vété staci podminku (2) testovat pouze pro i | n;
z této podminky také plyne, Ze w’ # w’ pro véechna i # j < n.

Pro reprezentaci polynomt stupné < n nad té€lesem T budeme uvazovat hodnoty
v bodech 1,w,w?,...,w" !, kde w je primitivni n-t4 odmocnina z jedné v télese T.
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Takové reprezentaci se fika diskrétni Fourierova transformace a rychlému algoritmu
na jeji vypocet se fikd rychld Fourierova transformace. Za jistych predpokladi
dostaneme algoritmus s ¢asovou slozitosti O(nlogn).

Priklad.

e Té¢leso C obsahuje primitivni n-tou odmocninu z jedné pro kazdé n, napft.

27

w=-¢en =cos(2n/n)+ isin(27/n).

Toto ¢islo generuje cyklickou grupu, jejiz prvky jsou reprezentovany vrcholy
pravidelného n-tthelnika na jednotkové kruznici v komplexni roviné. Kazdy
jejl generator je primitivni n-tou odmocninou.

e Téleso Q obsahuje pouze primitivni druhou odmocninu z jedné, prvek —1.
Jiné primitivni odmocniny v ném nejsou.

e Téleso F, obsahuje primitivni n-tou odmocninu z jedné prave tehdy, kdyz
n | ¢ — 1: v kapitole o cyklickych grupach jsme si dokazali, ze grupa F; je
cyklickd, ma g — 1 prvki, a tedy obsahuje prvek libovolného fadu n | ¢ — 1.

Definice. Diskrétni Fourierovou transformaci v bodé w nazveme zobrazeni DF'T, :
T™ — T" definované predpisem

DFTW(ao, ey an_l) = (f(wo), f(w1)7 e Jl‘(wnfl))7
kde f = Z?;Ol aixi.

Hodnotu polynomu f = Z?:_ol a;z" v bodé « lze zapsat jako maticovy souéin

a
n—1 0
— a1
fla)= E a;at = (1,&7 ,al 1)
i=0
(n—1
Dosazujeme-li obecné n hodnot aq, ..., a,, dostavame vyjadfeni
0 1 2 n—1
fla1) o o ai ... of ag
-1
fla) | | a3 o a3 ... aof | oa
1 2 -1
flan) al al a2 ... al (n—1
Tedy modulérni reprezentace v bodech ay, .. ., ay, je vlastné linedrni zobrazeni (en-
domorfismus vektorového prostoru T")
p:T" =T u— A-u,
kde u = (ag,a1,...,a,_1)" je sloupcovy vektor koeficienti a A je vyse uvedend

tzv. Vandermondova matice. Tato matice je regularni praveé tehdy, kdyz jsou prvky
«; po dvou ruzné. Diskrétni Fourierova transformace v bodé w je tedy linedrnim
zobrazenim

DFT,: T" — T", u— A, - u,

kde A, je Vandermondova matice odpovidajici prvkiim w®, w!, ..., w1, tj.

Protoze jde o bijekci, mizeme uvazovat inverzni zobrazeni DFT' ! kterému se
tiké inverzni DFT aznacise IDFT,,. Jde vlastné o interpolaci v uvedenych bodech.
Vsimnéte si, ze

IDFT, (u) = A ! - w.
Nasledujici tvrzeni ukazuje, ze IDFT je specidlnim pfipadem DFT. To ndm umozni
se soustiedit jen na jeden algoritmus pro prevod mezi reprezentacemi, ktery budeme
pouzivat pro cestu tam i zpét.
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Tvrzeni 10.1. Je-li w primitivni n-ta odmocnina z jedné v T, pak

(A) 7 =~ A
n

Aby tvrzeni viibec davalo smysl, musime si uvédomit, ze charakteristika télesa
T nedéli n. To lze odvodit z faktu, ze v T existuje primitivni n-t4 odmocnina z
jedné, viz cviceni.

Diikaz. Staci dokézat, ze A, - (= - A,-1) je jednotkové matice. Protoze
A, = (w”)?;:lo a A, = (w_ij):l’;:lw
podle vzorce pro sou¢in matic plati
n—1 n—l1
A, A, = (Z wikw_kj> .
k=0 1,5=0
Pro ¢ = j dostavame hodnotu
n—1 n—1
Zwikwfki — Zl —-n
k=0 k=0
a pro ¢ # j hodnotu
n—1 n—1 n—1
Zwikwfkj _ Zwk(ifj) _ Z:(wzej)k7
k=0 k=0 k=0

co# je soudet geometrické fady o zékladu w'~™7 # 1 (protoZe w je primitivni n-ta
odmocnina a |i — j| < n), a tedy

n—1 o i—j\n _ _
Z(“’Z_J)k:(w A NS ) S

wi=i —1 wi=i —1
k=0

nebot w™ = 1. Dokdzali jsme, Ze na diagonale jsou prvky n a mimo diagonélu nuly,
tedy po prenasobeni % dostavame jednotkovou matici. O

Jinymi slovy, dokéazali jsme, ze
IDFT, = 1 -DFT,,-1,
n

bude nam tedy stacit jediny algoritmus na vypocet diskrétni Fourierovy transfor-
mace i jejiho inverzu.

10.2. Rychla Fourierova transformace.

Rychlou Fourierovou transformaci (FFT) se rozumi rychly algoritmus na vypocet
DFT. Jeho principem je opét metoda ,rozdél a panuj“. Myslenka je nésledujici:
dosazujeme-li hodnotu a do polynomu f = Z?;OI a;x® lichého stupné (tj. n sudé),
mizeme psat

fla) = (ap + aza® + ... + ap_2a™ ) +a - (a1 + aza® + asa* + ... + ap_1a"?),

g(a?) h(a?)

tj.

fla) = g(a®) + a - h(a®),
kde g, h jsou polynomy polovi¢niho stupné definované
-1

NE

Q
I

7—1
agil’l a h = E CLQH_ll'Z.
=0

S
Il
o
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Tedy tlohu dosazeni hodnoty a do polynomu s n koeficienty jsme rozdélili na dveé
ulohy dosazeni hodnoty a? do polynomi poloviéni velikosti.

V DFT ale dosazujeme n-tici hodnot w?,...,w"”~!. Druh4 éast triku spociva
v tom, Ze dosazovat sta¢i pouze hodnoty w?, ..., w2~ Pro primitivni n-tou od-
mocninu z jedné totiz plati

i

wn/2+i _ wn/2 .wi _ (_1) _wi = —w',

takze v druhé mocniné jsou oba prvky stejné a dosazovat jich staci jen polovinu. Pi-
vodni tlohu jsme tak skutecné rozdélili na dvé poloviéni: do polovi¢nich polynomu
dosazujeme polovinu hodnot.

Algoritmus 1 (rychld Fourierova transformace, FFT).
vstup: 1 = 2% w primitivni n-t4 odmocnina z jedné, ag, a1, ..., an_1
vystup: DFT,(ag,a1,...,0,-1)
0. ifn =1 then return ag
L (bo,...,bn_1):= FFT(n/2,w? ag,az,...,a,_2)

(coy--- ,Cg_;) := FFT(n/2, w?, ai,as, ..., an—1)
2. di=b+tuw'c, dnii:=b —w'c; provsechnai=0,...,5—1
return (do7 AN 7dn—1)

Tvrzeni 10.2. Algoritmus[] funguje.

Dikaz. Dtikaz provedeme indukci podle n. Pro n = 1 je DF'T,, dosazeni do kon-
stantniho polynomu s koeficientem ag, tedy vysledek je ag. Provedeme indukéni
krok. Pfedné je tieba si uvédomit, Ze w? je primitivni 5-td odmocnina z jedné:
ziejmé (w?)"/? = w" = 1 adale pro viechnai = 1,2,..., 2—1 platf (w?)’ = w* # 1,
protoze 2i < n a w je primitivni odmocnina.

Necht tedy f = Y27 a;z" a definujme polynomy g, h jako vyse. Podle induké-
niho predpokladu

(bo, -, by 1) = (9(1), 9(w*), g(w"), - g(" ),
(CO’ R C%_l) = (h(l)v h(w2)7 h(w4)v R h(wn72))'

Chceme dokézat, ze pro i =0,1,...,5 — 1 plati
di = f(w') a dipy = fW'T/?).
Prvni vztah plyne pfimo z vyse odvozeného vzorce:
(W) = g(w?) + Wh(w?) = b; +wic; = d,.
Druhy vztah dostaneme podobné

Fw/2) = (P m) 4w TR = by — e = diyy

vyuzitim snadného pozorovani, ze w? " = wWW" = W2 a ze W2 = WiW"/? =
—w'. Zde w™/? = —1, protoze to je druhd odmocnina z jedné, a ty jsou pouze dvé:
1 (ta to neni, nebof w je primitivni) a —1. O

Tvrzeni 10.3. Algoritmus || md casovou sloZitost O(nlogn).

Dikaz. Budeme postupovat podle osvédceného schématu pro algoritmy typu rozdél
a panuj. Ozna¢me T'(n) pocet operaci v télese T, které algoritmus provede na vstupu
délky n. Pak T(1) =0 a

T(n) =2T(n/2) + O(n),
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tedy T'(n) < 2T(n/2) + cn pro néjaké ¢ a dosazenim n = 2¥ dostaneme
T(2F) <272 1) 4 2% < 2(2T(2%72) 4 27 1) 4 2F
< AT(2%72) 4 ¢(2F 4 28)

<...
< 2PT(287R) 4 ck2F = 2FT(1) + ck2F = O(k2F).
Tedy T'(n) = O(nlogn). O
Priklad. Uvazujme T = Z4;, spocteme moduldrni reprezentaci polynomu
52° + x + 1.
Nejprve najdeme primitivni ¢tvrtou odmocninu z jedné: napt. w = —9 (vidime, Ze

w? = —1,w? =9 aw? = 1). Dale poéitdme DFT _¢(1,1,0,5). Ulohu rozdélime na
DFT_1(1,0)=(1,1) a DFT_i(1,5) = (6,—4).
Vysledek bude
(1+(=9°-6,14 (=9 (=4),1 - (=9)"-6,1 — (=9)' - (—4)) = (7, —4,-5,6).

10.3. Primitivni odmocniny z jedné.

Pro FFT je klicova existence primitivni odmocniny z jedné. Pokud neexistuje v
télese T, budeme muset pocitat v néjakém jiném télese.

Pro konecnd télesa IF, je situace jasna: primitivni n-t4 odmocnina v F, existuje
pravé tehdy, kdyz n | ¢—1 a ziskdme ji jako mocninu w = aP=D/" kde a je generator
cyklické grupy Fy. Ten ziskdime nahodnou volbou — pravdépodobnost uspéchu je
w(g—1)/(qg — 1), coz je typicky pomérné velky zlomek. (Viz zimni semestr.)

Rozebereme si podrobné piipad télesa Q. Tam bohuzel zddné primitivni odmoc-
niny z jedné nejsou (kromé prvku —1). FFT se pfesto pouzivd, pfi¢emz jsou v zdsadé
dva zpusoby, jak to provést. V obou pfipadech je dobré prevést tlohu na celoci-
selnou: vstupni hodnoty prenasobime dostateéné velkym cislem, aby jmenovatelé
zmizeli, vysledek pak tymz cislem vydélime.

Jedna varianta je pocitat v komplexnich ¢islech s pfibliznou hodnotou

w=en = cos(2m/n) + isin(27/n).

Jde tedy o numerickou metodu, pouzije se aritmetika v plovouci ¢arce. Existuji

rigorézni odhady na to, s jakou presnosti je tfeba vzit w, abychom dostali poza-

dovanou piesnost vysledku. Pokud vime, Ze je vysledek celoCiselny, 1ze dosdhnout
1

absolutni pfesnosti: staci vzit w tak, aby vysledna chyba byla mensi nez 5 a vy-

sledné hodnoty jednoduse zaokrouhlit. Oproti nize uvedené modularni metodé se

Mame-li na vstupu celociselny polynom, lze vyuzit nasledujici trik: misto v Z
budeme pocitat v télese Z,, kde p zvolime tak velké, aby moduldrni aritmetika
neovlivnila vysledek. Konkrétni realizace zalezi na zadaném problému, metodu ilu-
strujeme v pristi sekci na prikladé nasobeni celociselnych polynomi. Na tomto misté
poznamenejme, Ze nas budou zajimat predevsim takova prvocisla p, pro kterd je
p— 1 délitelné dostatecné velkou mocninou dvojky — tak velkou, aby Z, obsahovalo
primitivni odmocninu vhodnou pro FFT. Takovym prvocislim se nékdy rika FFT-
prvocisla, relativné velka mocnina dvojky déli p — 1 napf. pro prvocisla 17, 41, 97.
Kde je vzit? Existence FFT-prvocisel plyne z Dirichletovy véty: ta fika, ze pro kazda
a, m nesoudélnd existuje nekoneéné mnoho prvocisel = a (mod m), tedy specidlné
nekone¢né mnoho prvocisel = 1 (mod 2F) pro libovolné k. Dirichletova véta vsak
nehovori nic o tom, jak jsou tato prvocisla rozlozend, tj. jak dlouho budeme néjaké
hledat. Na tuto otdzku zatim neni zndma pfesnd odpovéd (Riemannova hypotéza,
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problém, za ktery je vypsand odména milion dolarti, implikuje, Ze dlouho hledat
nebudeme).

11. RYCHLE NASOBENI A DELENI POLYNOMU

11.1. Rychlé nasobeni.

Snad nejtypic¢téjsi ukazkou pouziti moduldrni metody je rychly algoritmus na
nasobeni polynomu. Tento algoritmus je pouzivan prakticky ve vSech aplikacich,
v praxi je rychlejsi nez Skolské nésobeni uz pro pomérné malé polynomy (trochu
zéleZi, v kterém oboru pracujeme).

Pfipometime, ze modularni reprezentace je okruhovy homomorfismus, tedy za-
chovava zakladni operace s¢itani a nésobeni. Konkrétné pro polynomy, pii repre-
zentaci

¢ : T[x]/m~T"
[ (Flar),. .o, flom)),
kdem=(z—aq) ... - (x — ay), plati
p(f-gmodm) =o(f)-¢(g),

pficemz nasobeni v T se rozumi po slozkach. Pii volbé

n > deg(f - g) = deg f +degg

dostavame o(f - g) = ©(f) - p(g), tedy soucin v moduldrni reprezentaci odpovida
presné soucinu ve standardni reprezentaci. Vyhoda je, ze k vypocétu soucinu v mo-
dularni reprezentaci potfebujeme pouze n operaci v télese T.

Na tomto principu je zaloZen algoritmus na rychlé nasobeni v T[z]. Pro dané
polynomy nejprve zvolime vhodnou moduléarni reprezentaci — kromé podminky n >
deg f +deg g je treba zvolit takovou reprezentaci, pro kterou mame rychly prevodni
algoritmus, jako napi. FFT. Poté si spo¢teme modulérni reprezentace @, b polynomit
f, g, spocteme jejich sou¢in ¢ = @ - b (po slozkach) a pomoci interpolace zjistime
z vektoru ¢ soucin f - g.

Algoritmus 2 (moduldrni ndsobeni polynomi).
vstup:  f,g € T[x]
vystup: f-g
0. zvol n > deg f + degg a vhodné body ay,...,a, €T
Loa=(f(a),--, flom))
b= (g(a1),...,9(an))

2. ¢c=a-b
3. return polynom h stupné < n takovy, ze (h(ay),...,h(an)) =¢
Priklad. Spocitame souéin polynomu f = %xz + %x +lag=2a— %x:
0. zvolime napft. body a; =0, g =1, a3 = -1, gy = 2, a5 = —2, ag = 3,
1Loa=(1,21,4,2,7),b=1%-(0,2,-2,22,-22,78),
2. c=a-b=%-(0,4,—2,88,—44,546),
3. interpolaci zjistime, ze h = f - g = %x5 + %x‘l + %xg — %:cz — %:c

Ponechéme-li stranou volbu modularni reprezentace v kroku 0., algoritmus ob-
nasi dva prevody do modularni reprezentace polynomi stupné < n, jeden z této
modularni reprezentace a dale n nasobeni v télese T. Pfi nahodilé volbé ay, ..., ay,,
pouziti prostého dosazeni hodnot a standardnich algoritmi interpolace dostavame
¢asovou slozitost 3 - O(n?) + O(n) = O(n?), coz je na nic. Pi ,chytré volb&“ DFT
reprezentace a pouziti algoritmu FFT dostavame ¢asovou slozitost

3-O(nlogn) 4+ O(n) = O(nlogn).
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(Formalné vzato, jde o slozitost vyjddfenou vzhledem k n, které volime v kroku
0. Toto n vsak typicky zavisi linedrné na souctu stupnt danych polynomid — napt.
v piipadé FFT volime n = 2¥ > degf + degg, tedy n < 2 - (deg f + degg),
takze slozitost ma stejné asymptotické vyjadfeni i vzhledem ke stupni zadanych
polynom.)

Ve zbytku sekce budeme diskutovat konkrétni realizaci kroku 0. Pokud v T
existuje primitivni n-t4 odmocnina z jedné, mizeme primocare aplikovat FFT. Je-li
T = Z, a pfislusnd odmocnina neexistuje, problém mizeme pfevést na vypocet v Z
a vysledek zredukovat modulo p. Nasobeni raciondlnich polynomi lze také snadno
prevést na nasobeni nad Z: zadané polynomy vynasobime tak velkymi ¢isly u,v,
aby jmenovatelé v koeficientech zmizeli, provedeme soucin celoc¢iselnych polynomu
a vysledek vydélime sou¢inem uv. Budeme tedy Fesit problém ndsobeni v Z[x].

Jak jsme uvedli v pfedchozi sekci, jedna moznost je numericky vypocet s kom-
plexni odmocninou w = 2™/™. Protoze je vysledek celo¢iselny, staci zvolit takovou
presnost, aby byla vysledna chyba < % (konkrétni odhady lze najit v literatufe).

Priklad. Spocitdme souéin polynomu f = %xz + %:L’ +lag=a®— %x
Ve skuteénosti budeme poécitat s polynomy 2f = 22 +x + 2 a 3g = 323 — 2.
0. Zvolime n = 8 = 23 a reprezentaci DFT,, pro w = e>™/8 = 0,71 + 0,713.
Budeme pocitat s presnosti na dvé desetinnd mista.
1. a=DFT,(2,1,1,0,0,0,0,0) =
(4,2,7141,724,0,98+1,01¢, 1,28 — 0,314, 2,02, 1,28 + 0,324, 0,95 — 1,027, 2,73 — 1,797),
b=DFT,(0,-1,0,3,0,0,0,0) =
(2,—2,86 + 1,441, —4,08:,2,92 + 1,480, —2,13,2,98 — 1,53i,4,25i, —3,04 — 1,584),
2.c=a-b=
(8, —10,21 — 1,014, 4,12 — 4,024, 4,20 + 1,014,
—4,30, 4,30 — 1,014, 4,36 + 4,044, —11,12 + 1,113),
3. %DFwal (¢) = (0,03, —2,00, —1,00, 4,98, 3,00, 2,98, 0,00, 0,00). Po
zaokrouhleni dostavdme (spravny) vysledek
h=2f-3g = 32" 4 32* + 523 — 2® — 2.

Tedy f-g=¢ -h=32"+ ia* + 32° — La? — 1o

V praxi se ukazuje efektivnéjsi moduldrni metoda (tentokrat provedend na okruh
koeficientit). Misto v Z[z] budeme poéitat soucin v Z,[z], kde p zvolime tak velké,
aby

f-g9=(fg) modp,
tj. tak velké, aby zadny koeficient sou¢inu v absolutni hodnoté nepiekroéil p/2.
Prvky Z, zde interpretujeme jako —[p/2],...,—1,0,1,...,|p/2]. Jak velké p po-
tfebujeme? Pfipomenme vzorec

(éami) . (iblﬂ) = ni? (Z)afjbij)mi

(pFedpoklddejme n > m). Kazdy koeficient polynomu f - g je souétem nejvyse n+ 1
souéintl a; - b;—;. Ozna¢ime-li 7 = max|a;| a s = max |b;|, pak je kazdy koeficient
f - g v absolutni{ hodnoté shora omezen hodnotou (n + 1)rs. Za p tedy zvolime
prvocislo vétsi nez

2(n+ Drs,
které navic spliiuje FFT podminku 2% | p — 1, kde 2% > m + n.
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Priklad. Spocitdme soucin polynomi f = %x2 + %ac +lag=a— Lz

3

Ve skutec¢nosti budeme poéitat s polynomy 2f = 22 + 2 + 2 a 3g = 323 — x.

0.

2.
3.

Tedyf~g:%~h:%x5+%x4+%x3—lx2—lx.

Vidime, ze r = 2, s = 3, takze potfebujeme prvocislo p > 2-4-2.3 = 48
spliiujici n = 23 | p — 1. Budeme tedy poéitat v Zg7 a zvolime reprezentaci
DFT, napt. pro w = 50.

. a=DFT,(2,1,1,0,0,0,0,0) = (4, 30,76,88,2, 27,23, 57),

b= DFT,(0,-1,0,3,0,0,0,0) = (2,45, 88,86,95,52,9,11),
a-b=(8,89,92,2,93,46,13,45),
FT, :(¢) =(0,-2,-1,5,3,3,0,0), tedy h = 32° + 32* + 523 — 22 — 2z.

ool= Ol

6 3

V praxi se pouzivaji razné varianty vySe uvedeného principu. Napt. v knihovné
NTL jsou implementovany nasledujici dvé vylepseni:

(Cinské véta o zbytcich) Misto v jednom Z,[z] se po¢ita v nékolika Z,, [z],

..y Zypy[z], pfiCemz vysledek se zrekonstruuje pomoci éinské véty o zbyt-
cich provedené na kazdy koeficient vysledného polynomu zvlast. Vsechna
p; samoziejmé musi byt FFT prvoéisla, ve smyslu 2* | p; — 1. Pokud
p1 ... pN > 2(n+ 1)rs, zarucené dostaneme spravny vysledek. Vyhoda
této metody je, ze vSechna p; se zpravidla vejdou do jednoho strojového
slova, takZe operace v Zj, jsou velmi rychlé.

(Schonhage-Strasseniiv trik) Misto prvocisla p se voli hodnota M = 92"ty
1, kde u je tak velké, aby M > 2(n+1)rs. Okruh Zy; sice neni téleso, ale to
u FFT nevadi (viz cvi¢eni k minulé sekci). Diilezité je, ze prvek 2% je 2F-t4
primitivni odmocnina z jedné (ovéite!). Vyhoda téchto okruht je v tom, Ze
poéitdni modulo é&islo tvaru M = 2¢ + 1 je velmi rychlé (linedrni, oproti
klasickému kvadratickému): protoze 2¢ = —1 (mod M), k redukci ¢isla a
modulo M staéi |log,, a] operaci séitani a od¢itdni modulo M; nésobeni a
déleni mocninou dvojky se realizuje jako bitovy posun, ¢ili nestoji (skoro)
nic.

11.2. Rychlé déleni polynoma.

K déleni polynomt bohuzel nelze pfimocafe vyuzit modularni reprezentaci, pro-
toze okruhovy homomorfismus déleni nezachovava. Ukazeme si sofistikovanéjsi al-
goritmus: déleni polynomil prevedeme na néasobeni a pocitani inverzniho prvku v
oboru forméalnich mocninnych fad. Rychlé nasobeni uz umime. A na rychlém vy-
poctu inverzni fady si pfedvedeme jednu z variant Newtonovy metody.

Zopakujme struc¢né pojem formdlni mocninné rady nad komutativnim okruhem
R. Jde o formélni vyrazy tvaru » .o a;z’, kde a; jsou koeficienty z R. Na téchto
vyrazech jsou definovany okruhové operace podobné jako pro polynomy:

<Z aia:i> + (Z bixi> = Z(ai + b;)2’,
i=0 i=0

i=0
(S0} () = S
=0 i=0 i=0 j=0

Okruh forméalnich mocninnych fad nad R znac¢ime R[[z]]. Je-li R obor integrity,
pak je R[[z]] také obor integrity. Polynomy nad R tvoii jeho podobor. V této sekci
budeme potrebovat nasledujici dilezitou vlastnost.

Tvrzeni 11.1. Bud R obor integrity a f = Y. a;z* € R[[x]]. Pak f je invertibilni
v R[[z]] prdvé tehdy, kdyz ag je invertibilni v R.
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Dtikaz tohoto tvrzeni neni tézky a plyne z uvah v Casti kde se budeme
vénovat efektivnimu vypoctu inverzni mocninné fady. Zatim se podivejme, jak se
dé na tento problém prevést déleni polynomt.

Pro acely této sekce zavedeme technické oznaceni: pro polynom f definujeme
fr =t e,

Jinymi slovy, f* je polynom, ktery vznikne z f, kdyZ napiSeme jeho koeficienty v
opa¢ném poradi. Napt. pro f = 323 + 222 —1je f* =23 - Br 3 +2272-1) =
3+ 2¢ — 3.

Bud T téleso a uvazujme polynomy f,g € T[z], g # 0. Ozna¢me n = deg f,
m = deg g a predpokladejme n > m. Chceme spocitat podil a zbytek, tj. hledame
polynomy ¢, r € T[x] splitujici

f=gq+r, degr < m.
Musi tedy platit také
fl@™) =gz Ng(@™) +r(z™)
a po vynasobeni " dostdvame podminku
f* _ g*q* + xn—deg'r,,,*.
Déle pracujme v oboru mocninnych fad T[[z]]. Protoze ¢* ma zarucené nenulovy
absolutni ¢len, existuje inverzni fada (¢*)~! a po pienéasobeni touto fadou dosté-
vame vyjadfeni
q* _ f* . (g*)—l _xn—degr L (g*)—l.
Leva strana rovnosti je polynom stupné nejvyse n — m, takze mocninnad fada
na pravé strané rovnosti ma vSechny ¢leny pocinaje ™~ ™! nulové. Jenze fada

gnodegr px (g*)_1 ma prvnich n — degr > n — m ¢lentt nulovych, takze ¢* je ve
skute¢nosti rovno prvnim n —m + 1 €lenfim mocninné fady f* - (g*)~* !

Algoritmus 3 (rychlé déleni se zbytkem).
vstup: f,g€ T[x], g#0
vystup: fdivg, fmodg
0. n:=degf, m:=degg, if n < m then return 0, f
1. h:= prvnich n — m + 1 élentt mocninné fady (g*)~*
2. w:= f*-hmod " ™!
3. bud ¢ polynom stupné n — m, pro ktery ¢* = w
4. return q, f —gq

V kroku 3. nemiZzeme jednoduse polozit ¢ = w*, nebot nemusi sedét stupné:
napi. pro f =23, g =z je w =1, ale ¢ = 2% # w*.

Spravnost algoritmu jsme odvodili v predchozim textu. Co se tyce slozitosti,
déleni se zbytkem jsme prevedli na dvé ndsobeni a jeden vypocet inverzni rTady.
Konkrétné, pro vstup stupné n, m provadime dvé nasobeni polynomi stupné < n a
hleddme n—m+1 < n ¢lend mocninné fady (¢*)~!. Nasobeni umime fesit s ¢asovou
slozitosti O(nlogn). Pokud bychom uméli se stejnou slozitosti hledat i prvnich n
¢lenu inverzni mocninné fady, dostali bychom ¢asovou slozitost déleni

O(nlogn).
(V praxi je déleni celo¢iselnych polynomil zhruba pétkrét pomalejsi nez nésobeni,
viz cvifeni.)
Priklad. Spocitame podil a zbytek pro polynomy
f=at+22+22+a+1, g=az>+z—1.
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1.Prog*=—2?4+a+1je(¢*) ' =1—a+222+... tedy h =222 — 2z + 1.
2. w=1+222+2234+ ... mod 23 = 222 + 1.

3.g=w"=22+2.

4. Odpovédi je fdivg=2?>+2a fmod g = —x + 3.

11.3. Vypocet inverzni mocninné rady.

K dokonceni rychlého algoritmu na déleni polynomt zbyva vyresit problém vy-
poctu pocatecénich ¢lent inverzni mocninné fady daného polynomu. Uvazujme tedy
mocninnou fadu f = Y a;x* € T[[z]], budeme hledat fadu g = > b;z* € T|[[z]]
takovou, ze f-g = 1.

Pfipomenime tvrzeni Pokud ap = 0, pak z | f, a tedy nemuZe existovat
zéddna takova fada g. Pfedpokladejme tedy ag # 0. Z vzorce pro nisobeni mocnin-
nych fad plynou nésledujici podminky:

apbg =1

apby + a1bg =0

apby + a1b1 4+ agby =0

agbs + a1bs + azb; + asbg =0

Mizeme tedy vyjadrit

-1
bo = Qg

b1 = —aal(albo)
by = —ag ' (a1by + azby)
by = —ag *(arby + azby + azbo)

a vidime, 7e fada g = f~! existuje (a je jednozna¢né uréena) a zaroven jsme dostali

algoritmus, ktery ji spocte.

K ziskani prvnich n ¢leni by, ..., b,—_1 potfebujeme 1 vypocet inverzu, 2 + 3 +
4+ ---+ n operaci ndsobeni a 1 +2 43+ -+ 4+ (n — 1) operaci s¢itani v télese T,
tedy celkové

O(n?)
operaci. To je moc.

K ziskani n ¢lenu je potfeba n kroki, kazdy z nich s linearni slozitosti; v jednom
kroku pfibyde jeden novy élen. My bychom potiebovali slozitost O(nlogn), chceme
tedy postup, ktery by umoznil ziskat n ¢lent v pouhych logn linearnich krocich.
Jinymi slovy, v jednom kroku by bylo dobré pocet ¢lend zdvojndsobit. Ukazeme si
postup inspirovany tzv. Newtonovou metodou na hledani kofeni obecnych rovnic
(viz néjaky kurz numerické matematiky).

Vypoéet prvnich n ¢lenti fady f~! se d4 interpretovat nasledujicim zpfisobem:
k dané rfadé f hledame polynom g stupné < n takovy, ze

f-g=14+0x4+0z>+ - +0z" L+ 2" h,
kde h je libovolna fada, nebo jinymi slovy
f-g=1 (mod z").

(Ve vysledku tedy zalezi pouze na prvnich n ¢lenech rady f.)
Ptepisme tento vztah jako z" | fg — 1. Pak 2" | (fg — 1)? = f2¢* —2fg+ 1
a dostavame

f-9-2—fg)=1 (mod z*").
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Vidime, 7ze g - (2 — fg) mod 2>" je prvnich 2n ¢lenti inverzni mocninné fady f~1
a dostavame tak slibovany zpusob, jak v jednom kroku pocet ¢lentt zdvojnasobit.

Algoritmus 4.
vstup: n, f =Y a;x" splijici ag # 0
vystup: prvnich n ¢lenfi mocninné fady f~!
0. go:=ap"
1. fori=1,...,[logyn] do
9i == gi—1 - (2— fgi—1) mod 2?'
2. return g, ,) mod z"

Spravnost algoritmu plyne z vyse uvedenych tvah: kazdé g; obsahuje pravé 2°
¢lentt mocninné fady 1. Co se tyce Casové slozitosti, v i-tém kroku cyklu vstupuje
do hry polynom f mod 22 stupné < 2¢ a polynom ¢;_; stupné < 2~1. Slozitost
jednoho kroku (jeden rozdil a dvé nasobeni) tak bude p¥i pouziti rychlého nasobeni
O(2%1og 2%) = O(i2%) a celkovou ¢asovou slozitost mtizeme vyjadiit

flogy n] flog, n|
O Z i2' | =0 | logn- Z 21 =0 (logn - (2Mog2 I+ _ 1)) = O(nlogn)
i=1 i=1

(vyuzivame odhadu i < [log, n| a souétu geometrické rady).
Piiklad. Spodcitame prvni 4 éleny mocninné fady f~!, kde
f=1-2x+32>4z* — 2>

Klasickd metoda vede na vyjadieni

b(] = aal =1

bl = —aal(albo) = —(—2 . 1) =2

by = —aal(albl +a2b0) = —( —2) -2+ 3- 1) =1

b3 = —agl(albg + agbl + agbo) = —((—2) . ]. + 3 . 2 + 0 . 1) = —4
zatimco Newtontv algoritmus dava

go=1
g1=1-2—f-1)moda?=1+2z
go=(1+22)(2— f-(1+422)) mod z* = 1+ 2z + 2% — 42°

(Vidime, Ze cely vypocet zévisi vyhradné na f mod x*.)

12. ROZKLADY POLYNOMU NAD KONECNYMI TELESY

Vétsina algoritmt na faktorizaci predpoklada, ze je vstupni polynom f tzv. bez-
Ctvercovy, tedy ze v jeho ireducibilnim rozkladu jsou vSechny exponenty k1, ..., k,, =
1. Nejdrive probereme algoritmus, ktery dany polynom rozlozi na soucin bezcétver-
covych (ne nutné ireducibilnich), a to s asovou slozitosti O(n?). V druhé ¢asti pak
ukéZeme Berlekamptv algoritmus na faktorizaci v F[z].

12.1. Bezétvercova faktorizace.

Definice. Polynom f se nazyva bezctvercovy, pokud neexistuje nekonstantni poly-
nom g takovy, Ze g% | f. Bezétvercovym rozkladem polynomu f rozumime po dvou
nesoudélné bezctvercové polynomy hq, ..., hy spliujici

f=hi-hi-h3-.. -hk

(tedy h; obsahuje pravé ty ireducibilni éinitele, které se v f vyskytuji v i-té moc-
ning).
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Priklad. Bezétvercovym rozkladem polynomu
f=ab4a" —af—ab —2t a4 =0342) (2 -1 (z+1)3
v Z[x] jsou polynomy hy = 2® + 2, hg =2 — 1, hg = x + 1.

Pripomenme, Ze charakteristikou daného oboru rozumime nejmensi prirozené k
spliiujici k - 1 = 0, pokud takové k existuje, resp. 0 v opa¢ném pripadé. Konecné
téleso Fy, kde ¢ = p", mé charakteristiku p.

Zakladni verze algoritmu na bezcétvercovou faktorizaci funguje pro polynomy nad
libovolnym gaussovskym oborem charakteristiky 0 (rekurzivné tedy i pro polynomy
vice proménnych). V piipadé nenulové charakteristiky nastavd mensi zadrhel, jehoz
feseni predvedeme pro polynomy jedné proménné nad koneénym télesem.

Pro obory charakteristiky 0 plati zndmé tvrzeni z kurzu analyzy: pokud f’ =0,
pak je polynom f konstantni. Obecné to pravda neni: pfi derivaci vznikaji celoci-
selné konstanty, které se mohou v nenulové charkteristice interpretovat jako nuly.
Pro konecéna télesa nastésti mizeme takovou situaci snadno popsat.

Lemma 12.1. Bud f polynom z F,[z], ¢ = p", takovy, Ze f' = 0. Pak f = g? pro
néjaky polynom g € F,[z].

Polynom g budeme znagit ¥/f.

Dikaz. Pokud f' = 0, pak vSechny nenulové ¢leny v f musi mit exponent délitelny

p, tj. mizeme psat f = Y a;z"P. Definujme g = > b;z’ pro b; takova, ze b = q;
n—1 n

(mtzeme volit b; = a? , protoze V¥ = a? = a; podle tvrzeni . Uzitim tvrzeni

dostaneme ¢g? = > bz = f. O

Princip algoritmu na bezétvercovou faktorizaci popisuje nasledujici véta.

Véta 12.2. Bud R gaussovsky obor charakteristiky 0 nebo R = TF,, a bud f pri-
mitiond polynom z R[x].
(1) f je bezétvercovy prdvé tehdy, kdyz NSD(f, f') = 1.
(2) Bud f = Hle ht bezétvercovy rozklad. Pak
(a) pokud char(R) =0, pak NSD(f, ') = Hle hit;
(b) pokud R =T, ¢ = p™, pak NSD(f, f') = lei ht - pri h;_l.

Diikaz. (1) (<) Predpokladejme, Ze f neni bezétvercovy. Pak f = g2 - h pro né&jaké
netrivialni g, h a po zderivovani dostavame f' = 2gg’h + ¢g?h’. Tedy g je spolecny
délitel f i f’, spor.

(=) Bud f =TI1", g; ireducibilni rozklad (tj. g1, .., gm jsou po dvou neasocio-
vané ireducibilni polynomy). Pak

=992 gmt+g1-95 93 Gmt gL Gt G

Piedpoklddejme, Ze f a f’ maji néjakého netrividlniho spole¢ného délitele. Pak
existuje i néjaky ireducibilni spole¢ny délitel, a ten je roven nékterému g;. Protoze
g; déli f’ a pritom se vyskytuje ve vSech ¢lenech vyse uvedeného souctu kromé
i-tého, musi g; délit i i-ty clen, tj. g; | g1 gi—19,Gi+1 - - - gm. Protoze g; { g; pro
z4dné j # i, musi g; délit g}. Jenze degg, < degg;, a tedy g, = 0. V piipadé
charakteristiky 0 to znamené, Ze je g; konstantni, spor. V piipadé konecnych téles
milze je$té nastat moznost, Ze g; = gP pro néjaky (nekonstantni) polynom g, to je
ale ve sporu s ireducibilitou g;.
(2a) Derivaci bez¢tvercového rozkladu f dostavame

k

k
B B SRR | (1

j=1 i j=1 ij
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Vidime, ze Hle hz:*l je spoleénym délitelem polynomu f a f’. DokéZeme, Ze to
je nejuétsi spolecny délitel. Predpokladejme, ze ne, tedy ze existuje nekonstantni
polynom g, ktery déli oba polynomy

Zﬂ - L h

k
Hz lh’Z T, nit i=1 Hz lhl T, nit i#]

Opét muzeme piedpoklddat, Ze je polynom g ireducibilni a tedy Ze g | hy,, pro
néjaké m. Podobné jako v bodé (1), protoze se h,, vyskytuje ve vSech €lenech
souc¢tu Zle J - b - 11,z hi kromé m-tého, musi g délit mh;,. Jenze polynom h,
je bezétvercovy, tedy podle (1) je nesoudélny s A/, spor.

(2b) Derivace m4 stejné vyjadieni jako v pfedchozim p¥ipadé; protoze v charak-
teristice p vypadnou v8echny ¢leny, kde p | j, dostavame

k

SRR | (5 1 N DR | N

J=1 i#] pli pli pli#j
a vidime, ze
RIS
pli pi
je spoleénym délitelem polynomi f, f’. Podobné jako v predchozim p¥ipadé se do-

kaze, ze jde o nejvétsiho spole¢ného délitele. O

12.1.1. Bezcétvercovd faktorizace v charakteristice 0.
Méjme dan polynom f, polozme

leNSD<f,f/)> glzf/fl

a dale definujme induktivné
g;+1 = NSD(f;,9;), fit1=fi/gj+1-

V charakteristice 0 vychazeji pro f = Hle ht nasledujici hodnoty:

[ i 9j
R Loy b

J

1 Tl

2 HZhZQ Hi>2hi
3 | ILiss

hé ’ Hizshi

k-1 e I

k 1 I
k+1 1 1

Vidime, ze délku bezctvercového rozkladu, tj. hodnotu k, pozndme podle toho, kdy
grk+1 vyjde konstantni. Z tabulky vsak lze vycist mnohem vic: predevsim to, zZe
podil g;/gj+1 je roven hledanému polynomu h;.

Vzhledem k tomu, ze NSD jsou definovany az na asociovanost, vSechna policka
v tabulce jsou urcena az na asociovanost; specialné, timto postupem nemusime
nutné ziskat bezc¢tvercovy rozklad polynomu f, ale néjakého polynomu asociovaného
s f. Tuto technickou obtiz je samoziejmé jednoduché vyresit.

Na zakladé uvedenych myslenek mizeme zformulovat algoritmus.
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Algoritmus 5 (bezétvercova faktorizace v charakteristice 0).
vstup:  f € R[z] nekonstantni primitivni
vystup: bezétvercovy rozklad Ay, ..., h; néjakého polynomu asociovaného s f

1. fl ::NSD(faf/)agl ::f/flaj:zl
2. while degg; > 0 do

gj+1 :=NSD(f;,95), fi+1:= fj/9j+1, hj == 9;/9;+1
ji=j+1
3. return hy,...,h;

Tvrzeni 12.3. Algoritmus[j funguje.

Dikaz. Méjme na vstupu polynom f = Hle ht. Sta¢i formalné oveétit induked, Ze
Fi I TLis o0 Pi™7 a g5 || T1is; hi- Z toho plyne, Ze skutecné h; || g;/g;+1, a také ze
se algoritmus zastavi pro j = k + 1.

Pro j = 1 obé tvrzeni plynou z véty V indukénim kroku pak

gi41 | NSD(f5,9;) =NSD( [ » %, [[ ) = ] b
i1 i3 i>j11
atudiz fiy1 = fi/gie1 | Tisjpr hi '/ Tlimjin hi = Tlisgpa b7 O

Tvrzeni 12.4. Casovd sloZitost algoritmu@je O(nN(n)), kde n = deg f a funkce
N znaci sloZitost vypoctu NSD v oboru Rz].

Drikaz. Algoritmus pocita k -+ 1 hodnot f;, g; a k hodnot h;. Vypocet kazdé z nich
obnasi NSD nebo déleni, pficemz déleni je méné naro¢né. Celkovou slozitost tedy
mizeme odhadnout jako (3k 4+ 2)O(N(n)) = O(nN(n)). (Odhad k < n je nejlepsi
mozny: rovnost nastane v pfipadé, ze hy = --- = h,—1 =1 adegh,, = 1.) O
Priklad. Uvazujme polynom
f=a2"428 -5 -zt —2® -2+ 2+ 1.
Algoritmus 5| v oboru Z[z] probéhne nésledovné:
J fi 9gj hj—1

1| 4+22—z—-1 z7-1

2 z+1 22 —-1 22+1
3 1 r+1 z-1
4 1 1 z+1

Odpovédi je hy =22 + 1, ho =2 — 1, hg =z + 1, &ili
f= (@ + Dz — 12+ 1),

Priklad. UvaZzujme polynom

f=(z+1)5

Algoritmus [5| v oboru Z[z] probéhne nésledovné:

J fj g; hj—l

1| (z+1)° z+1

2| (z+1)* z+1 1

3| (x+1)2 z+1 1

4| (x+1)? z+1 1

5| z+1 x+1 1

6 1 z+1 1

7 1 1 rz+1

Odpovédije hy =...=hs=1ahg=x+ 1.
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12.1.2. Bezcétvercovd faktorizace nad konecnymi télesy.
Uvazujme nyni stejny postup nad télesem F,. Podle véty vychézeji pro
polynom f = Hle ht nésledujici hodnoty:

J g 9j

1 ]._[p|i h% ’ HMiZQ hi;_l Hpﬁ; hi

2 ]._[p|i h§ . Hpﬁzi’) hzj_Q Hp)(iZQ hi

3 lei hé ’ prizzx h;_S Hpﬁz3 hi

k Hp|i hi thzk hi
k+1 lei h: 1

Délku bezétvercového rozkladu, tj. hodnotu k, opét pozname podle toho, ze gxi1
vyjde konstantni. Rozdily jsou dva: v f; ndm zbyde souéin téch bezétvercovych fak-
tord, které jsou v mocniné délitelné p. Podil g;/g;41 vyjde roven h; pouze v pfipadé,
7e ptj, v opaéném piipadé vyjde 1. Postupem tedy zjistime vSechny bezétvercové
faktory kromé p-tého, 2p-tého atd. Na konci tedy staci vzit p-tou odmocninu poly-
nomu fj a postup opakovat.

Algoritmus 6 (bezétvercova faktorizace nad koneénymi télesy).
vstup:  f € Fy[z] nekonstantni
vystup: bezétvercovy rozklad hq, ..., hi néjakého polynomu asociovaného s f
0. if f/ =0 then goto 3.
L fi:=NSD(f, '), g1 == f/fr1,j =1
2. while degg; > 0 do
gi+1 = NSD(f5,95), fi+1:=Fj/9j41 by = gj/9j1

ji=73+1
f=1
3. ifdeg f =0 then return hy,...,h;_;
else spo¢ti bez¢tvercovou faktorizaci hy, hap, . . ., hip polynomu {/f,
return hi, ho, ..o hax(j—1,1p)

Diikaz spravnosti je analogicky jako pro algoritmus
Priklad. Uvazujme polynom
f=a"428 -2 -zt —2® -2+ 2+ 1.

Algoritmus [6] v oboru Zs[z] probéhne nésledovné:

J | fi g hj—1
1t =2 +2—-1 22 —2?+z-1

2 3+ 1 rz—1 241
3 2+ 1 1 z—1

Dostévame h; = 22 + 1, ho = © — 1 a zlstavd ndm polynom f = 23 + 1. T¥eti
odmocnina je x + 1, provedeme tedy novy vypocet s timto polynomem a vysledek
ulozime do hs (event. hg, ho, ..., kdyby tyto vySly netrividlni). Dostdvame

=@+ (z—1)*(x+1)>%
Priklad. Uvazujme polynom
f=a8 42t +22+1.

Algoritmus [6] v oboru Zs[z] probéhne nasledovné: protoze f’ = 0, budeme rovnou
uvazovat druhou odmocninu, tedy polynom z2 + 22 + = + 1.
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A

g;j hj71

241 x+1 1

r+1 xz+1 1
1 z+1 1
1 1 z+1

Spoéitali jsme, ze /f = (z + 1)3, tedy vysledek je f = (z + 1)°.

B W N S

12.2. Berlekampuv algoritmus.

Nejjednodussim faktorizaénim algoritmem v Fy[x] je Berlekampiv algoritmus.
Jeho slozitost vzhledem ke stupni daného polynomu je kubické, nevyhodou jeho
zékladni verze je exponencialni slozitost vzhledem k I(g), kde I(q) znaci pocet cifer
¢isla g (tedy I(q) = ©(logq)). Vstupem je monicky bezétvercovy polynom. Princi-
pem Berlekampova algoritmu je nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 12.5. Bud f monicky bezétvercovy polynom z Fy[z] a uvafujme nekon-
stantni polynom h € Fy[x] spliujict

h?=h (mod f).
Pak
f= 1] NSD(f,h - a).

a€lFy

Diikaz. Polynomy h — a jsou po dvou nesoudélné (protoze NSD(h — ay,h — az) =
NSD(h—aj,a; —ag) = 1), tedy po dvou nesoudélné jsou i polynomy NSD(f, h—a).
Protoze kazdy z nich déli polynom f, tak i Haqu NSD(f,h — a) déli f. Zbyva
dokazat opak.

Bud f = ¢g1g2-- - gm rozklad f na ireducibilni ¢initele. Z predpokladu plyne,
7e f | h® — h, a tedy podle tvrzeni dosazenim polynomu h za proménnou x
dostaneme f | [ o€F, (h—a). ProtoZe jsou g; ireducibilni a h—a po dvou nesoudélné,
pro kazdé ¢ existuje pravé jeden prvek a € F, takovy, ze g; | h — a, a tedy také
gi | NSD(f,h — a). Diky bezétvercovosti jsou polynomy g; po dvou nesoudélné,
takze f = g1 gm | [[oer, NSD(f, h —a).

Zjistili jsme, Ze polynomy f a Haqu NSD(f,h — a) se navzajem déli. Protoze
jsou oba monické, jsou stejné. O

Tvrzeni poskytuje netrividlni rozklad polynomu f, kdykoliv do néj dosadime
(nekonstantni) polynom h stupné mensiho nez deg f. Otazka je, kde takovy h vzit.
Oznacéme

W ={heF,z]: degh <degf, hf=h (mod f)}.

Dalsi tvrzeni vypovida o struktufe této mnoziny.

Tvrzeni 12.6. Necht f je bezétvercovy polynom z Fylx] s ireducibilnim rozkladem
f=9192" gm. Pak
(1) pro kazdy polynom h € W a kazdé i je

h mod g; € Fy,
(2) mnoZina W tvori vektorovy prostor nad F, dimenze m a zobrazeni
o : W = (F,)™, h+— (hmod g1,...,h mod g,,)
je izomorfismus vektorovych prostori.

Diikaz. (1) V dukazu pfedchoziho tvrzeni jsme vidéli, Ze pro kazdy nekonstantni
polynom h € W a kazdé i existuje prvek a € F, takovy, Ze g; | h —a. Cili h
mod g; = a € IF,. Pro konstantni polynomy je tvrzeni trividlni.
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(2) Uvedené zobrazeni ziejmé zachovava s¢itani a skaldrni ndsobeni. Pokud
ovéfime, Ze jde o bijekci, W bude vektorovym prostorem nad IF;, a ¢ izomorfis-
mus. Zvolme libovolny vektor (ay,...,amn) € Fy' a uvazujme soustavu kongruenci
h = a; (mod g;), i = 1,...,m. ProtoZe jsou g; po dvou nesoudélné (z bezétverco-
vosti), ¢inskd véta o zbytcich zarucuje pravé jedno feseni h modulo g; -+ gm = f
stupné < deg f. Pfitom podle tvrzeni

hi=al!=a;=h (mod g),

a tedy diky nesoudélnosti plati A2 = h modulo ¢; - - g, = f. Zobrazeni ¢ je tedy
bijekce, jedinym vzorem vektoru (aq,...,a,,) je uvedeny polynom h. O
Zbyva vyresit otazku, jak néjaké netrividlni prvky W nalézt. Oznac¢me n = deg f.
Uvazujme polynom
h=ay+az+ - +ap,_12" e F,[z].
Zajimé nas, kdy h? = h (mod f), neboli kdy h? mod f = h. Z tvrzeni[9.1] a

vidime, ze

=0

n—1 7 n-1 n—1
ht = E axt | = E E aq 1 — g a;x"
i=0 i=0

Oznacime-li ¢; ; koeficienty polynomu z7¢ mod f , tJ.

l=2"mod f = qoo+qor+ " +dn-102"""
2?mod f = qo1+ @izt + guora2" !
2" Nimod f = Q-1+ qn—1T 4+ + Guo1p_12" 1,
pak
n—1 n—1
h®mod f = Z 277 | mod f = Zaj (79 mod f) =
7=0 7=0
n—1 — n—1 n—1
- (a Z ) =2 | 2 | 2
=0 i=0 i=0 \ j=0
Oznaéime-li koeficienty h? mod f = bg+bix+...b,_12™ !, pak lze odvozeny vztah
zapsat maticové jako
bo ag q0,0 qo,1 .-+ Gon—1
by ax q1,0 g1 .-+ qin-1
bpn—1 Ap—1 n—-1,0 9n-11 --- Gn—1,n-1

Rovnost h? mod f = h tedy nastane pravé tehdy, kdyz
Q - (ag,... an_l)T = (ag,..., an_l)T,
tedy pravé tehdy, kdyz
(Q—E)-(ag,.. ,an_1)" =(0,0,...,0)"
(zde E znadi jednotkovou matici). Odvodili jsme nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 12.7. Bud Q matice n x n jeji¥ sloupce tvori koeficenty polynom1i
1, 29mod f, 9 mod f, ..., 2™ D9 mod f.

Pak polynom h = ag+ayx+. . .+a, 12"~ lei ve W prdvé tehdy, kdyz (ag, - - -, an_1)
je fesenim homogenni soustavy rovnic s matici Q — E.
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Podle tvrzeni je dimenze prostoru W rovna poctu ireducibilnich faktort
polynomu f, a to je rovno dimenzi prostoru feSeni uvedené soustavy, tj. hodnoté
n —h(Q — E), kde h znad¢i hodnost matice. VSimnéte si, Ze prvni sloupec matice
Q@ — E je nulovy, takze vektory (a,0,0,...,0) jsou vidy feSenim; tyto vektory od-
povidaji konstantnim polynomtm ve W, které nas nezajimaji, protoze neposkytuji
netrividlni rozklad.

Kostra Berlekampova algoritmu je nasledujici:

(1) Gaussovou eliminaci vyfesime soustavu rovnic s matici Q — E. Je-li dimenze
prostoru feSeni 1, polynom f je ireducibilni. V opa¢ném piipadé vezmeme
libovolné feseni dané soustavy rtzné od (a,0,0,...,0) a ozna¢ime p¥islusny
polynom h.

(2) Ze vzorce z tvrzeni ziskdme netrividlni rozklad f = g1g2...g:-

(3) Pokud je I rovno dimenzi prostoru feSeni, jsme hotovi. V opaéném ptipadé
pokracujeme rekurzivné pro kazdy polynom g1, gs, ..., gi.

Uvedeny postup lze znatelné optimalizovat: misto ndhodné volby h si spocteme
béazi prostoru feseni hy = 1, ha, ..., Ay, (polynom h; = 1 a jeho nasobky odpovidaji
nezajimavym konstantnim polynomiim). PouZijeme hy na nalezeni netrividlniho
rozkladu f, jednotlivé faktory se pokusime déle rozlozit polynomem hg, atd. (Zde
aplikujeme tvrzenina jednotlivé faktory, pfedpoklad h? = h (mod f’) plati pro
libovolné f’ | f.) Takto postupujeme, dokud nenajdeme m netrividlnich faktort. Je
samoziejmeé tfeba ukazat, Ze uvedeny postup vede k cili.

V popisu algoritmu ztotoziiujeme polynomy stupné < n s prvky (F,)". Proménna
F obsahuje v kazdém kroku rozklad polynomu f, ktery je v kroku 4. dale zjemnovan.

Algoritmus 7 (Berlekamptuv).

vstup:  f € Fy[z] bezétvercovy monicky polynom stupné n
vystup: ireducibilni rozklad g1,.. ., gm polynomu f v F,[z]
1. Q@ := matice se sloupci 2z° mod f, ¢ mod f, ..., z»~Y% mod f

2. spo¢ti bazi hy = 1,ha, ..., h,, prostoru feseni soustavy rovnic (Q — E)h =0
3. i:=2, F:={f}
4. while |F| <m do
nahrad kazdé g € F' netrividlnimi faktory z rozkladu
9= Hae]Fq NSD(g, hi — a)
1:=1+1
5. return F

Tvrzeni 12.8. Algoritmus[7 funguge.

Dikaz. K dikazu spravnosti zbyva ukazat, ze kazdé dva ruzné ireducibilni fak-
tory polynomu f budou oddéleny pomoci néjakého polynomu hy, tedy zZe pro
kazdé i, existuje k a rtzné prvky a,b € F, takové, ze g; | NSD(f,hy — a) a
gj | NSD(f, hy — b). Protoze g;,g; | f, sta¢i hledat k,a,b takova, ze g; | hi, —a a
gj | hx — b, tj. takové, ze hy, mod g; = a a hy mod g; = b. Jesté jinymi slovy,
pro kazdé i, j hleddme k takové, Ze hy, mod g; # hy mod g;. Existence takového
k plyne snadno z tvrzeni vektory ¢(h1), ..., @(hy) tvoii bazi prostoru (F,)™,
neni tedy mozné, aby mély vSechny stejnou i-tou a j-tou slozku — pfipomenme, ze
o(h)=(...,h mod g;,...,h mod g,,...). O

Priklad. UvaZzujme polynom

f:$4+1EZ3[.Z'].
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Protoze NSD(f, f') = 1, jde o bezétvercovy polynom, takZze mizeme pouzit Berle-
kampuv algoritmus. Nejprve spoc¢teme matici (). Plati

" mod f = 1,
z2mod f = 23,
P mod f = 222,
P mod f = =z,
takze
10 0 0
0 0 01
@= 0 0 2 0
01 0 0
Gaussovou eleminaci pfevedeme ) — E do odstupiiovaného tvaru
0 0 0O 01 0 2 01 0 2
0 2 0 1 0 010 0 010
@=E=1lo9o010|"lo201]"|000 0
01 0 2 0 00O 0 00O

Béze prostoru feseni je naptiklad (1,0,0,0),(0,1,0,1), coz odpovidd polynomiim
hy =1, hy = x+23. Polynom f se tedy rozklada na 2 ireducibilni &initele. Spoéteme

NSD(f,hy —0) = NSD(z* +1,2° + ) =1,
NSD(f,ha —=1) = NSD(z*+1,2° + & +2) = 2”422 + 2,
NSD(f,hy =2) = NSD(z'+1,2° +o+1) =2’ + 2 +2.

Hledany rozklad je tedy
ot 1= (2% 4+ 22+ 2)(2® + 2+ 2).

Tvrzeni 12.9. Casovd sloZitost algoritmu @ v télese Fy je O(n3ql(q)?), kde I(q)
znaci pocet cifer cisla q.

Diikaz. Nejprve spofteme mocninu z¢ mod f bindrnim algoritmem se slozitosti
O(n?1(q)?). V kroku 1. p¥i vypoétu matice Q vyuZijeme vztahu

2 mod f = (Y4 mod f) - 27 mod f,

takze potiebujeme n déleni se zbytkem v Fy[z], pfi¢emz délime z9-ndsobek pred-
choziho polynomu (stupné < 2n) polynomem f stupné n. Krok 1. tedy m4 slozitost
O(n3l(q)?). Casova slozitost Gaussovy eliminace matice @ — E velikosti n x n nad
télesem F, je O(n®l(q)?). Cyklus v kroku 4. projdeme nejvyse m-krat, m < n.
Pfi daném priichodu pro kazdy prvek g € F pocitdme NSD(g, h; — a) pro kazdé
a € Fy, tedy celkem ¢ vypoctid NSD s kazdym g. Celkova slozitost kroku 4. tedy
bude m - q- 3, O(ndeggl(q)?) = O(n?ql(q)* (X cp deg g)) = O(n’ql(q)?). O

Vidime, ze Berlekamptv algoritmus mé exponencidlni sloZitost vzhledem k délce
¢isla g, protoze v kroku 4. prochézime vSechny prvky a télesa ;. P¥itom ostatni
kroky maji slozitost pouze O(n31(q)?), jde tedy o tizké hrdlo tohoto postupu. Dosud
neni zndm zadny deterministicky algoritmus polynomidlni vzhledem k n i i(q),
nicméné existuje fada pravdépodobnostnich algoritmt (napt. Cantor-Zassenhausiv
nebo Kaltofen-Shouptiv) s polynomidlni stiedni slozitosti. Prvni takovy algoritmus
objevil sdm Berlekamp.
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Dalsi tridy algebraickych struktur

13. OBECNE ALGEBRAICKE STRUKTURY

13.1. Algebraické struktury.

Dosud se ¢tenal seznamil se zaklady t¥i klasickych algebraickych teorii: linearni
algebry, komutativni algebry a teorie grup. Objektem studia kazdé z téchto disci-
plin je specidlni typ algebraické struktury (vektorovy prostor, komutativni okruh,
grupa), popsany jako mnoZina, na niz jsou definovany néjaké operace, pficemz ka-
7zd4a teorie na tyto objekty klade néjaké podminky, tzv. axiomy, které vychazeji z
vlastnosti, které sdileji stézejni piiklady (napf. v komutativni algebfe obory poly-
nomil a éiselné obory). Tyto spolecné znaky jsou abstrahovany v definici obecného
pojmu algebraické struktury.

Definice. Jazykem rozumime mnozinu ¥ spolu se zobrazenim ar : ¥ — N U {0}.
Vyznam této definice je nésledujici: ¥ je mnozina operacnich symbolt, které bu-
deme v dané teorii pouzivat, a zobrazeni ar udava aritu kazdého symbolu. Rikame,
ze symbol ¢ € X je ar(o)-arni. Misto 1-arni fikdme undrn?, misto 2-arni fikdme
bindrni. Pro binarni symboly se zpravidla pouzivaji infixové znaky +, -, %, o apod.,
pro unarni symboly se nékdy pouzivaji postfixové znaky /,~! apod.

Bud A mnozina. n-drné operaci na A rozumime zobrazeni z kartézské mocniny
A" = A x ... x A do A. Speciilné, 0-arni operace je zobrazeni z jednoprvkové
mnoziny do A, Ize ji tedy interpretovat jako konstantu.

Algebraickd struktura v jazyce ¥ je dvojice A = (A, ®), kde A je neprazdnd
mnozina, zvand nosnd mnozina, a ® je zobrazeni z mnoziny ¥ do mnoziny vSech
operaci na A piifazujici symbolu o néjakou ar(o)-arni operaci o.

Algebraické struktury budeme znacit tuénym pismenem, jejich nosné mnoZiny
kurzivou, s vyjimkou standardnich znadeni, kterd jsme potkali diive (&iselné ¢i po-
lynomialni obory Q, Q[z] apod.). Nebude-li vyslovné uvedeno jinak, strukturu a
jejl nosnou mnozinu znac¢ime stejnym pismenem, riaznym pismem. Struktury v ko-

neéném jazyce {o1,...,0,} budeme zapisovat ve tvaru A = (4,0, ... o).

Priklad. Grupy jsou algebraické struktury G = (G, ®) v jazyce {x,’, e}, kde
ar(x) =2, ar(') =1, ar(e) =0,
spliiujici nasledujici podminky pro vSechny prvky a, b, c € G:
ax% (bx%¢) = (a+x%b)+C ¢,
axGeC =eC G q=q,
axC a'G =a'% %% qa=eC.

Priklad. Okruhy s jednotkou jsou algebraické struktury R = (R,®) v jazyce
{+,—,-,0,1}, kde ar(+) = ar(-) = 2, ar(—) = 1, ar(0) = ar(l) = 0, takové, ze
(R, +®, —B 0R) je abelovska grupa, operace -® je asociativni, pro operace +®, .R
plati levy a pravy distributivni zdkon a plati a -® 1’ = 1R .R ¢ — g pro vSechna
a € R.

Je-li z kontextu zfejmé, zda mluvime o symbolu nebo prislusné operaci, budeme
pro piehlednost vynechavat horni index.
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Priklad. Latinsky ¢tverec (a; ;)i jex nad mnozinou X lze povazovat za algebraic-
kou strukturu (X, %) s jednou bindrni operaci, kde u * v = a,,,. Struktury vzniklé
z latinskych ctverct se nazyvaji kvazigrupy.

Nésledujici dva priklady ukazuji jisté zadrhele v definici struktury.

Priklad. Té¢lesa lze povazovat za algebraické struktury v jazyce okruhi s jednot-
kou. MuzZeme postulovat, Ze pro kazdé 0 # a € T existuje pravé jedno b € T takové,
7e a-b =1 a toto b znacit a~!, avsak nejde o operaci ve vyse uvedeném smyslu,
nebot neni definovand pro nulu.

Priklad. Vektorové prostory nad télesem T lze povazovat za algebraické struktury
v jazyce {+,—,0,fo : a« € T}, kde ar(+) =2, ar(=) =1, ar(0) =0 a ar(fy) =1
pro vSechna « € T', takové, ze (V, +, —, 0) je abelovska grupa a pro vSechna a,b € V,
a, B €T, plati

f(a+TB)(a):fa(a)+fﬁ(a)a fa~T6(a):foz(fﬁ(a))v
fala+b) = fala) + fa(D),  fi(a) = a.

Symboly f, interpretujeme jako skaldrni nasobeni prvkem «, tj. fo(v) = a-v. Ska-
larni soucin neni bindrni operace ve vyse uvedeném smyslu, nebot jde o zobrazeni
TxV —=V.

Dalsi piiklady zajimavych t¥id algebraickych struktur uvidime v sekei[14] o sva-
zech a Booleovych algebrach.

Ve vSech vySe uvedenych teoriich se opakuji nékteré zakladni algebraické po-
jmy: podstruktury, direktniho sou¢iny, homomorfismy a faktorstruktury. Ve zbytku
kapitoly ddme témto konceptiim spoleény ramec.

13.2. Podstruktury.

Definice. Bud f n-arni operace na mnoziné A a B C A. Rekneme, %e podmnozina
B je uzaviena na operaci f, pokud pro vSechna by,...,b, € B

f(bi,...,b,) € B.

Bud A = (A, ®) struktura v jazyce X. Podstrukturou struktury A rozumime struk-
turu B = (B, ¥) ve stejném jazyce, kde B C A je uzaviena na vSechny operace z @
a kde U obsahuje restrikce operaci z ® na mnozinu B, tj. 0B = o®|p pro vsechna
o € Y. Znac¢ime B < A.

Uvedend definice je kompatibilni s definicemi podstruktur, které jiz znate: pod-
struktura vektorového prostoru je totéz co podprostor, podstruktura okruhu je po-
dokruh, podstruktura grupy je podgrupa.

Priklad. Na operacich dané struktury zalezi: podmnozina N tvoifi podstrukturu
struktury (Z, +), ale nikoliv (Z, —).

Tvrzeni 13.1 (prinik podstruktur). Bud A struktura a By, i € I, jeji podstruk-
tury. Pak ();c; Bi je bud prdzdnd mnoZina, nebo tvori podstrukturu struktury A.

Jde-li o podstrukturu, budeme ji znacit (), ; B;.

Diikaz. Oznaéme B = (),c; B; a predpokladejme B # (). Bud ¢ symbol arity n a
bi,...,by € B. Pak by,...,b, € B; pro viechna i € I, tedy o®(by,...,b,) € B;
pro vSechna i € I, nebotf kazdd mnozina B; je na tuto operaci uzaviena, a tedy
O'A(bl,...,bn)eﬂielBi:B. [l

Tvrzeni 13.2 (sjednoceni podstruktur). Bud A struktura a By < By < B3 < ...

jeji podstruktury. Pak |,y Bi tvori podstrukturu struktury A.
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Tuto podstrukturu budeme znadit | J ien Bi-

Diikaz. Ozna¢me B = |,y Bi. Bud o symbol arity n a by, ..., b, € B. Pak existuje

ieN
k € N takové, Ze by,...,b, € By: vzhledem k tomu, Ze kazdé b; € By, pro néjaké
k; € N, staci zvolit k = max(ki,...,k,). Pro toto k pak plati oA (by,...,b,) € By,
a tedy o®(by,...,b,) € Uien Bi = B. O

Uvazujme podmnoZinu ) # X C A v struktufe A. Podstrukturou generovanou
mnoZinou X rozumime nejmensi podstrukturu (vzhledem k inkluzi) struktury A
obsahujici podmnozinu X, znacime ji (X)a. Takova podstruktura jisté existuje:
staci vzit prinik vSech podstruktur obsahujicich mnozinu X, tj.

(X)a= () B

XCB, B<A

Podle Tvrzeni je tento priinik skutecné podstrukturou, jisté obsahuje mnozinu
X a mezi vSemi takovymi podstrukturami je nejmensi.

Prvky podstruktury (X)a mizeme najit tak, Ze za¢neme s prvky mnoziny X a
aplikovanim operaci struktury A ziskdvame postupné dalsi prvky. Pokud jiz zadné
nové prvky nevznikaji, tedy kdyz je vyslednd podmnozina uzaviena na vSechny
operace struktury A, nasli jsme podstrukturu.

Priklad. Na operacich dané struktury zalezi: pro dané n € Z
o (M)z4) = {kn: keNY,
e (n)zy={n": keN}

13.3. Homomorfismy a izomorfismus.

Definice. Bud A, B struktury ve stejném jazyce 3. Zobrazeni ¢ : A — B se
nazyva homomorfismus struktur A, B, pokud
B(

<p(aA(a1, ceyap)) =00 (lar), ..., o(an))

pro kazdy n-arni symbol o € ¥ a viechna ay,...,a, € A. Rikdme, ze ¢ zachovdvd
operace téchto algeber. Piseme ¢ : A — B.

Pro specialni typy homomorfismua se pouziva néasledujici terminologie:

e vnofent je prosty homomorfismus (nékdy se uzivd znaceni A — B),
e izomorfismus je homomorfismus, ktery je bijekci (znaceni A ~ B),

a dale

e endomorfismem struktury A rozumime homomorfismus A — A,
e automorfismem struktury A rozumime izomorfismus A — A.

Identické zobrazeni id : A — A, x — x, je vzdy homomorfismem.

Oboru hodnot daného homomorfismu ¢ : A — B se v algebfe ¥ika obraz a znaci
se Im(p) = {p(a) : a € A}. Obraz vzdy tvofi podstrukturu struktury B: je-li o
n-arni symbol a by,...,b, € Im(p), pak by = ¢(a1),...,b, = ¢(a,) pro néjaka
az,...,a, € A a plati

oB(by,...,by) = B(p(ar),...,0(an)) = p(c®(ay,... a,)) € Im(p).

Homomorfismy jsou jednozna¢né uréeny svymi hodnotami na generatorech. (Ale
neni pravda, Ze dané hodnoty na generatorech lze rozsifit do homomorfismu: to je
specifikum vektorovych prostorii, nebo obecné tzv. volngch algeber.) Tento princip
Ize vyuzit k hledani vSech homomorfismi mezi dvéma strukturami.

Uloha. Najdéte viechny homomorfismy (Z, —) — (Z, —).
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Regend. Vsimnéte si, ze (Z,—) = (1), tedy z hodnoty v 1 piijde spocitat viechny
ostatni hodnoty. Uvazujme homomorfismus . Je-li (1) = k, dokdZeme indukci,
ze (a) = ka pro vSechna a. Nejprve spocteme ¢(0) = (1 — 1) = p(1) — p(1) =
kE—k=0ap(—1)=¢0—-1) =¢0) —¢(l) = —k. V indukénim kroku pak pro
kladna a plati ¢(a) = p((a—1)—(=1)) = ¢((a—1))—p(-1) = k(a—1)—(—=k) = ka
a podobné pro postupujeme pro zdpornd a. Zbyva ovérit, ze jsme skutecné dostali
homomorfismus: ¢(a —b) = k(a —b) = ka — kb = ¢(a) — ¢(b) pro v8echna a,b. O

Pokud nejsme schopni efektivné pouzit generujici mnozinu, jako tfeba v na-
sledujici tloze, mizeme zkusit vyuzit prvkid se zvlastnimi vlastnostmi, které jsou
zachovany kazdym homomorfismem (viz téZ diskuse invariantt v sekci [1.3)).

Uloha. Najdéte vsechny homomorfismy (Z,-) — (Z, +).

Regeni. Uvazujme homomorfismus ¢. Z rovnosti ¢(0) = ¢(0 - 0) = ¢(0) + ¢(0)
plyne ¢(0) = 0 a dostdvame 0 = ¢(0) = ¢(n - 0) = p(n) + ¢(0) =
n € Z. Existuje tedy jediny homomorfismus n + 0. O

Podobné jako pro grupy a okruhy se dokazi nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni 13.3. Bud A, B, C struktury ve stejném jazyce a p: A - B av : B — C
homomorfismy. Pak

(1) slozené zobrazeni i) o ¢ je homomorfismus A — C;
(2) je-li p izomorfismus, pak inverzni zobrazeni ¢! je izomorfismus B — A.

7 Tvrzeni [13.3| plyne, Ze automorfismy dané struktury A tvori podgrupu syme-
trické grupy Sa, znac¢ime Aut(A).

Rekneme, 7Ze struktury A a B jsou izomorfni, znac¢ime A ~ B, pokud existuje
izomorfismus A — B. Stejné jako pro grupy a okruhy, izomorfismus si lze pfedsta-
vit jako kopirovani operaci z jedné nosné mnoziny na druhou, tj. dvé algebraické
struktury jsou izormofni, pokud se lisi pouze ,prejmenovanim prvkia“. Z Tvrzeni
plyne, Ze izomorfismus dava ekvivalenci na tfidé vSech algeber v daném jazyce.

Pfipomenme, Ze invariantem izomorfismu rozumime vlastnost V takovou, ze
kdykoliv A ma vlastnost V' a B ~ A, pak B méa také vlastnost V. O grupovych
invariantech jsme psali v sekci a fada z nich ma obecnou platnost (miniméalni
pocet generatori, rovnosti, jisté typy vyznacénych prvki). Obecné lze Fici, Ze inva-
riantem je jakakoliv vlastnost, kterou lze vyjadrit pomoci tzv. formuli proniho Tddu
v daném jazyce, tj. pomoci vyrazi pouzivajicich kvantifikatory, proménné, logické
spojky, rovnitko a operace z daného jazyka. Presnou formulaci a dikaz najdete ve
vétsiné ucebnic matematické logiky.

13.4. Kongruence a faktorstruktury.

V Gvodu sekce|2.2|jsme psali o tom, jak se napfi¢ matematikou opakuje myslenka
konstrukce faktorobjektu, ztotoznéni navzajem blizkych prvka. Nyni popiseme, jak
tato konstrukce funguje pro obecné algebraické struktury.

Bud A = (A, ®) algebraickéd struktura v jazyce X. Uvazujme ekvivalenci ~ na
mnoziné A, kterd ndm bude fikat, které prvky chceme ztotoznit. Operace faktor-
struktury A/~ bychom radi definovali tak, Ze vysledek n-arni operace oA/~ na blo-
cich [a1], ..., [a,] by mél byt roven bloku [0 (ay, ..., a,)]. Oviem aby byla takova
operace dobfe definovana, ekvivalence ~ nemuze byt ledajaka. Takové ekvivalence
se nazyvaji kongruence.

Definice. Bud A struktura v jazyce X. Ekvivalence ~ na nosné mnoziné A se
nazyva kongruence struktury A, pokud pro kazdy n-arni symbol ¢ € ¥ a vSechna
A1y ,0p,01,...,b, € A plati

ar~bi, ..., an~by = o®ay,. .., an) ~ ™ (b, by).
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Pro unarni symbol ' podminka k4, ze pokud a ~ b, pak a’ ~ V. Pro binarni
symbol * podminka fika
a~b c~d = axc~bxd,
coz, jak si snadno ¢tenaf odvodi, je ekvivalentni podmince a ~ b = a*xc ~ bx*c

a cxa ~ cxb pro vSechna c. Konstanty nehraji u kongruenci zadnou roli, protoze
c ~ ¢ pro kazdé c.

Piiklad. Uvazujme strukturu (Z,+, —, ). V zimnim semestru jsme si dokazali, ze
relace = (mod n) je kongruenci této struktury.

Vzhledem k tomu, ze obecné algebraické struktury nemusi obsahovat vyznacné
prvky (jednotka v grupach, nula v okruzich, apod.), nelze éekat, Ze by kongruence
byly uréeny néjakymi podobjekty (jako jsou norméalni podgrupy ¢i idedly).

Definice. Bud A algebraickd struktura a ~ jeji kongruence. UvaZujme mnozinu
A/~ ={la]~ : a € A} a definujme na ni operace predpisem

oA ([a1] s - - [an]e) = [02(ars - - an)]~
pro kazdy n-arni symbol ¢ € ¥ a vSechna ay,...,a, € A. Z definice kongruence
vidime, Ze jsou operace dobfe definovany: pokud oznac¢ime bloky jinym zpisobem,
tj. pokud [a1] = [bi1], ..., [an] = [bn], Pak [02(a1,...,a,)] = [02(b1,...,by,)], ¢ili
vysledek operace je na oznaceni nezavisly. Struktura

Af~ = (A, (6™ s € 3))

se nazyva faktorstruktura A podle kongruence ~.

Bud ¢ : A — B homomorfismus. Jeho jddrem rozumime relaci na A definovanou

ar~yb = pla)=p(b)
Nasledujici tvrzeni ¥ika, ze jadro je kongruenci struktury A, a Ze kazda kongruence

je jadrem néjakého homomorfismu.

Tvrzeni 13.4 (jadra vs. kongruence). Bud A struktura a ~ relace na jeji nosné
mnozin€ A. Pak ~ je kongruenci struktury A pravé tehdy, kdyz je jadrem néjakého
homomorfismu z A do néjaké struktury B.

Diikaz. (=) Uvazujme zobrazeni
p:A— A~ a— [a]~.

Z definice operaci faktorstruktury ihned plyne, Ze jde o homomorfismus A — A /~.
Jeho jadrem jsou pravé ty dvojice (a,b), pro které [a]. = [b]~, tedy a ~ b.
(<) Uvazujme néjaky homomorfismus ¢ : A — B. Jeho jadro je zfejmé ekviva-

lenci, dokdZeme, Ze jde o kongruenci. Uvazujme n-arni symbol o. Bud ay, ..., ay,
bi,...,by, € A takova, Ze a; ~, b, tj. ¢(a;) = @(b;), pro viechna i. Pak
Pt (a1, an)) = aB(p(ar), .., p(an))

=02 (p(b1), -, (b)) = p(0 (b1, .., bn)),
a tedy oA (a1, ...,a,) ~p oA (b1,...,by). O

Podobné jako pro grupy a okruhy plati véta o homomorfismu a 1. véta o izomor-
fismu.

Véta 13.5 (véta o homomorfismu). Bud ¢ : A — B homomorfismus algeber.
(1) Je-li ~ kongruence struktury A obsaZend v jddru ~, pak je zobrazeni
v:A/~—=B,  a].—p(a)

dobre definovan€ a je to homomorfismus.
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(2) (1. véta o izomorfismu) A/~ ~ Im(yp).

Diikaz. (1) Pfedné je tieba ovéfit, Ze je zobrazeni 1) dobfe definované: pokud [a]. =
[b]~, tj. pokud a ~ b, pak a ~ b, a tedy p(a) = ¢(b). Je to homomorfismus, protoze
pro n-arni symbol o a kazdé aq,...,a, € A plati

w(UA/N([al]N’ EERE) [an]N)) = w([oA(alv s 7an)]~) = ‘P(UA(ah BRI an))
= oB(p(ar), .-, plan)) = o2 (W([ar]~), - - 9([an] ~)).

(2) Vztadhneme ¢ast (1) na samu kongruenci ~: vysledny homomorfismus ) je
prosty, nebot a ~ b < p(a) = p(b). O

Poznamka. Konstrukce faktorgrup a faktorokruhii je specidlnim pfipadem kon-
strukce faktorstruktury.
e Bud G grupa a N jeji normalni podgrupa. Jak jsme si ukézali v sekci[2.2]
relace definovand a ~ b < ab~! € N je kongruenci grupy G. Struktury
G/N a G/~ jsou totozné.
e Bud R okruh a I jeho ideal. Jak jsme si ukazali v sekci[£.3] relace definovana
a~b<& a—>b el je kongruenci okruhu R. Struktury R/I a R/~ jsou
totozné.

Naopak, zadné jiné faktorstruktury grup a okruht nejsou: kongruence a normalni
podgrupy, resp. kongruence a idaly, si vzajemné jednoznacné odpovidaji.

e Je-li ~ je kongruenci grupy G, blok [1]. je normélni podgrupou v G: pokud
a,be 1], tja~b~1,paka-b~1-1=1aat~ 17t =1, ¢ilijde o
podgrupu. Pokud a ~ 1 a g € G, pak gag~! ~ glg~! = 1, coz prokazuje
normalitu.

e Je-li ~ je kongruenci okruhu R, blok [0].. je idedlem v R: vySe jsme dokazali,
ze jde o aditivni podgrupu, a pokud a ~ 0 ar € R, pak ar ~ Or =0 a
ra ~ r0 = 0, ¢ili je to ideal.

14. USPORADANI A SVAZY

14.1. Usporadané mnozZiny.
V této casti zopakujeme zdkladni pojmy tykajici se usporadani. Vétsinu z nich
by mél ¢tendf znat z predchozich kurza.

Definice. Relaci < na mnoziné A nazyvame cdsteéné usporaddani, pokud je

(1) reflexivni, tj. a < a pro vSechna a € A,

(2) tranzitivni, tj. a < b a b < ¢ implikuje a < ¢,

(3) antisymetrickd, tj. a < b a b < a implikuje a = b.
Alternativné fikame, Ze (4, <) je usporddand mnozina. Usporadani se nazyva line-
arnt, pokud navic pro kazdé a,b nastane a < b nebo b < a. Intervalem rozumime
mnozinu

[a, b)) ={u€e A: a <u<b}.

Pokud a < b a a # b, piSeme a < b.

Priklad. Na mnoziné ptirozenych ¢isel jsou dvé pfirozend uspofadéni:
e (N, <) dané standardnim uspofaddanim 1 < 2 < 3 < ... (toto usporadéni je
linedrni);
e (N,|) dané délitelnosti, tj. ,a je mensi nez b pokud a | b* (toto uspofadéni
neni linedrni).
Priklad. Na mnoziné mnozin je pfirozené brat usporadani inkluzi:
e (P(X),<): na mnoziné P(X) v8ech podmnozin dané mnoziny X fekneme,
ze ,A je mensi nez B“, pokud A C B;
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(Eq(X),<): na mnoziné Fq(X) vech ekvivalenci na mnoziné X fekneme,
ze ,~ je mensi nez ~“, pokud ~ C =, tj. pokud a ~ b implikuje a ~ b;
analogicky lze uspofddat podstruktury dané struktury (inkluzi jejich nos-
nych mnozZin), ¢ kongruence dané struktury.

Konecné usporadané mnoziny lze popsat pomoci tzv. Hasseova diagramu. Jde o
graf relace <, pfi¢emz nekreslime smycky (reflexivita), vynechédvime vSechny hrany,
jejichz existence je zarucena tranzitivitou, a misto Sipek kreslime neorientované
hrany tak, aby vétsi prvky byly vyse. Napriklad:

A= B =

Definice. Rekneme, Ze prvek a € A je v (4, <)

nejuétsi, pokud pro kazdé b € A plati b < a;

nejmenst, pokud pro kazdé b € A plati b > a;

mazximadlni, pokud neexistuje zadné b € A takové, ze b > a;
mianimdlni, pokud neexistuje zadné b € A takové, Ze b < a.

Priklady.

Uspofddand mnozina A mé jeden nejvétsi prvek, jeden maximalni (ten
samy ), zadny nejmensi a dva minimalni prvky.

Uspofadand mnozina B m4 jeden nejvétsi (a zérovenn maximalni) a jeden
nejmensi (a zaroveli miniméln{) prvek. Je to linedrni uspofadani.
Uspofadané mnoziny (N, <) i (N,|) maji nejmensi prvek 1, ale zddny ma-
ximalni prvek.

Uspofadand mnozina (N \ {1},]) ma za minimalni prvky pravé vSechna
prvocdisla.

Definice. Necht B C A. Rekneme, Ze prvek a € A je v (4, <)

horni mez mnoziny B, pokud a > b pro kazdy prvek b € B;

supremum mnoziny B, pokud to je nejmensi horni mez B; znaci se a =
sup B;

dolni mez mnoziny B, pokud a < b pro kazdy prvek b € B;

infimum mnoziny B, pokud to je nejvétsi dolni mez B; znaéi se a = inf B.

Piiklady.

V usporddané mnoziné A podmnozina sestavajici z obou minimalnich prvka
nemé supremum ani infimum. Infimum proto, Ze nemé ani zZadnou dolni
mez. Horni meze sice tato podmnozina mé tii, avSak zadné z nich neni
nejmensi.

V kazdé linearné usporadané mnoziné ma kazda neprazdna konecnd podm-
nozina supremum i infimum, pfi¢emz sup B = max B a inf B = min B. Pro
nekoneéné to existovat nemusi, nap¥. supN v (N, <).

V uspofadané mnoziné (P(X), C) mé kazdd podmnozina infimum i supre-
mum, pficemz inf B je rovno pruniku vSech mnozin z B a sup B je rovno
sjednoceni vSech mnozin z B.

V uspofadané mnoziné (N, |) mé kazda konecnd podmnoZzina infimum i su-
premum, pfi¢emz inf B je rovno NSD vsech éisel z B a sup B je rovno NSN
vSech ¢isel z B. Na druhou stranu, napf. supremum mnoziny vSech prvocisel
neexistuje.

Definice. Usporfadanou mnozinu nazveme svazové uspordadanou, pokud v ni exis-
tuji suprema a infima vSech dvouprvkovych podmnozin (indukei je snadné dokazat,
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nejmensi

OBRAZEK 8. Priisek a spojeni ve svazové usporddané mnoziné

Ze pak existuji i suprema a infima vSech neprdzdngch koneéngch podmnozin). Na-
zveme ji upiné svazové usporddanou, pokud existuji suprema a infima vSech podm-
nozin. Ve svazové uspofaddanych mnozinach obvykle znacime zkracené

aVb=sup{a,b} a aAb=inf{a,b},
symboly V, A ¢teme jako spojent a prisek.

7 definice plyne, Ze v Uplné svazové usporadané mnoziné existuje nejmensi i
nejveétsi prvek, jsou jimi sup @, resp. inf ().

Priklady.
e Linedrné usporddéné mnoziny jsou vzdy svazové usporddané, avVb = max(a, b),
a Ab = min(a,b). Uplné svazové uspoifddané byt nemusi, pifkladem je
(N, ).

e (P(X), Q) je Gplné svazové usporddand mnozina, pro U C P(X) jesupU =
Usacy 4, infU = Ny A

e (N,|) je svazové uspofddand mnozina (ne uplné): a Vb = NSN(a,b), aAb =
NSD(a, b).

K ovéreni, zda je dané usporadani uplné svazové, sta¢i ovéfit pouze existenci
infim, anebo pouze existenci suprem.

Tvrzeni 14.1. Usporddand mnoZina, ve které existuji infima vsSech podmnoZin, je
uplné svazové usporddand. Usporddand mnoZina, ve které existuji suprema vsech
podmmnozin, je uplné€ svazové uspordidand.

Diikaz. Ozna¢me danou uspofddanou mnozinu (A, <). Z definice suprema plyne,
ze
sup B =inf{a € A: a > b pro kazdé b € B},

tedy suprema lze definovat pomoci infim. Duélné, inf B = sup{a € A: a < b pro
kazdé b € B}. O

Pro nékteré algebraické konstrukce se hodi Zornovo lemma. Jde o jednu z forem
tzv. aziomu vybéru, jednoho ze zdkladnich axiomu teorie mnozin. Zornovo lemma
se proto nedokazuje, nybrz postuluje. Retézcem v ¢asteénd uspofddané mnoziné
rozumime podmnozinu, ktera je linedrné usporadana.

Axiom 14.2 (Zornovo lemma). Bud (X, <) neprdzdnd édsteéné usporddand mnoZina.
Predpokldadejme, zZe kazdy Tetézec md horni mez. Pak (X, <) obsahuje aspori jeden
maximdlnt prvek.
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Na z&vér si vyjasnime, jak to je s izomorfismem uspofddanych mnozin. Bud
(A, <) a (B, =) dvé uspofddané mnoziny. Zobrazeni ¢ : A — B nazveme monotdnn,
pokud pro kazdé a,b € A plati

a<b = ¢la) =< D).

Zobrazeni ¢ nazveme izomorfismem téchto usporadanych mnozin, je-li bijektivni a
obé zobrazeni ¢, o~ ! jsou monoténni. Slozeni monoténnich zobrazeni je monoténni,
ale pozor, inverz monotdénni bijekce nemusi byt monoténni: prikladem je identické
zobrazeni x — = mezi uspofddanymi mnozinami (N, |) a (N, <), které je monoténni
pouze v jednom sméru (a | b implikuje a < b, ale nikoliv naopak).

14.2. Svazy a Booleovy algebry.

Na svazové usporadané mnoziny lze pohlizet dvéma zpusoby: jako na uspora-
dané mnoziny, kde mé kazda dvojice prvkd supremum i infimum, ale také jako na
algebraické struktury s dvéma bindrnimi operacemi suprema a infima. Vlastnosti
suprem a infim lze popsat abstraktné, pomoci jisté sady axiomi.

Definice. Algebraicka struktura (A, A, V) s dvéma bindrnimi operacemi se nazyva
svaz, pokud plati nasledujici podminky pro vSechna a, b, c € A:

(aANb)Ac=aNn(bAc), aNb=bAa, ala=a,
(avb)ve=aVv(bVe), avVb=bVa, aVa=a,
aAh(aVb)=a, aV(aAbd)=a (tato podminka se nazyva absorpce).

Tvrzeni 14.3 (svazy jako algebry vs. uspotfadani).
(1) Je-li (A, <) svazové uspoiddand mnoZina, pak je struktura (A, inf,sup) sva-
zem.
(2) Je-li struktura (A, A\,V) svazem a definujeme-li a < b < a Ab = a, pak je
(4, <) svazové usporddanou mnoZinou.

Diikaz. (1) Ovéfime axiomy svazi. Je snadné (byt trochu pracné) ovéfit, ze (aAb) A
¢ =inf{a,b,c} = an(bAc). O¢ividné aAb = inf{a, b} = bAa aaAa = inf{a,a} = a.
Analogicka tvrzeni plati pro V a sup. Dale a A (a Vb) = inf{a, sup{a, b}} = a, nebot
a < sup{a, b}, a analogicky ovéfime druhou absorpéni podminku.

(2) Reflexivita plyne z toho, Ze a A a = a. Tranzitivita: pokud a < b < ¢, tedy
aANb=aabAc=bpakaAc=(aAb)Ac=aAN(bAc)=aAb=a,cdlia<ec
Antisymetrie: pokud a < bab<a,paka=aAb=bAa=0.

DokéZeme existenci infim, a to tak, Ze inf{a,b} = a A b. Pfedné a A b je dolni
mezi obou prvki, nebot (a Ab) Aa= (aAa)ANb=aAb, aanalogicky pro b. Déle,
je-li ¢ < a,b jind dolni mez, pak (a Ab)Ac=aA(bAc)=aAc=c, tedy c < aAb.

Nyni si vS§imnéte, ze podminku a < b 1ze ekvivalentné vyjadrit jako a V b = b:
pokud a Ab = a, z absorpce plyne a Vb = (a Ab) Vb = b; a naopak, pokud a Vb = b,
z absorpce plyne a Ab=a A (aVb) = a.

Pomoci tohoto pozorovani je snadné dokézat existenci suprem, a to tak, ze
sup{a,b} = a V b: pouZijeme stejny argument jako pro infima s operaci V misto
A. O

Vice o svazech najdete v libovolné ucebnici univerzalni algebry.

Jednim ze zékladni algebraickych nastroji matematické logiky jsou Booleovy
algebry. Uvazujme logické hodnoty T', F'. Pokud interpretujeme A a V jako konjukci
a disjunkci, dostaneme svaz, a spolu s negaci jesté mnohem bohatsi strukturu.

Definice. Algebraické struktura (A, A,V,’,0,1) s dvéma bindrnimi operacemi A, V,
undrni operaci ’ a konstantami 0, 1 se nazyva Booleova algebra, pokud plati nésle-
dujici podminky pro vSechna a,b,c € A:
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(A, A, V) je svaz,

aN(dVe)=(aAb)V (aAc) (distributivita),
aN0=0,aV1=1,

and =0,aVad =1.

7 axiom je snadné odvodit dalsi uzite¢né vlastnosti:
e aV(bAc)=(aVb)A(aVc) (dudlni distributivita),
e (d) =a,0=1,1=0,
o (anb) =d Vb a(aVvbd) =d AV (de Morganovy zdkony).
Dtikazy si ¢tenar provede snadno sam.

Priklad. Zékladnim piikladem Booleovy algebry je mnozinova algebra
(P(X)’ U’ m? 77 ®7 X)7
s operacemi priiniku, sjednoceni a doplitku mnozin (4 = X . A).

Neni tézké dokazat, ze kazda konecna Booleova algebra je izomorfni nékteré
mnozinové algebie. Nekonecnych Booleovych algeber existuje spousta ruznych typt.

Priklad. Jak jsme jiz zminili, pravdivostni hodnoty T, F' spoly s operacemi kon-
junkce, disjunkce a negace tvoii Booleovu algebru ({T, F'},A,V,—, F,T). Tato al-
gebra se vaze k zakladni vyrokové logice.

Uvazujme nyni obecnou teorii 7 v jazyce L (naptiklad teorii grup ¢i Peanovu
aritmetiku). Ozna¢me Fj, mnozinu vSech formuli v jazyce L. Dvé formule ¢, na-
zveme T -ekvivalentni, pokud lze v teorii T dokazat ekvivalenci ¢ <> 1. Uvazujme
mnozinu Fr, do které dame z kazdé t¥idy ekvivalence po jedné formuli. Tzv. Lin-
denbaumova algebra teorie T bude Booleova algebra (Fr, A, V,—, F,T).

Lindenbaumovy algebry méii netiplnost dané teorie: pokud je kazda formule z
axiomi dokazatelnd ¢i vyvratitelna, F7 bude mit pouze dva prvky, v opac¢ném
pripadé jich bude vic (jako tfeba pro Peanovu aritmetiku, jak fikd Godelova véta
o netplnosti).

Vice o teorii a pouziti Booleovych algeber najdete ve vétsiné ucebnic logiky
¢i teorie mnozin. Jinym myslenkovym smérem jsou pak neklasické logiky, které
vychézeji ze zobecnéni Booleovych algeber.
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