
Cvičeńı P01, od 1.11.2021:

Při měřeńı rychlosti n = 50 aut na Rohanském nábřež́ı naproti budově MFF jsme źıskali pr̊uměr
y = 59.6 km/h a výběrovou směrodatnou odchylku s = 11.1 km/h (měřeńı prob́ıhala v době před
instalaćı dvou nových světelných křižovatek na roźıch kancelářské budovy River Garden).

Vyšetřete aposteriorńı rozděleńı středńı hodnoty rychlosti aut na Rohanském nábřež́ı za předpo-
kladu normálńıho rozděleńı rychlost́ı N (µ, σ2). Jako apriorńı rozděleńı pro µ a τ = σ−2 uvažujte
(semi-konjugované) rozděleńı:

p(µ, τ) = p(µ) p(τ),

kde p(µ) ∝ 1 a τ ∼ Ga(g, h), p(τ) ∝ τ g−1 exp(−h τ). Za g, h uvažujte postupně následuj́ıćı volby:

(i) g = 0.001, h = 0.001;

(ii) g = 1, h = 0.005;

(iii) g = 0, h = 0 (nevlastńı rozděleńı s p(τ) ∝ τ−1).

1. Pro kontrolu spoč́ıtejte obyčejný (tj. nebayesovský, frekventistický) 95% konfidenčńı interval
pro neznámou středńı hodnotu µ a taktéž pro směrodatnou odchylku σ a inverzńı rozptyl τ .

2. Odvod’te marginálńı aposteriorńı rozděleńı pro µ a nakreslete jeho hustotu (do jednoho
obrázku) pro výše uvedené volby g a h.

S jakou aposteriorńı pravděpodobnost́ı je středńı hodnota rychlosti vyšš́ı než 55 km/h (opět
pro tři r̊uzné volby g a h)?

3. Odvod’te marginálńı aposteriorńı rozděleńı pro τ a nakreslete jeho hustotu (do jednoho
obrázku) pro výše uvedené volby g a h. Do druhého obrázku nakreslete marginálńı apo-
steriorńı hustoty pro σ =

√
1/τ .

Uvědomte si, že pro účely kresleńı obrázku neńı potřeba explicitně odvozovat vzorec pro
aposteriorńı hustotu σ, máte-li k dispozici poč́ıtačovou funkci pro výpočet funkčńıch hodnot
aposteriorńı hustoty τ .

4. Nakreslete (do tř́ı r̊uzných obrázk̊u) image/contour graf sdružené aposteriorńı hustoty (µ, τ)
pro tři výše uvedené volby hyperparametr̊u g, h.

Uvědomte si, že pro výpočet funkčńıch hodnot sdružené hustoty p(µ, τ |y) a jej́ı kresleńı lze
využ́ıt vztahu p(µ, τ |y) = p(µ | τ, y) p(τ |y).

5. Nakreslete (do tř́ı r̊uzných obrázk̊u) image/contour graf sdružené aposteriorńı hustoty (µ, σ)
pro tři výše uvedené volby hyperparametr̊u g, h.

Uvědomte si, že pro výpočet funkčńıch hodnot sdružené hustoty p(µ, σ |y) a jej́ı kresleńı lze
využ́ıt vztahu p(µ, σ |y) = p(µ |σ, y) p(σ |y), kde nav́ıc p(µ |σ, y) = p

(
µ
∣∣σ−2, y

)
.

6. Pro každou výše uvedenou volbu hyperparametr̊u g a h spočtěte 95% ET (equal-tail) vě-
rohodnostńı intervaly pro µ, τ i σ. Jak se lǐśı hodnoty a interpretace těchto interval̊u od
frekventistických (nebayesovských) protěǰsk̊u?

7. Pro každou výše uvedenou volbu hyperparametr̊u g a h spočtěte (numericky, pokud si mysĺıte,
že nelze jinak) 95% HPD (highest posterior density) věrohodnostńı intervaly pro µ, τ i σ. Lǐśı
se tyto intervaly od ET věrohodnostńıch interval̊u?



8. Napǐste krátkou funkci, pomoćı ńıž lze generovat pseudonáhodná č́ısla ze (sdruženého) aposte-
riorńıho rozděleńı (µ, τ) (apriorńı hyperparametry specifikujte jako argumenty této funkce).

Opět si uvědomte význam vztahu p(µ, τ |y) = p(µ | τ, y) p(τ |y).

Na základě nasimulovaného výběru z aposteriorńıho rozděleńı (délky alespoň 10 000) spočtěte
znovu (nyńı Monte Carlo odhady pro) 95% ET věrohodnostńı intervaly parametr̊u µ, τ a σ
(opět pro tři volby hyperparametr̊u g a h). Lǐśı se tyto intervaly od těch spočtených v bodu
6?

9. Výše uvedenou funkci na generováńı z aposteriorńıho rozděleńı p(µ, τ |y) mı́rně rozšǐrte tak,
aby bylo možno generovat též z prediktivńıho rozděleńı rychlosti Yn+1 daľśıho proj́ıžděj́ıćıho
auta:

p(yn+1 |y) =

∫
p(yn+1, µ, τ |y) d(µ, τ)

=

∫
p(yn+1 |µ, τ, y) p(µ, τ |y) d(µ, τ) =

∫
p(yn+1 |µ, τ) p(µ, τ |y) d(µ, τ). (1)

Následně spočtěte (na základě minimálně 10 000 nasimulovaných hodnot z prediktivńıho
rozděleńı p(yn+1 |y)) 95% ET věrohodnostńı interval pro Yn+1 (opět při třech volbách hyper-
parametr̊u g a h). Jak lze interpretovat věrohodnostńı intervaly pro Yn+1?

Uvědomte si, že ke generováńı z p(yn+1 |y) můžete využ́ıt (pouze na prvńı pohled složitěǰśı)
generováńı ze sdruženého rozděleńı

p(yn+1, µ, τ |y) = p(yn+1 |µ, τ, y) p(µ, τ |y) = p(yn+1 |µ, τ) p(µ, τ |y).

10. Pomoćı simulace dále aproximujte hodnoty prediktivńı hustoty p(yn+1 |y) (opět pro tři r̊uzné
volby hyperparametr̊u g a h) a nakreslete je do jednoho obrázku.

Uvědomte si, že k MC odhadu hodnot prediktivńı hustoty, lze využ́ıt vztahu (1).

11. Po daľśım mı́rném rozš́ı̌reńım výše uvedené funkce na generováńı z aposteriorńıho rozděleńı
p(µ, τ |y) spočtěte Monte Carlo odhad pravděpodobnosti, že daľśı proj́ıžděj́ıćı auto překroč́ı
nejvyšš́ı povolenou rychlost o v́ıce než 30 km/h (tj. řidič spáchá přestupek, po němž následuje
odebráńı řidičského pr̊ukazu)?

Uvědomte si obdobu vztahu (1):

P(Yn+1 > 80 |y) =

∫
P(Yn+1 > 80 |µ, τ, y) p(µ, τ |y) d(µ, τ)

=

∫
P(Yn+1 > 80 |µ, τ) p(µ, τ |y) d(µ, τ).

Deadline pro odevzdáńı vypracovaného úkolu (e-mailem na komarek[AT]karlin.mff...) je ponděĺı 15.11.

v 15:11 CET.
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