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UVOD

V praxi jsme casto postaveni pied problém zaradit jisté objekty do predem vyme-
zenych skupin. K tomuto tcelu médme k dispozici naméfené urcité znaky na téchto
objektech a nasim tkolem je na zakladé znalosti hodnot téchto znaki zaradit objekt
do nékteré skupiny. K feseni tohoto problému lze pristupovat nékolika zptsoby, které
si dale popiSeme pro situaci, kdy kazdy objekt patii do jedné ze dvou skupin. K sesta-
veni rozhodovaciho pravidla mame k dispozici obvykle nékolik testovacich objekti, na
kterych méame naméfeny prislusné znaky a o kterych bud vime anebo nevime, do které
skupiny patii. Prace se zabyva tfemi moznymi pristupy, pomoci kterych lze provadét
diskriminaci. Jedna se o modely logistické regrese, normdalni diskrimina¢ni analyzy a
smési normalnich rozdéleni.

Prvni kapitola je vénovana definici studovanych modeld a odvozeni teoretickych dis-
kriminac¢nich funkci. V druhé kapitole je popsana jedna z mozZnosti, jak odhadnout
neznamé parametry a jak sestavit diskrimina¢ni funkce v praktickych situacich. Ve tteti
kapitole jsou ukazany nékteré souvislosti mezi studovanymi modely, zejména ktery mo-
del plati p¥i splnéni pFedpokladt nékterého jiného. Ctvrtd kapitola se zabyva proble-
matikou ovérovani predpokladi pouzivanych modeli. Problém volby spravného modelu
v praktické situaci by méla alespon castecné TeSit pata kapitola. Numerické aspekty
vypoctu odhadi nezndmych parametri v modelu smési normalnich rozdéleni jsou na-
stinény v Sesté kapitole. Jak porovnavat jednotlivé modely v konkrétnich situacich, resp.
jak odhadovat pravdépodobnosti chybné klasifikace, se muze ¢tendr dozvédét v ramci
sedmé kapitoly. Pouziti studovanych modelti na redlnych datech je ukazano v kapitole
¢islo osm. Dodatek A je stru¢nym prehledem teorie statistickych rozhodovacich funkci,
jez je vyuzita k odvozeni teoretickych diskriminac¢nich funkci. V dodatku B je doka-
zano tvrzeni pouZzité v paté kapitole. S pfilozenym programovym vybavenim je mozné
se seznamit v dodatku C. Jako dodatek D jsou zafazeny barevné grafy ilustrujici jeden
z praktickych priklad.

V celém textu je pouzivano znaceni v néasledujicim vyznamu.

(LR e model logistické regrese,
(NDA) - model norméalni diskrimina¢ni analyzy,
(MND) .o model smési normalnich rozdélent,
T(A) et hodnost matice A,
10 (0 1 stopa matice A,
LA e determinant matice A,
1 P rozdéleni ndhodného vektoru X,

Np(p,Y) .. p-rozmérné normalni rozdéleni se stfedni hodnotou p a varianéni matici X,



S T konvergence skoro jisté,
n—00
o e konvergence v distribuci,
n—00
O ()« v e ettt malé o posloupnosti a,,
P Kroneckerovo delta, je rovno jedné, pokud ¢ = j a nule jinak.

Odhady v modelu (LR) jsou znaeny symbolem vinky (napf. 3), v modelu (NDA)
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symbolem st¥isky (nap¥. B) a v modelu (MND) symbolem piiloblou¢ku (napi. 3).



I. DEFINICE MODELU

Ukolem, pied kterym stojime, je zafadit jisté objekty do pfedem vymezenych skupin.
K dispozici mame namérené urcité znaky na téchto objektech. V nasi praci se budeme
zabyvat pouze situaci, kdy kazdy objekt pat¥i do jedné ze dvou skupin (oznaéme je isly
nula a jedna).

K sestaveni rozhodovaciho pravidla mame k dispozici obvykle n testovacich objekti,
na kterych mame naméfeny pfislusné znaky a o kterych bud vime anebo nevime, do
které skupiny patii. Naméfené znaky necht jsou reprezentovany p-rozmérnymi nahod-
nymi vektory Xy, ..., X, a pfislusnost i-tého objektu k dané skupiné necht je vyjadiena,
hodnotou ndhodné velic¢iny Y;, kterda nabyva hodnot nula nebo jedna podle toho, do které
skupiny dany objekt néalezi. U nového objektu, ktery chceme zaradit na zakladé vytvore-
ného rozhodovaciho pravidla, necht jsou naméfené znaky reprezentovany p-rozmérnym
ndhodnym vektorem X a rozhodnuti hodnotou ndhodné veli¢iny Y.

1.1. Logisticka regrese

Logisticka regrese nebyla ptivodné vytvorena pro tcely diskriminace, ale jak si uké-
zeme, lze ji pro ni s Gspéchem pouzit.

Model logistické regrese, ktery je upraveny pro ucely diskriminace, je definovan na-
sledovné. Necht Y7, ...,Y,, je posloupnost nezéavislych ndhodnych veli¢in s alternativnim
rozdélenim, jehoz parametr spliiuje

P(Y; =1|X; = x;) = [1 4+ exp(=fo — B'x:)]
PY; =0X; =x;) = [1 + exp(Bo + ﬂ'xi)} _1,

kde (B0, 3")" je nezndmy p + 1 rozmérny parametr a X, ..., X,, je posloupnost nezivis-
Iych néhodnych velidin.

Tento model mé tzv. ucici fazi, ve které zndme u kazdého objektu jak hodnoty X;,
tak hodnoty Y; (tj. vime, do které skupiny ten ktery objekt patii). Na zakladé této
znalosti odhadneme parametry g, 3 a poté dostaneme odhad 7(x) funkce 7(x), kde

m(x) = P(Y =1|X = x) = [1+exp(—fo — B'x)] .

Dalsi objekt, u kterého nezndme jeho zafazeni a u néhoz jsme namérili hodnotu X
pomocnych znaki, pfifadime do jedné ze skupin podle hodnoty rozhodovaci funkce.
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Tuto funkci sestavime podle kapitoly A o statistickych rozhodovacich funkcich pomoci
bayesovského pristupu k nalezeni optimalni rozhodovaci funkce. P¥i znaceni z této ka-
pitoly hraje roli nezndmého parametru # ndhodnd veli¢ina Y, kterd nabyva hodnot 0,1
podle toho, do které skupiny dany objekt zafadime. Tedy parametricky prostor je

Q={0,1},
prostorem hodnot ndhodné veli¢iny X je
X =TRr.

Zde sice nezname apriorni hustotu parametru 6, ani podminénou hustotu ndhodné ve-
liciny X za podminky 6, ale pro vypocet optimalni rozhodovaci funkce ndm postaci
znalost podminéné hustoty parametru # za podminky X = x, kterou zde oznacime
p(0|x) a kterd mé tvar

1

p(1l]x) = m(x) = [1+exp(—fo — B'x)] ",
p(0|x) =1- 7T(X) = [1 + eXP(ﬂo + ,BIX)}_l

Jde pfitom o hustotu vzhledem k ¢itaci mife. Mnozinou ® rozhodovacich funkci je
mnozina funkei § : RP — {0, 1}. Ztratovou funkci zvolime nasledujicim zptsobem:

L(Zaj) = 1_5i,j7 7:7 .7:0’ 17

tj. pri spravném zafazeni objektu nulovd a pii chybném zafazeni objektu jednotkova
ztrata.

Podle kapitoly o statistickych rozhodovacich funkcich 1ze optimdlni rozhodovaci pra-
vidlo 6* ziskat nésledujicim zpisobem:

5*(x) = ar(sgenginE[L(Y, §(X))|X =x],

pokud toto minimum existuje alespoii pro v(x)-skoro viechna x € X. V naSem pfipadé
hraje roli miry » mira Lebesgueova.
Je-li §(x) = j, potom

E[L(Y,6(X |X—x :Z (4, 6(x) ZL(@ J)p(i]x)

m(x), j=0,

=L(1—j,5)p(1 - jlx) = { 1-n(x), j=1

Potom

gréi,}rle[ (V,6(X))|X = x| = min{r(x),1 - m(x)}.
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Toto minimum existuje Vx € RP a tudiz mizeme psat

5*(x) = aljgrglinL(l —3,9)p(1 = j[x).
J=Y,

Tedy objekt, na némz jsme naméiili hodnotu X pomocnych znaki, zaradime do prvni
skupiny, pokud

v

[1+ exp(—Go — B'X)]
Bo+ 83X >0.

TudiZ objekt zafadime do prvni skupiny, pokud S(X) > 0 a do nulté skupiny, pokud
S(X) < 0. Pfitom S(x) = B + B'x. Dodejme, Ze pokud S(X) = 0 (tj. n(X) = 3),
muzeme objekt zaradit do libovolné skupiny, aniz bychom zvysili hodnotu bayesovské
rizikové funkce p,(6) = E {E’[L(G,(S(X))‘O} }, kterou lze v této situaci interpretovat

jako pravdépodobnost Spatného zafazeni daného objektu. K vlastni diskriminaci vSak
musime pouzit odhad S(x) funkce S(x), ve kterém jsou nezndmé parametry o, 3 na-
hrazeny odhady Sy, 3 (jejich nalezeni bude popsdno v nasledujici kapitole). Tedy

g(x) = ,8~0 + B’x.
Ekvivalentné muZzeme rozhodovani zaloZit na hodnoté
- ~ ~ -1
7(x) = [1 + exp(—fFo — ,@'x)] ,

pfi¢emz nyni zafadime objekt s naméFenymi znaky X do prvni skupiny, pokud 7(X) >
1
5.

Hlavni vyhodou tohoto modelu je fakt, Ze neklade zadné podminky na rozdéleni
nahodnych vektorti X;,...,X,,, na rozdil od nésledujicich dvou modeli.

Poznamka 1.1.1. V regresnich modelech byvaji obvykle veli¢iny X,...,X,,, jez
jsou naméreny na objektech ucici skupiny, nendhodné, resp. jejich hodnoty jsou nasta-
veny experimentatorem. MiiZe se také stat, Ze i v pripadé spojitého rozdéleni veli¢in
X1,..., X, se nékteré z naméfenych hodnot Xy, ..., X,, opakuji (v disledku zaokrouh-
lovani apod.). Nic z pravé fefeného vSak neni na zdvadu. Stile mitizeme na veliiny
X1, ..., X, pohlizet jako na ndhodné. Pro urceni teoretické diskrimina¢ni funkce nepo-
tfebujeme znat hustotu veli¢in X4,...,X,,, postacuje nam znalost podminéné hustoty
veli¢in Y; za podminky X; = x;, ¢« = 1,...,n. Jak si ukdZeme v nasledujici kapitole,
znalost hustoty veli¢in X4, ..., X,, neni nutna ani pro vypocet odhadi neznamych para-
metri Gy a B3. Navic nam nebude vadit ani opakovani se nékterych hodnot X, ..., X,,.
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1.2. Normalni diskrimina¢ni analyza

Model normélni diskriminaéni analyzy je definovan nasledujicim zptisobem. Necht Y7,
...,Yy je posloupnost nezavislych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim, kde

P(Y;=1)= € (0,1).

Necht Xi,...,X,, je posloupnost nezavislych nahodnych vektori, jejichz podminéné
rozdéleni je

X[V = 0) = Ny (o, %),
SXi[Yi = 1) = Ny (1, 5).

Pritom A, pg, p1, X jsou nezndmé parametry, které je potieba odhadnout. Budeme
navic predpokladat, Ze matice ¥ je pozitivné definitni.

Zde mame opét ucici fazi, ve které pro n objektid znadme jak hodnoty pomocnych
znakli Xi,...,X,, tak skupinu, do které ndlezi (vyjadfenou hodnotou Yi,...,Y,) a
na zakladé této informace sestavime odhad diskrimina¢ni funkce S(x), pomoci néhoz
budeme klasifikovat dalsi objekty. K sestaveni teoretické diskriminac¢ni funkce vyuzi-
jeme teorie statistickych rozhodovacich funkci a konkrétné bayesovského pristupu pro
nalezeni optiméalni diskrimina¢ni funkce, stejné jako u modelu logistické regrese. P¥i zna-
¢eni z kapitoly o statistickych rozhodovacich funkcich dostavame pro model normalni
diskrimina¢ni analyzy:

Q={0,1}
je parametricky prostor,
X=RP

je prostor hodnot ndhodné veli¢iny X, pomoci niz budeme provadét rozhodnuti o hod-
noté parametru 6 € Q, tj. o zafazeni objektu do skupiny (roli parametru 0 tedy hraje
nahodnd veli¢ina Y, stejné jako u modelu logistické regrese).

Apriorni hustota parametru 6 € Q je

pricemz se jedna o hustotu vzhledem k ¢itaci mite. Podminéna hustota nadhodné veli¢iny
X za podminky § =Y =y mé tvar

r(x|0) = go(x), r(x[1) = g1(x),
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kde go, resp. g1 jsou hustoty N,(po,X) , resp. Np(p1,Y) vzhledem k Lebesgueové mife.
Mnozinou © rozhodovacich funkeci je opét mnozina funkei 6 : R? — {0,1}. Ztratovou
funkci zvolime stejnym zptisobem jako u modelu logistické regrese:

L(i,j)=1—6;;, i, j=0, 1.

Uzitim Bayesovy véty dostaneme podminénou hustotu parametru 6 za podminky znamé
hodnoty ndhodné veli¢iny X.

g9i(x)q(1)

TS ok’

Podle kapitoly o statistickych rozhodovacich funkcich mé optimalni rozhodovaci pra-
vidlo 0* tvar

m(i|x)

i=0, 1.

6*(x) = argmin E[L(Y, (X)) |X = x],
dED
pokud toto minimum existuje alespoii pro v(x)-skoro viechna x € X. V naSem p¥ipadé
hraje roli miry v mira Lebesgueova.
Je-li 6(x) = j, dostavame

1 1

BIL(Y,60X)) X =x] = 3" L(0,6(x))w(ifx) = 3 L, ) g 220

P P S0 9k (x)q(k)
1
(x)q

= 1—j X 1— 7).
S g )

Potom

min ,0 = x| = min 91-5(x)a(1 = j) .
5eD E[L(Y (X)) |X ] 3=0,1 leczo gr(x)q(k)

Toto minimum existuje Vx € RP a tedy muZzeme psat

0*(x) = argmin 91-(x)q(1 - ) = argmin g;_;(x -7
() jio,l > ko 9k(x)q(k) jio,l g1-5(x)a(1 = 3)

= argmax g; (x)q(j).
7=0,1

Tedy objekt, na némz jsme naméfili hodnotu X pomocnych znaki, zaradime do prvni
skupiny, pokud

91(X)q(1) > go(X)q(0)
91(X)A = go(X)(1 = A)
In(g1(X)) +In A > In(ge(X)) + In(1 — A)

In(

_ 1 -
1— )\) + (1 — po)'® X - 5(#1 + po)'E l(ul — po) > 0.
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TudiZ objekt zafadime do prvni skupiny, pokud S(X) > 0, kde

A 1 _ _
S(X) = In(7—=5) = 5 (1 + po)'E Y1 = po) + (p1 — po)' 27X
A 1 _ 1 _ _
=In(;=5) = 57 i + SRS o + (1 — po) BTIX
= ﬂ() +IBIX7
pritom
(1.2.1)
B=3""(p1 — po),
A 1 _ 1 _ A 1
fo=In(;—) = 5mE 1t S pY o = In(s— 3) 5Bt po)'B.

Pozdéji ukazeme, ze By, B jsou rovny stejné oznacenym parametrim z logistického mo-
delu. Objekt zafadime do nulté skupiny, pokud S(X) < 0. Pro uplnost dodejme, Ze
pokud S(X) = 0, miZeme objekt zafadit do libovolné skupiny, aniZz bychom zvysili
hodnotu bayesovské rizikové funkce p,(d) = E{E [L(6,6(X)) ‘9} }, jejimuz explicitnimu
vyjadfeni se budeme nyni vénovat. Podle kapitoly A o statistickych rozhodovacich funk-
cich je

pqe(0) = P(0(X) =1,0 =0) + P(§(X) =0,0 =1)
=P =0)P(6(X) =1/ =0)+ PO =1)P(5(X)=0/0 =1)
=P(Y =0)P(6(X)=1|Y =0) + P(Y = 1)P(6(X) = 0|Y = 1)
=(1-MNP(6(X)=1]Y =0) + AP(§(X) =0]Y =1)

=(1-X) / go(x)dz + )\/ g1(x)dx.
{x:6(x)=1} {x:6(x)=0}

Funkce p,(0) vyjadiuje pravdépodobnost toho, Ze dany objekt nespravné zaradime.
Tedy vySe popsané rozhodovaci pravidlo minimalizuje pravdépodobnost nespravné kla-
sifikace. K samotné diskriminaci novych objekti vSak funkci S(X) pouzit nemtizeme,
nebot obsahuje nezndmé parametry. PouZijeme proto odhadnutou diskrimina¢ni funkci
S (X), ve které nezndmé parametry nahradime vhodnymi odhady, jeZ ziskdme s pouzi-
tim zndmych hodnot Xq,...,X,, a Y7,...,Y,. Tim, Ze nezndmé parametry nahradime
jejich odhady vsak obvykle zvySujeme pravdépodobnost nespravné klasifikace.

Poznamka 1.2.1. Jak v modelu logistické regrese, tak v modelu normalni diskrimi-
nacni analyzy, nebylo pro tcely sestaveni teoretické diskrimina¢ni funkce nutné potteba,
aby veli¢iny Y7,...,Y,, jez urcuji zarazeni objekti ucici sady do jednotlivych skupin,
byly ndhodné. Do této situace se dostaneme, pokud si pfedem mezi ucici objekty vy-
bereme ny piisluSnikd prvni skupiny a ng pFislusniki skupiny nulté (nap¥. n, osob, jez
prodélali ur¢itou chorobu a ng osob, které danou chorobou nikdy netrpéli). Tuto skutec-
nost bychom vSak méli zohlednit pti vypoc¢tu odhadi nékterych neznamych parametri
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(zejména parametru A). K této problematice se jeSté vratime v nésledujici kapitole,
kterda bude vénovana pravé vypoc¢tu odhadi.

1.3. Smés normalnich rozdéleni

Model smési normalnich rozdéleni je definovan timto zptsobem. Necht X4,..., X,
je posloupnost nezavislych nadhodnych velic¢in, které jsou rozdéleny nasledovné:

£(X;) = Np(p1,X) s pravdépodobnosti A,
£(X;) = Np(po,X) s pravdépodobnosti 1 — .

Tedy X4, ..., X,, jsou stejné rozdélené s hustotou
(1.3.1) g9(x) = Ag1(x) + (1 — A)go(x)

vzhledem k Lebesgueové mite. Opét predpoklddame, zZe matice X je pozitivné definitni
aXe(0,1).

V tomto modelu nezname zarazeni n testovacich objekt do skupin a nemiizeme tedy
této znalosti vyuzit k sestaveni odhadnuté diskriminacni funkce. Pfesto si zavedeme
nadhodné veliciny Yi,...,Y,, které budou nezivislé a nabyvaji hodnot 0, 1. Y; = 1,
pokud £(X;) = Np(u1,%) a Y; = 0, pokud £(X;) = Np(po,X). Timto jsme model
smési normalnich rozdéleni prevedli na model norméalni diskriminac¢ni analyzy a tudiz
diskriminaci miZeme zaloZit na totoZné teoretické diskriminacéni funkci S(x) = Gy +03'x,
kde By, 3 jsou parametry majici stejny vyznam jako v modelu normalni diskriminac¢ni
analyzy. Jedingm rozdilem je, %e odhadnut4 diskriminaéni funkce $(x) = By + 3'x zévisi
na odhadech parametria pg, p1, X, A zaloZenych pouze na hodnotach X,,...,X,, a
bude se tudiZ obecné ligit od diskriminaéni funkce S(x).

Poznamka 1.3.1. Model smési normélnich rozdéleni je implicitné platny téz pii
platnosti modelu normdlni diskrimina¢ni analyzy. Za platnosti modelu (NDA) je totiz
nepodminénd hustota veli¢in X,,...,X,, tvaru (1.3.1).
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II. ODHADY PARAMETRU

Ve vSech tfech uvazovanych modelech je tfeba odhadnout jisté parametry. K jejich

odhadu zvolime metodu maximéalni vérohodnosti.

2.1. Logisticka regrese

V modelu logistické regrese budeme maximalizovat logaritmus sdruzené podminéné

hustoty vektoru Y = (Y1,...,Y,)" za podminky X;,...,X,. Tato je rovna:

(2.1.1) Fo0.8(¥X1, -+, Xp) = Hw(xi)yi(l — m(xg)) Y.

Potom logaritmické vérohodnostni funkce je rovna:

n

(2.1.2) (o, B) = D[ YilBo + B'X) — In(1 + exp (6o + BX2)) .
i=1
ol ' '
W :XY_XT[-(IBO7ﬁ)7

kde

1 Xy Y1 m(X1)

X=|(: 1], Y=[":], 768 = :
1 X, Ya 7(Xn)

Tedy odhad (,é(), Je )" musi spliiovat rovnici
(2.1.3) X'Y = X' (6o, B).

Nevyhodou je, Zze zminénou rovnici je nutné reSit iteracné.

Pii splnéni jistych podminek jsou Bo, B maxim4lng vérohodnymi odhady parametri
Bo, 3. Pfipomeiime, Ze matice X je typu n x (p + 1). Déle budeme vzdy predpokladat

n>p+ 1.

17
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Véta 2.1.1. Necht r(X) = p+ 1. Potom jsou Bo, B spliiujici vyse uvedenou rovnici
maximalné vérohodnymi odhady parametri [y, 3.

Diikaz. "
(o, B) = D [Yilo + BX:) = In(1 + exp(By + B'X,)) |.

=1

n

aa—IBZ:Z[EXZ |: +eXp( IBO_IBX)] 1 ,_7:|3 .j:Oa]-a"'apa
=1

pricem? X = (Xi;5), o -

921 n A o
98,00, ;[[1 + exp(—fo — X)) " [1+ exp(fo + B'X)] T X Xk

__ Z[ (X:) (1 = 7(X3)) X3 X |

= —Vjk (X)

Necht V(X) = ('vj,k(X))j’k:O,m,p. Matici V(X) muiZeme rozlozit na souéin tvaru
V(X) = XI Vﬂo:ﬁx’

kde V3, g je diagondlni matice typu n xn s diagonalou 7(X1) (1—m(X1)), ..., m(X,) (1—
W(Xn)). VSechny prvky na diagondle této matice jsou kladné a tedy matice Vg, g je
pozitivné definitni VG € R, V@ € RP. UkaZzeme, 7e za podminky r(X) = p + 1 je téz
matice V' (X) pozitivné definitni.

Necht ¢ € RP*L, ¢ # (0,0,...,0)". Oznaéme z = Xc.

CIV(X)C = CIXIVﬂOﬁXC = ZIVﬂO_gZ > 0,
nebot z pozitivni definitnosti matice Vj, g plyne
2' Vi pz =04 2z=(0,0,...,0) & Xc = (0,0,...,0),

coz je ve sporu s pozadavkem r(X) = p + 1. Tedy matice V(X) je pozitivné definitni
VBo € R,VB € RP, 7 ¢ehoZ plyne negativni definitnost matice

(872[) VB, € R,VG € R?
0B;0Bk ) jk=01,.p ' 0 '

Vzhledem k tomu, Ze matice druhych parcidlnich derivaci funkce [(S3y, 3) je negativné de-
finitni V3y € R, VB € RP, je tato funkce ryze konkdvni na RPt!. Podle vét matematické
analyzy je tedy kazdy bod (Go, 8') € R, splitjici aa—ﬁ‘j(ﬂ”o, B) =0 VYj=0,1,...,p,
bodem lokdlniho maxima dané funkce. Véty konvexni analyzy dokoncuji dikaz tvrze-

nim, Ze bod lokalniho maxima ryze konkavni funkce je bodem globalniho maxima této
funkce. [
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Poznamka 2.1.2. Prospektivni studie

Jak je uvedeno v kapitole 1.1, mohou se naméfené hodnoty X,..., X,, opakovat a
byt nastaveny experimentatorem, tj. byt nendhodné (tzv. prospektivni studie). Necht
I je pocet riznych hodnot veli¢in Xi,...,X,, v uc¢ici skupiné a xi,...,Xs jsou tyto

hodnoty. Necht nyni Y; ;, ¢ = 1,...,I, j = 1,...,m;, vyjadiuji zafazeni objekti do
skupin. Pritom m; je pocet objektl s hodnotou vysvétlujicich znaki x;, celkovy pocet
objektt je tedy nyni roven n = Zi[:l m;. Necht Y;. = 2721 Y; ;. Jestlize jsou hodnoty
vysvétlujicich veli¢in nendhodné a nendhodné jsou i ¢isla mq, ..., my, méli bychom pfi
hledani maximalné vérohodnych odhadi parametri (G, a B maximalizovat sdruZzenou
hustotu veli¢in Yi.,..., Y7 za podminky X; = x1,...,X; = x;7. Rozdéleni veli¢in Y;. za
podminky X; = x; je binomické s parametry m; a 7(x;). Uvedend podminéné sdruZzend
hustota je potom rovna

I
@14 gl = I (7 )t (- )
=1

Logaritmické vérohodnostni funkce je rovna
(2.1.5)

I I
(B0, 8) = > In (T;Z> +) [Yi-(ﬂo +B'X;) — miIn(1 + exp(Bo + ﬁ'Xi))]
i=1 v i=1

I I m;
=) In (T;Z> +> ) [Yi,j(ﬂo +B'X;) — In(1 + exp(fBo + ,3'Xi))] :
i=1 v i=1 j=1

Logaritmicka vérohodnost (2.1.5) se tedy od logaritmické vérohodnosti (2.1.2) lisi pouze
o ¢len Zle In ("Y“;’), ktery nezavisi na 3y ani na 3. TudiZ obé tyto funkce nabyvaji svého
maxima ve stejném bodé.

Poznamka 2.1.3. Retrospektivni studie

Situace, ze by naopak veli¢iny Y7,...,Y,, byly pevné zvolené a vektory Xi,...,X,
nahodné (tzv. retrospektivni studie), neni pro regresni modely p¥ili§ typickd, avSak
v praxi se vyskytuje pomérné casto.

Pfedpokladejme, Ze ny = Y ., Yi, ng = >, (1—Y;). Hodnoty ny a ng jsou tedy nynf
pevné zvoleny. Zavedme déle ndhodnou veli¢inu V, kterd bude indikovat zafazeni objektu
z dané populace do naSeho vybéru, tj. V = 1, pokud je objekt z populace ve vybéru
a V = 0 jinak. Necht s(x|y,v) je podminénda hustota vektoru X za podminky Y = y,
V = v. P1i hledani maximalné vérohodnych odhadd bychom nyni méli maximalizovat
podminénou sdruzenou hustotu vektori Xji,...,X,, za podminky Y; = y;, V; = v; = 1,
1=1,...,n, nebot nis vybér je podminén volbou hodnot Y; a také tim, které objekty ze
studované populace jsou obsazeny v naSem vybéru. Nejprve jsme totiz museli z populace
vybrat n, objektld se znakem Y = 1 a ng objekti se znakem Y = 0. Tato sdruZena
hustota je tvaru:

n
f5075(x17 st 7xn‘y17 <oy Yn, V1, - -, 'Un) = H S(Xi‘yi, ]-)
i=1
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Podle Bayesovy véty je pri oznaceni podminéné hustoty vektoru X za podminky V = v
jako t(x|v) :
PY =y X=x,V =1) t(x|1)

P(Y =ylV=1)

s(xly, 1) =

Budeme-li predpokladat, Zze pravdépodobnost zahrnuti objektu do vybéru nezavisi na
vektoru X, tj.

PV=1Y=1,X=x)=PV =1y =1) =9,
PV=1Y=0X=x)=PV =1Y =0) =,

a 7e plati model logistické regrese, tj. P(Y = 1|X = x) = [14-exp(—fFo—B'%)] = m(x),
je opét podle Bayesovy véty

_ PV =1Y =1, X = x)n(x) _

PV=1y =1,X=x)r(x)+ P(V =1Y =0,X =x)(1 — 7(x))

9y _m(z)
— 1917‘-(37) . 190 1—m(z)
’1917T(£L') + ’190(1 — 71'(:[,')) 1 + o 17r7(rm(zﬂ)
9 - Lo
= [1+exp( (Bo + In 19—(1)) ,BIX)} = [1+ exp(—6o* — B*'x)] ' = (%),

kde Bo* = o +In %+, B* = B. Podobné P(Y =0/ X =x,V =1) =1 — n*(x).
P1i vyuziti predpokladu nezavislosti X a V' je dale t(x|v) = t(x) a tedy

Joo 8(X1s o s XnlY1, oy Uns V1, V) =

X t(x:) N t(x:) —
- I 0y Sy T 00 5 -

Zyz_]- .:inO
1 5 t(x;)
:HW*(X Wil - (xg)) HP (yZ\V -
=V =

Vérohodnostni funkce je tedy tvaru

L(60,8) = G B ] e =

kde L*(Bo*,B*) = [[i, 7 (X;)Yi(1 - ﬂ*(Xi))l_Yi. Pfedpokladejme navic, Ze funkce
t(x) nezavisi na parametrech By, 3, resp. Go*, B*, coZ je v praxi obvykle splnéno. P¥i
hledani maximélng vérohodnych odhadi budeme maximalizovat funkci L(Sy, 3) za pod-
minek P(Y = 1|V =1) =" a P(Y = 0[V = 1) = "2. Po zderivovani funkce L* podle
Bo* zjistime, Ze body ,8~0* a B*, které maximalizuji funkci L*, tyto podminky spliuji.
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JelikoZ podle u¢inéného predpokladu je t(x) nezavislé na parametrech 3y, B3, resp. Bo*,
B*, staci pri hledani maximdln€ vérohodnych odhadi parametri Sy, 8 maximalizovat
funkci L* a hledané odhady (3y, B jsou potom rovny

- 0]
ﬂoZﬂo—lnﬁ—;, B =B

Tedy, abychom u retrospektivni studie ziskali spravné odhady koeficient v diskrimi-
nac¢ni funkci, je nutné upravit odhad absolutniho ¢lenu, pokud jsme s daty pracovali
jako kdyby veli¢iny Y7,...,Y, i X1,..., X, byly ndhodné.

2.2. Normalni diskriminac¢ni analyza

V modelu normalni diskrimina¢ni analyzy ziskdme maximéalné vérohodné odhady po-
moci maximalizace logaritmu sdruzené hustoty vektoru (X4,..., X/ ¥7,...,Y,)". Sdru-
Zend hustota dvojice (X’,Y)’ je rovna:

fxy) = PY =y)f(x]y).
Tedy f(x,1) = Ag1(x) a f(x,0) = (1—A)go(x), kde g1(x) je hustota rozdéleni N,(p1,X)
a go(x) hustota rozdéleni Np(po,Y). MiZeme tudiz psat f(x,y) = [)\gl (x) y[ —

A)go(x)] (=% Potom sdruzend hustota vektoru (X4, X0, Y, L, Y e
(2.2.1)

fﬂ1,u072,>\(x1""7Xn’y1""7yn) :)\2?21%‘(1_ 2ima (1=w0) H g1 X'L H gO Xz .

iy =1 1Y, =
Logaritmické vérohodnostni funkce mé tedy tvar:

(2.2.2)
[(“’13 Mo, b )‘) = hlf/,lq,p.o,z )\(Xla ey Xna Yla teey Yn)

—ZYln)\—i-z (1-Y; lnl—)\)—%ln27r+gln|2|_l+

+ Z[—i(xi — 1) H(Xi — p)Yi] + Z[—%(Xz‘ — o) XN (X — po)(1 - Y5)].

oA ) 1-x

ol “
= v, H(X; - ;
e Z ( K1)

ol
=31 - L(X, —
Prio Z — o),
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ol n 1 — 1 —
o1 52 3 ZYi(Xz’ —p1) (X — ) — 3 Z(l —Y3) (X — po) (Xi — po)'.
=1 =1

Kofteny vérohodnostnich rovnic tedy spliuji nasledujici vztahy:

(2.2.3)
1
A==,
n =1
N ie1 YiX; 1
M1 = Zz_nl = [0 Xz;
2= Yi 2= Yi iY;=1

ﬁ'O = 1= = X'7
Yi(1-Y)  YL,(1-Y) ;0 '

[V — ) (K= ) + i(l ~ ¥ (Xi — fu0) (X — fuo)'
|

(Xi = ) (Xi — i) + > (X — fio) (X — o).
i, =1 i:Y; =0

Dale ukaZeme, ze kofeny vérohodnostnich rovnic jsou skute¢né maximéalné vérohod-
nymi odhady parametri g1, po, X, A. Zavedme néasledujici oznaceni:

nlzzytu nO:Z(l_YTL)v
=1 i=1
Sy = Z (Xi — 1) (X — f11)', So = Z (Xi — f10)(X; — f20)’
1:Y;=1 i:Y;=0

P1i tomto znaceni mizeme tedy psat:

~om . 1 R 1 . 1
A= —, = — X, = — X;, X=—(S1+8p).
n (231 " i:;ﬂ i Mo 0 i:;:o i n( 1 0)

Lemma 2.2.1. Vi, uo € RP a pro vsechny matice Y. typu p X p plati

(1) Yy, =1 (Xi = 1) 271 (X — p1) = tr(Z7S1) + na (i — 1)’ S (for — pa)-

(2) Diyi—o(Xi — o) E7HX; — po) = tr(X7'S0) + n1(fro — o) S (foo — o).

Diikaz. Dokazeme pouze prvni ¢ast tvrzeni, nebot druhd ¢ast by se dokazovala ana-
logicky.

Y (Xi—p) ST (XKi—pa) = Y tr[(Xi — ) 7 (Xi — pa)]

:Y;=1 :Y;=1

= > oS = ) (K — )]
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=[N0 ) (X — i+ o — ) (X — 1+ — )]
=270 ) (X = f)(Xi — 1) + 7 (g — pa) (1 — pa)']

= tr(S7'S1) + tr[na (1 — p1)' ST (B — pa)]
= tr(E_lSl) —+ nl(ﬂl - [J,l),E_l([:l,l — /J,l) O

Poznamka. UzZitim lemmatu 2.2.1 snadno odvodime

n n 1 A
fuipomaXe, o, X, Y1, Y,) = (27r)__2£ 272 A" (1= \)" "™ exp [—5 tr(nE_lE)] .
1 N —1, A N —1, A
- €xp {—5 [m(m —p1)'® 1(Nl — p1) + (0 —n1)(fro — po)'S 1(Ho - Ho)} } )
z ¢ehoz plyne, Ze ni, fi1, flg a )y jsou postacujicimi statistikami pro model normalni
diskrimina¢ni analyzy.

Lemma 2.2.2. Matice S1 a Sy jsou pozitivné semidefinitni.

Diikaz. DokaZeme pouze pozitivni semidefinitnost matice S, nebot pozitivni semi-
definitnost matice Sy by se dokazovala analogicky. Necht ¢ € RP. Potom

cSic=c[ ) (Xi—p)Xi—fm)]e= Y /Xi—f)(Xi—jn)c

1:Y; =1 1:Y; =1
= Z z;z; > 0,
1:Y; =1
kde Z; = (XIL - /:l,l)’C. ]
Lemma 2.2.3. VA € (0,1) n;Inft 4 ngln %% —nlnn > 0.
Diikaz. Necht h(A) =nqln 5 4 ngIn % pro A € (0,1).
n o
h'(A) =—(— - VA€ (0,1).
W= e
n1 No n1 o
' (\) = — = A= — =\
W=0eT=139""%

Pro0 < A< Ajeh(A) <O0aproX <A< 1jeh(A)>0. h(\) =0, na intervalu

(0, A) je funkce h klesajici a na intervalu (), 1) je funkce h rostouci, z &ehoz p¥imo plyne
platnost tvrzeni. [

Lemma 2.2.4. Necht' Y je pozitivné definitni matice typu p X p. Necht n je vlastni
cislo matice 2X71(Sq + So), kterému prislusi vlastni vektor z. Potom n > 0.

Diikaz. 7 definice vlastnich vektori a vlastnich c¢isel je z nenulovy vektor, ktery
spliuje

1
’I]Z = 52_1(81 + So)Z.
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Vynésobime-li tuto rovnici zleva vyrazem z'Y, dostaneme nésledujici vztah:

1
nz'Yz = EZI(SI + So)z
1 1
n = ﬁ . Z’EZZI(SI —I—S())Z 2 0,

nebot z'Yz > 0 kvili pozitivni definitnosti matice 3 a z’(S1+Sp)z > 0 podle lemmatu
2.22. 0O

Lemma 2.2.5. V>0 Ihnn—-n+1<0.
Diikaz.

Vn >0 n < exp(n—1)
Inp<n-1
Inn—-—n+1<0. O

Véta 2.2.6. V modelu normalni diskriminac¢ni analyzy jsou 5\, 1, fo, 3} maximalné
vérohodnymi odhady parametri A, p1, po, 2.

Diikaz. Necht py,po € RP A € (0,1) a ¥ je pozitivné definitni matice typu p X p.
Uzitim lemmatu 2.2.1 dostavame:

(g1 po, 50 = > A+ > ln(l—)\)—%ln27r+gln|§]|_l—

:Y; =1 3:Y; =0
1 1 B
~3 > (Xi— )TN (X — ) — 3 > (Xi— po)'S7H(Xi — o)

=nilnA+neln(l — ) — %ln%r—i— gln\E\_l—

1 1
-3 tr(X71S1) — 3 tr(X7'Sg)—

n R _ R ng , . _ R
- 71(M1 — 1)'S 1(Ml —p1) — 7(#0 — po)'E 1(NO — po),
. 1 —1
(1, fio, 55, A) = nlln% +n01n% _ %mzwr gln‘ﬁ(Sl-l—So)‘ _

— %tr[(%(sl—kSo))_lSl} — %tr[(%(& +So))_lSo]

=n;Ilnn; +nolnng —nlnn — n_2p In 27 + gln(np|81 + So|_1)—

— % tr [n(Sl + So)_181] - % tr [n(Sl + SO)_ISO]

=niInny +nglnng—nlnn — n—2pln27r+ glnn”—l— gln|S1+So|_1—

- % tr[n(S1 +80) 7 (81 + So)]
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=nylnn; +nglnng —nlnn — %1112%4— glnnp — gln|Sl+SO| — 7}9

Necht 7,,...,m, jsou vlastni ¢isla matice %E_l(Sl + Sp). Podle lemmatu 2.2.4 plati
m >0,...,m, >0 a dale

‘— SHS‘—H%

7j=1
p
tr[%E—l(Sl—l—Sg)} = ;m

Uzitim lemmat 2.2.3, 2.2.5 a s vyuzitim pozitivni definitnosti matice 3, kterd implikuje
(e — pr)' 27 (i — px) > 0, k = 0,1, dostaneme nésledujici rovnosti a nerovnosti:

A ~

(21, 0,2, A) — H(p1, po, X, A) =
=ni1lnny +nglnng —nlnn+

Inn? — —ln\Sl+So| _ P —niln A —ngln(l — A)+

| 3

+ 2 2 2
n 1 _1 1 1

n ~ _ ~ ng , . _ ~
+ ?1(#1 — 1) S (1 — ) + 70”0 — 10)'27 (20 — o)

nllnn + ngln —nlon g+
-1 J

Nno
) 11—\
ny, . 1/ A no , . —1/ A

{5 (= ) S 7 (= ) + 7 (o = p0) B (0 — pao) J+

‘Sl—l-So‘ _1 @

+{ Pl n?|3| +2 TS+ S)] - 2}
|S1+S0| [

T

_1(81 + So)} _ P

> iy
2 2

1

_ —g{ln‘ﬁE_ (81+S0)| — tr[~X7H(S1+ )] +P}

n P o
= —5{1111_[7“ — Zﬂj +p}

=1 =1

n D

— —5 Z{lnnj - Ny + 1}
j=1

>0. O
Poznamka 2.2.7. Jak jiz bylo fe¢eno v poznamce 1.2.1, veli¢iny Y7, ..., Y, nemuseji

byt nutné ndhodné. V této situaci bychom vSak méli predpokladat, ze parametr A, ktery
vyjadiuje pomeérné zastoupeni jedincii dvou uvazovanych skupin v populaci, je znamy.
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Pro odhad diskriminaé¢ni funkce v modelu (NDA) tedy misto ) pouZijeme presnou hod-
notu A. Ostatni parametry (@1, po a ) odhadneme stejnym zptsobem jako v pripadé,
ze Y1,...,Y, jsou ndhodné.

Jsou-li nendhodné naopak vektory Xy, ..., X, aveli¢iny Y7, ..., Y, zistavaji ndhodné
(nap¥. v mediciné podivame &asti populace pfedem urcéenou davku léku, druhé ¢asti
populace jinou pfedem urcenou davku léku a sledujeme, u kterych jedinci se zlepsil
a u kterych nezlepsil zdravotni stav), je vhodné k diskriminaci pouZit jiného modelu
(napt. logistické regrese). V této situaci totiz nemizeme A odhadovat pomoci vyrazu
% Z?Zl Y;, nebot tento vyraz odhaduje pravdépodobnost, Ze Y = 1, podminénou ovSem
realizovanymi, pfedem urcenymi, hodnotami vektori X,...,X,,.

2.3. Smés normalnich rozdéleni

V modelu smési normdalnich rozdéleni ziskdme maximélné vérohodné odhady maxi-

malizaci logaritmu sdruzené hustoty ndhodnych vektort Xj,...,X,,. Tato hustota je
tvaru:

n
(2.3.1) Funpoma(X1, -, %n) = | [[Agr(xi) + (1 = X)go(xi)]-

=1

Odtud dostaneme logaritmickou vérohodnostni funkci

(2.3.2) ((p1, 0, B, A) = Y In[Aga (Xi) + (1 — A)go(X)]
=1
=nln(2r)"% + nln|2|_%+

+ Zln [)\ exp(—%(Xi — “1)/2—1(Xz‘ - Nl))

=1

+(1=2) eXp(—%(Xz‘ — o) TTH(X; - No))}-

Necht ¢(X) = Ag1(X) + (1 — A)go(X).

ol "1 Ag1(X;) I (1-X)go(Xy) S wp Y wy)
S - Byl

B A gXy)  1-x g(Xy) A 11—

=1

AN S A1(Xi) s 11
— = U NX — ) = > wiS X — ),

n

ol 1—X)go(X;
_ZM

— = YU X — o) =Y wiRTHX, — po),
ap,() - g(X) ( i NO) Zzzl i ( i NO)
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1 —A)go(Xi)
AT [ ) (Xs = ) (X; — ) + L= ND KD 0 x, - |
8 n Z ) (Ki = )+ e (K = o) (X = puo)
DI (X — p1) (X — 1)+ wd (X — o) (X — o)’
=n Z = 1) (Xi = )’ + wf (Xi — po) (Xi — po)'],
Ag1 (X
kde wz-l = 791( ),
9(X)
woz—(l_)\)gO(Xi) 1=1,...,n
1 g(X_z) ) b ) b))
pfitom plati w) =1 —w; Vi =1,...,n. Kofeny vérohodnostnich rovnic tedy spliuji
vztahy:
(2.3.3)
1 n
A= — pl
N i1 0 X
M1 = Zl_nl o1
Zi:l w;
v ZIZ:]_ ]' - /I'D;,L)X'L
Ho = o1y )
1 (1 —w;)

>ie
= % 3 [ (X — ) (X — fia)’ + (1 — 0] ) (X — fio) (X — fio)'].-

Povsimnéme si, Ze vérohodnostni rovnice pro smés normélnich rozdéleni ziskame for-
malné z vérohodnostnich rovnic pro model normélni diskriminac¢ni analyzy nahrazenim
hodnot Y7, ...,Y, vahami w},... , wl. Na rozdil od modelu diskrimina¢ni analyzy viak
nezndme hodnoty Yi,...,Y, a vdhy wi,...,w} zaviseji na nezndmyjch parametrech.
Odhady musime tudiz hledat iteracné.

Véhy wi, ..., w} jsou navic logistickymi pravdépodobnostmi 7 (x;), které se vyskytuji
v modelu logistické regrese, nebot uZitim Bayesovy véty dostavame vztah (p¥i definovani
veli¢in Y7,...,Y, jako v kapitole 1.3)

Y = 1K = ) = g1(x:)P(Yi = 1) _dnls) _

1(x)P(Y; =1) + go(x:) P(Y; = 0)  g(x) '

V ptipadé smési norméalnich rozdéleni se ndm nepodari dokéazat, Ze odhady spliujici

vérohodnostni rovnice jsou vzdy skute¢né maximélné vérohodnymi odhady neznédmych

parametri. Logaritmickd vérohodnost totiz miZe byt neomezend pro ¥ — 0 (nulova
matice) (viz [13]).
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Piiklad. Nechf p=1,n=2a X; =1, X = 0. Potom pfi 1 =1, pp=0a A = 3
je
1 1 —1/2%
(1, o, 2, A) = [(1,0,%, 5) =h(X)=—In(27) 4+ 2In 5~ In(X) +2In(l1 +e )

lim A(X) = occ.

E—>0+
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Odpovéd na otéazku, zda lze prejit od jednoho modelu k druhému, by méla podat
pravé tato kapitola. UkaZeme, Ze pti splnéni jistych predpokladi lze néktery uvazovany
model ziskat z jiného.

3.1. Model logistické regrese a smési normalnich rozdéleni

Nejprve ukazeme, jak model smési normélnich rozdéleni souvisi s modelem logis-
tické regrese. Budeme pouzivat znaceni uvedené v prvni kapitole. Opét si v modelu
smési normalnich rozdéleni zavedeme pomocné veli¢iny Yi,...,Y,, které budou indi-
kovat spravné rozdéleni ndhodnych veli¢in Xy,...,X,,. Tedy ¥; = 1, pokud £(X;) =
Ny(p1,%) aY; =0, pokud £(X;) = Np(po,%), i=1,...,n. Plipomehme pouze, ze
veli¢iny X, ..., X, maji hustotu g(x) = Ag1(x) + (1 — A\)go(x) vzhledem k Lebesgu-
eové mife, kde g;, resp. go jsou hustoty Np(p1,3), resp. Np(po,X). P(Y; =1) = X a
PY;=0=1-2, i=1,...,n

Vyjdeme-li nyni od modelu smési normalnich rozdéleni, dostavame uzitim Bayesovy
véty nasledujici podminéné rozdéleni pomocnych veli¢in Y;, ¢ = 1,...,n za podminky
Xi = X;.

(3.1.1)

B B B g1(x;)P(Y; = 1)
P(Yi=1X;=x) = 91(x:) P(Yi = 1) + go(x:) P(Yi = 0)

1

1 +exp ( In 25 — TppS o + pi Sy — (py — IJ'O)IE_IXZ'>

:[ +eXP( ,80—,3}(1)] ) i=1,...,n,
kde

B =3X""(u1 — po),

A 1 1 A 1
=1 ——u' 1 Yy =1 - = '3.
fo=Ino— —omE pr + o poX” po =In o — o (p1 + o) B

Vidime tedy, Ze od modelu smési normalnich rozdéleni lze piejit k logistickému modelu
s vySe uvedenymi parametry [y a 3, nebot v modelu logistické regrese pozadujeme, aby
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podminéné rozdéleni veli¢in, které indikuji zafazeni objekt do jednotlivych skupin, bylo
pravé tvaru (3.1.1). Opacény pfechod mozny neni (ani kdybychom v modelu logistické
regrese predpokladali normalitu ndhodnych veli¢in X;,...,X,,, i=1,...,n) jiz z toho
dtivodu, Ze v modelu smési normalnich rozdéleni mame (% + 571’ + 1) nezavislych ne-
znamych parametrt a v modelu logistické regrese pouze (p + 1) nezavislych nezndmych

parametri.

3.2. Model logistické regrese a normalni diskriminac¢ni analyzy

Vzhledem k tomu, Ze model diskriminac¢ni analyzy se lisi od modelu smési normal-
nich rozdéleni pouze tim, Ze pomocné ndhodné veli¢iny Yi,...,Y,, jsou jiz zahrnuty
v modelu, lze naprosto stejnym zptusobem ukazat, Ze je mozné prejit od modelu diskri-
minacni analyzy k logistickému modelu s parametry totoznymi tém, které byly odvozeny
v predchazejici ¢asti. Ani zde neni moZny opacny piechod.

Ukézeme si vSak, ze logisticky model plati téz pri obecnéjsich predpokladech o roz-
déleni vysvétlujicich velicin X;,...,X,,, nez téch, které jsou pozadovany pro model
normalni diskrimina¢ni analyzy. Necht

PlY;=1)=X€(0,1), i=1,...,n,
PY;=0=1-X€(0,1), i=1,...,n.
Necht vysvétlujici veli¢iny X;,...,X,, maji nasledujici podminénou hustotu za pod-
minky Y; =k, k =0,1 vzhledem k Lebesgueové mifte:
r(x1) = fi(x) = C(¥1,m)h(x,n) exp(x'T(91,7)),
r(x/0) = fo(x) = C(Po,m)h(x,n) exp(x'T (Yo, n)).
kde 91, 9o jsou parametry, jejichz hodnoty mohou byt rozdilné v zavislosti na hodnoté
Y; a n je parametr, jehoz hodnota je stejnd pro obé podminénd rozdéleni. C,h jsou
znamé funkce, T je téZ zndmad, avSak vektorova funkce. Navic pfedpokladejme f;(x) >
0, fo(x) >0VxeRP.
Za téchto predpokladi dostavame uzitim Bayesovy véty nasledujici vztah:
Af1(x;)

PY;, =1X,; =x;) = Af1(xi) + (1= X) fo(x;)

1
1+ eXP(_ In 25 —In 553333 = (T(@1,m) = T (Do, n))lxi)
1 .
T T+exp(—Bo—B'xi) Pe b
kde
A C(91,m)

=1 1
/80 nl—)\+n0(190,7])’

B =T(D1,n) — T(9o,n)-
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Model normalni diskriminac¢ni analyzy je specialnim pripadem vySe popsané situace,
nebot

191 = M1,
190 = Ho,
n=>x,

i) = (2m) 7 [8]7¥ exp(— 5 (3 — i B (x — )

1 , 1
= exp(— 5 u S ) (21)F[S]7F exp(— 5 xS x) exp(x'S T ), k=0, 1.
Tedy

1 _
C(IJ’kH E) = eXp(—ilJ:;cE 1”’/6)7 k=0,1,
) 1
h(x, %) = (2m) 75|52 exp(—5x'Y7"x),
T(pr,X) =Y "pp, k=0,1.

3.3. Model smési normalnich rozdéleni a diskriminaéni analyzy

Vztah mezi témito dvéma modely neni nutné podrobné rozebirat, nebot jak jiz bylo
Feceno, lisi se tyto modely pouze tim, jestli jsou do nich zahrnuty pomocné veli¢iny
Y1,...,Y,, ¢ nikoliv (tj. tyto modely se odliSuji znalosti p¥islusnosti danych objekti
do jednotlivych skupin). Respektive model (NDA) je definovan pomoci podminéného
rozdéleni veli¢in X, ..., X,, za podminky Y; = y1,...,Y, = y, a model (MND) pomoci
nepodminéného rozdéleni X4,...,X,,. Lze tedy od jednoho modelu pfejit k druhému,
aniz by se jejich parametry zménily. LiSit se ovSem budou odhady téchto parametri i
pfi pouziti stejnych metod odhadu, jak bylo ukdzano v druhé kapitole.
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IV. OVEROVANI PREDPOKLADU STUDOVANYCH MODELU

Proc¢ testovat predpoklady modeli? Logisticky model sice neklade zadné zvlastni
pozadavky na rozdéleni nahodnych veli¢in X,,...,X,,, ale misto toho pfedpoklada
specificky tvar pravdépodobnosti P(Y = 1|X = x). Skutecnost, Ze opravdu plati
PY=1X=x) = [1+exp(—ﬂ0—,3’x)] _1, bychom méli ovérit nejlépe pomoci néjakého
statistického testu.

U zbyvajicich dvou modelt by naopak mélo postacovat ovéreni jejich predpokladi,
jimiz jsou v prvni fadé mnohorozmeérna normalita veli¢in X,...,X,, a dile shodnost
varian¢nich matic vysvétlujicich veli¢in X4, ..., X,, v obou uvazovanych skupinach, do
kterych dané objekty zafazujeme (tyto podminky mj. zajistuji platnost modelu logistické
regrese, jak bylo ukadzano ve tfeti kapitole). Nezndme-li pfitom zafazeni jednotlivych
objektu do skupin, je ovéfeni predpokladu normality pomérné obtizné, nebot X4, ..., X,
neni vybérem z jednoho normaéalniho rozdéleni, ale ze smési dvou normalnich rozdéleni
s riznymi stfednimi hodnotami. Hustota této smési se bude liSit od hustoty normélniho
rozdéleni a obvykle nebude symetricka, jako je tomu u hustoty normalniho rozdéleni.
7 tohoto divodu vétsina béznych testl jednorozmeérné normality zamitne hypotézu, Ze
jednotlivé slozky vektort Xj,...,X,, pochazeji z normélniho rozdéleni. Proto se pfi
pouziti modelu smési normélnich rozdéleni musime obvykle spokojit pouze s nepresnym
ovéfenim predpokladi pomoci riznych grafi a obrazkd (histogrami apod.).

Dale uvedeme nékteré testy dobré shody pro model logistické regrese publikované
v [8] a test pro ovéfeni shodnosti varian¢nich matic nékolika vybéri.

4.1. Zakladni testy dobré shody pro model logistické regrese

Pro popis testii dobré shody pouzijme znaceni, jez bylo zavedeno v ramci poznamky
2.1.2. Tj. necht ucici skupina obsahuje n objektid, I je pocet riuznych hodnot veli¢in
X4,...,X, v ucici skupiné a xi,...,x7 jsou tyto hodnoty. Jak jiz bylo rfeceno v po-
znamkéach 1.1.1 a 2.1.2, veli¢iny Xy, ..., X,, nemuseji byt nutné ndhodné (obvykly jev
u regresnich modeli). Mohou se tedy nékteré z hodnot Xy,...,X,, opakovat, i kdyz
jsou veli¢iny X;,...,X,, spojité rozdélené. Cely model logistické regrese pracuje totiz
s podminénym rozdélenim veli¢in Y1,...,Y, za podminky X; = x4,...,X,, = x,,. Hod-
noty Yi,...,Y, vyjadfujici zafazeni ¢-tého objektu do jedné ze dvou skupin pfeznacme
naY;;, ¢=1,...,I, j=1,...,m;, kde m; je pocet objektl s hodnotou vysvétlujicich
znakid X; a Y;;, j = 1,...,m; oznaCuje zafazeni objektl, u nichZz maji vysvétlujici
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znaky hodnotu X; = x;. Stejné jako diive oznacme
I m;
m=y 30,
i=1 j=1

I m;

o = ZZ(I —Yij)-

i=1 j=1

Metodou maximalni vérohodnosti, kterd je popsana v kapitole 2.1, ziskdme odhady
,8~0, B parametri fy, 3. Pomoci téchto odhadl spocitdme odhady logistickych pravdépo-
dobnosti

(x;) =7 = [1 + exp(—ﬂo — B'xi)}_l.
Piimo z vérohodnostnich rovnic uvedenych v kapitole 2.1 plyne vztah

I m; I
=Y Y Yi;=> mif,
i=1 j=1 i=1
I m; I
Nng = ZZ(l — }/i,j) = Zmz(l — 7~TZ)
=1 j=1 i=1

Necht N
Y =) Y.
j=1

Popiseme test dobré shody zaloZeny na Pearsonové x? statistice a test pomérem véro-
hodnosti.

4.1.A. Pearsonuv x? test

Celou situaci lze popsat kontingencéni tabulkou typu 2 x I s danymi marginalnimi
sloupcovymi ¢etnostmi. Pritom i-ty sloupec tabulky reprezentuje binomické rozdéleni
s parametry m;, w(x;) = ;.

Tabulka odhadnutych teoretickych cetnosti méa tedy tvar:

X
Y X1 Xy
1 m17~r1 m[7~1'1 ni
0 |m(1—71) ... mp(1—77)|no
mi mr n

Tabulka empirickych (pozorovanych) Getnosti je tvaru:

X
Y X1 Xy
1 Y1 e Y} ny
0 ml—Yl. m[—Y}. Un
mi mr n
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Protoze méame dany marginalni sloupcové cetnosti, jsou hodnoty v nasi tabulce vazany
I podminkami (mym + mqy(1 —m) = ma,...,mrrr + mr(1 — 77) = my). Tento Gdaj
budeme potFebovat pro vypocet stupii volnosti v Pearsonové testové statistice, ktera
ma tvar

(m; — Y. —my(1— 7)) i — m;7; )2

i=1 mi(1 — ;) i=1

I
Z —m;;)?
Mg T;

=1 mﬂrz o ) .

Pomoci této statistiky lze testovat shodu dat v pozorované tabulce s tabulkou teore-
tickou, kterd je v naSem piipadé zalozena na modelu logistické regrese (podrobnéjsi
informace o testech dobré shody lze ziskat napf. v [12]). Pfi hypotéze Hy: plati logis-
ticky model, m4 statistika 2 asymptoticky rozdéleni x? s nasledujicim poctem stupiii
volnosti: velikost kontingenéni tabulky — pocet vazeb v teoretické tabulce — pocet od-
hadnutych prametri =21 — I — (p+1)=1—(p+1).

Tedy pti platnosti Hy je

L) = x*(I = (p+1)).
Samoziejmé musi byt splnéna podminka I > p + 1.

4.1.B. Test pomérem vérohodnosti

Uvazujme nadmodel logistického modelu, ve kterém nebudou pravdépodobnosti m; =
P(Y = 1|X = x;) vazdny 7Zadnym funkciondlnim vztahem, tj. m; = w(x;) = p;, @ =

1,..., 1. Takto definovany model je obvykle nazyvan jako saturovany model. P¥ipo-
mefnime, Ze maximéalné vérohodné odhady parametri ziskdme maximalizaci logaritmu
sdruzené podminéné hustoty vektoru Y = (Y1.1,...,Y1,my,---, Y1,1,- -+, Y1,m;)’ za pod-
minky X; = x1,..., X7 = X7, kterd je:
I m;
i 1 Yi
f(y‘xlv"'axf) HHWyJ _ﬂ- 7
1=1j5=1

Odtud logaritmické vérohodnostni funkce je rovna:

my;

[(7T1,---,7TI)=Z[ZYi,j1n7rz ZYH lnl—’;rz)]

=1 5=1

7 vyjadreni logaritmické vérohodnostni funkce jiz snadno ziskdme maximélné vérohodné

odhady parametri 7y, ..., 77 v saturovaném modelu, které jsou:
. Y1
T = — =1Y1.
m
. Y1
Tr = — =YrI..

mr
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Maximalné vérohodné odhady v logistickém modelu, jez je podmodelem modelu satu-
rovaného, jiz zndme: 7q,...,77. Nyni mizeme vyjadrit testovou statistiku D pro test
hypotézy Hy: plati logisticky model, ziskanou metodou pomérem vérohodnosti.

D= _21n<vér0hodnost podmodelu)
N vérohodnost modelu
= —2(((&1,...,71) — (F1,...,%1))
I
Y; m; —Y;
=2 Y, ln— +(m; —Y;)ln ———>_|.
;[ miT; ( ) mi(l_ﬂ'i)}

Statistika D je obvykle nazyvana jako deviance logistického modelu a mé pfi platnosti
hypotézy H, asymptoticky rozdéleni x? s poétem stupiiti volnosti, ktery je roven rozdilu
dimenzi prostoru parametri v modelu a v podmodelu, coZ je v naSem piipadé I —(p+1).
Tudiz pii platnosti Hy je

(D) = x*(I - (p+1)).

Opét musi byt splnéna podminka I > p + 1.

Poznamka 4.1.1. Jak je uvedeno v poznamce 2.1.2, je v pfipadé nendhodnych cisel
may,...,my nutné p¥i hleddni maximélné vérohodnych odhadi maximalizovat sdruze-
nou hustotu veli¢in Yi.,..., Y7 za podminky X; = x1,...,X; = x;. Z ni odvozena
logaritmickd vérohodnost se vSak od té nami pouzité liS§i pouze o c¢len Zi[=1 In (’;,t’),
ktery nezavisi na odhadovanych parametrech. Nezméni se tedy ani odhady v saturova-
ném modelu, ani deviance, nebot o stejny ¢len se lisi od ndmi pouzitych vérohodnosti
vérohodnost jak saturovaného, tak zkoumaného modelu.

Nyni by bylo vhodné upozornit na nékteré problémy spojené s pouzitim vyse uve-
denych testi dobré shody. Prvné, tyto testy lze pouzit pouze v pripadé, Ze hodnoty
X1, ...,Xs jsou skutec¢né pevné dany a ¢islo I je zvoleno predem. Pokud mé vSak alespon
jedna slozka vysvétlujicich ndhodnych vektori Xy,...,X,, spojity charakter a chceme-
li, aby hodnoty xi,...,x; byly dostatecné reprezentativni pro dané rozdéleni, bude
obvykle nutné volit I ~ n. Rozdéleni testovych statistik je vSak ziskdno asymptoticky
pro n — oo a tedy pokud I = n, roste s rozsahem vybéru téz pocet stupini volnosti
testovych statistik. V publikaci [10] je uvedeno, 7e pro I ~ n je pfi platnosti Hy : plati
logisticky model, Ex? < I — (p+1) atéz ED <I— (p+1).

Dalsim problémem, ktery je spojen s pouzitim Pearsonovy x? statistiky, je pozadavek
na dostate¢né velké odhadnuté teoretické Getnosti, napt. m;m; > 5, m;(1 —7;) > 5, i =
1,...,1, ktery téz nebude obvykle splnén, pokud I =~ n.

Oba vyse uvedené problémy lze vyresit, pokud bude pocet sloupct diive uvedenych
kontingen¢nich tabulek pfedem pevné dany a mensi nez rozsah vybéru n. PopiSeme si
testovou statistiku navrzenou v [8], ktera je zaloZena pravé na této myslence.
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4.2. Hosmerovy-Lemeshowovy testy

Statistiky vhodné pro testy dobré shody navrzené Hosmerem a Lemeshowem v [8] jsou
zalozeny na seskupeni nékterych sloupcti kontingenc¢nich tabulek uvedenych v kapitole
4.1. Je dobré pripomenout, Ze tyto testy jsou vhodnym zlepSenim testi dobré shody
uvedenych v téze kapitole pro situaci, v niz jsou veli¢iny Xy, ..., X,, spojité a s rostoucim
rozsahem vybéru roste pocet moznych kombinaci jejich hodnot. Nyni nemusi byt ¢islo
I nutné zvoleno predem, stejné jako hodnoty x;, ..., x;.

Nejprve zvolime g < n pocet pozadovanych sloupcii kontingenéni tabulky. Pozorovani
preznacime tak, aby platilo 71 < 79 < --- < 77, Autori uvadéji dvé mozné metody
seskupovani sloupct.

(1) Metoda, jejimz vysledkem jsou skupiny obsahujici p¥iblizné stejny pocet pozoro-
vani, pracuje nasledujicim zptsobem. Do prvniho sloupce zafadime p¥iblizné n/g pozo-
rovani Y11, ., Yimys ooy Yar 15y Yo m x kterym nélezi nejmen51 odhadnuté pravdeé-
podobnosti 7;, 1 = 1,...,n}. Nasi snahou Je aby m} = Z 11 m; bylo co mozné nejblize
hodnoté n/g. Postupne vytvaiime dalsi sloupce, az konecné v g-tém sloupci je pfi-
blizné n/g pozorovani Y; 1,...,Yem,s -+, Y11, ..., Y1,m,, kterym nalezi nejvétsi odhad-
nuté pravdépodobnosti m;, ¢ =t,..., I (t = i;} ny, + 1), pfitom nf, ..., ng oznacuji
pocty riznych hodnot vysvétlujicich veli¢in Xl, ..., X7 v jednotlivych sloupcich (tedy
plati 7 _, nj, =I). Necht tg = 0, t; = Zf 1nj, k =1,...,9 anecht mj,...,my jsou
pocéty pozorovani v jednotlivych sloupcich, tedy spliuji Vztahy my, = Z:”“ te_ a1 Mis k=
1,...,9. Snazime se, aby m} bylo co nejblize hodnoté n/g Vk = 1,...,g. Je-li g = 10,
nazyvaji se hodnoty odhadnutych pravdépodobnosti, jez oddéluji jednotlivé sloupce jako
decily rizika. Samotné sloupce kontingenc¢ni tabulky budeme v naS$i praci nazyvat deci-
lovymi skupinami.*

(2) Metoda zaloZzena na pevnych délicich bodech. Pomoci této metody zafadime do
prvniho sloupce ta pozorovani Y1 1,..., Y1 mys ooy Yar 1,00, Ynfl,mn,l, kterd splnuji 0 <
7 <1/g, i =1,...,n}, do k-tého sloupce pozorovani Y;, ,411,..., Vi i41me, 410ee o
Yie1s -5 Yeoma, ,jei spliji (k —1)/g < 71; < k/g,i=tg—1 +1,...,t, k =2,...,9.
Hodnoty nf,..., n s b0y - -y tg, M, ..., my maji stejny vyznam jako u predchéazejici me-
tody seskupovani.

Pro novou kontingenc¢ni tabulku typu 2 X g nyni spoc¢itdme odhadnuté teoretické a
empirické ¢etnosti. Odhadnuta teoreticka cetnost pro rddek Y =1 a k-ty sloupec je

tg
Cr = E mﬁri,kzl,...,g,

i=tp_1+1
pro fadek Y = 0 a k-ty sloupec:

tg

my, — C = Z mi(l—7;), k=1,...,9.
1=t _1+1

*O decilech se mluvi i v situacich, kdy neni v kazdém sloupci pfesné desetina vSech pozorovani.
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Empiricka cetnost pro fadek Y =1 a k-ty sloupec je

tr m;
O = Z Zn,j;kzla"wga

i=tp_1+1j5=1
pro tadek Y = 0 a k-ty sloupec:

23

my — o = Z 2(1—}/,”-), k=1,...,g.

i=tp_1+1j5=1

Daéle necht

tr ch
> omifty=—=, k=

m
i=tp_1+1 k

1,...

. 1
T = " - ' g
my

je odhad pravdépodobnosti P(Y =11X € {x¢,_,+1,---:X¢, })
Tabulka odhadnutych teoretickych ¢etnosti ma tedy tvar:

X
Y | 1. sloupec ... g-ty sloupec
1 miTy myTg ni
0 |mi(l—m1) ... mp(l —7,y) |no
mj my n
Tabulka empirickych (pozorovanych) ¢etnosti je tvaru:
X
Y | 1. sloupec ... g-ty sloupec
0| mi—o1 my—0g | Mo
mj my n

Testova statistika Hosmerova-Lemeshowova testu pro ovérovani shody s modelem
logistické regrese m4 tvar bézné Pearsonovy x? statistiky pro ovéfovani shody teoretické
a empirické tabulky, tedy

Uzitim rozséhlych simulaci (podrobnéji viz [9]) bylo ukdzano, Ze pro I = n mé pfi
platnosti hypotézy Hy : plati logisticky model, statistika C' p¥iblizné rozdéleni x? o g —2
stupnich volnosti. Podle [8] 1ze p¥i platnosti hypotézy Hy dobie aproximovat rozdéleni
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statistiky C rozdslenim x2(g — 2) té% v situaci, kdy I ~ n. Déle autofi [8] doporucujf
pouzivat prvni metodu spojovani sloupci zalozenou na percentilech z divodu lepsi
dosaZené shody testové statistiky s rozdélenim x2(g — 2), obzvlasté v situacich, kdy
je vétSina z odhadnutych pravdépodobnosti 7y, ..., 7 blizkych 0.

Aby bylo mozné pouzit vySe uvedenou statistiku, meéli bychom jesté ovérit napft.
podminku m;7, > 5, mi(1—7g) > 5,k =1,...,g. Neni-li tato podminka splnéna, méli
bychom slouéit nékteré sloupce tabulky a tedy sniZit hodnotu ¢isla g. Autofi [8] vSak
tvrdi, Ze poruSeni této podminky neni p¥ili§ na zavadu. V [8] je dale doporucovano volit
g > 6, nebot pro g < 6 je jiz statistika C malo citliva na rozdily mezi teoretickymi a
empirickymi ¢etnostmi a témér vzdy indikuje shodu s modelem.

4.3. Shodnost varian¢nich matic vice vybéri

Na tomto misté se sezndmime s testem, ktery slouzi k ovéreni shody variancnich
matic nékolika populaci. Tento test, jez je zobecnénim zndmého Bartlettova testu, byl
publikovan napf. v [7].

Necht X1,...,X; ..., X{, ..., XE jsou vzdjemné nezavislé ndhodné vybéry z K
p-rozmérnych rozdéleni s varianénimi maticemi X1, ..., X%, Je tfeba ovéfit hypotézu
Hy:¥!'=... =YK Necht

-k 1 &
X =—)Y Xk k=1,...,K,
C— i(x’?—ik)(x’?—ik)’ k=1,...,K
nk _ 1 Z=1 1 1 7 7"

je prumér a vybérova varianéni matice pro k-tou populaci. Necht déale

K
HZan,
k=1
1 K
— k
G—n_KZ(nk—l)G .

k=1

Postup uzivany k ovéreni hypotézy Hj je znam jako Boxuv test a pracuje s nasledujici
testovou statistikou:

K
1
B= (n—K)In|&| =) (g — 1) In|&¥[| , kde
p k=1
W2 +3p—1 [ 1 1
C,=1 _
P +6(K—1)(p+1)(’;nk—1 n—K

.. Ly e . p ORI 1z 2 p(p+1)
Statisika B mé pfitom pfi platnosti hypotézy Hy pfiblizné rozdéleni x* o (K —1)#8—

stupnich volnosti.
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Prvni otazkou, kterou si polozi kazdy, kdo je nucen zabyvat se diskriminaci, nej-
spiSe bude, ktery z nabizenych model bude v dané situaci optimélni. Patrné neexistuje
zadny obecny navod pro volbu toho nejlepSiho modelu, ale pokusime se shrnout nékteré
argumenty pro a proti jednotlivym modeltim.

Nebudeme podrobné uvadét argumenty tykajici se modelu smési normélnich rozdeé-
leni, nebot tento model se od modelu normalni diskrimina¢ni analyzy 1isi pouze nezna-
losti zarazeni objektl z uéici skupiny do jednotlivych tiid. Neni-li tedy k dispozici tato
informace, musime pouZit tento model, nebot v téch dvou zbylych je k sestaveni odhadu
diskriminacni funkce nutné znalost pfisluSnosti objekti z ucici skupiny do jednotlivych
t¥id. Méli bychom vSak mit na paméti predpoklady tohoto modelu, pfedevsim norma-
litu ndhodnych veli¢in X4, ..., X,,, pomoci nichz chceme provadét diskriminaci. Jsme-li
vSak v situaci, ze zndme zafazeni objektt z ucici skupiny do jednotlivych t¥id, mame
na vybér mezi modelem logistické regrese a modelem normdélni diskrimina¢ni analyzy,
kterému za téchto podminek dame vzdy prednost pfed modelem smési normalnich roz-
déleni. Volbé mezi logistickym modelem a modelem normalni diskrimina¢ni analyzy se
nyni budeme vénovat podrobnéji.

5.1. Vyhody modelu logistické regrese

Jak jiz bylo fefeno, model logistické regrese neklade zddné pozadavky na rozdéleni
vysvétlujicich velicin X4, ..., X,,. Naproti tomu, model normalni diskriminacni analyzy
pozaduje v prvé fadé mnohorozmérnou normalitu veli¢in X4, ..., X,,, coz v praxi ¢asto
nebyva splnéno. Obvykle maji alesponn nékteré slozky ndhodnych vektori Xi,...,X,
diskrétni rozdéleni (binomické apod. ), nebo spojité rozdéleni jiné nez normdlni. Spe-
cialné vyskyt binomickych veli¢in mezi slozkami ndhodnych vektori Xi,...,X,, neni
zaddnym vzicnym jevem.

Shrneme zde nékterd fakta, uvedend v ¢lancich [11] a [6], kterd podporuji pouziti
odhadu diskrimina¢ni funkce, ziskaného uzitim maximéalné vérohodnych odhadt para-
metri v logistickém modelu oproti odhadu z modelu normalni diskriminaéni analyzy.
Pripomenme, ze odhady parametri (y, B v modelu logistické regrese zna¢ime 3y, B a
v modelu normélni diskrimina¢ni analyzy ,éo, B

(1) Neni-li rozdéleni vysvétlujicich veli¢in Xy, ..., X,, mnohorozmérné normélni, ne-
jsou odhady By, B parametri By, B z diskriminaéni funkce S (x) obecné konzistentni.

41
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TudiZ ani pomérné velky rozsah ucici skupiny (tj. n — o0) nezajisti spravny odhad
diskrimina¢ni funkce S(x). Vyskytuje-li se tedy mezi vysvétlujicimi proménnymi né-
jaka jasn€ nenormdlni veli¢ina, nejcastéji kvalitativni znak, je vhodn&jsi k odhadu dis-
krimina¢ni funkce pouzit logistického modelu, ktery zajisti konzistenci odhadi By, 3
parametri [y, B v diskrimina¢ni funkci S(x).

Priklad. Necht vysvétlujici ndhodné veli¢iny X1, ..., X,, maji alternativni rozdéleni,
tj. P(X,L = 1) =7 € (O, 1),
PX;i=0)=v%=1-v¢€(0,1), i=1,...,n.

Logisticky model mé tedy dva parametry Gy, 8 a je tvaru

P(Y; =1|X;=1) = 1 +exp(—fo — B)]  =m,
P(Y;=1X;=0)= [1+exp(—Bo)] ' =m0, i=1,...,n.

Zavedme nasledujici oznaceni:

n n
m=3 Y m=) (1-Y),
=1 =1
ne Y Y - YN
1:X;=1 1:X;=0
n n
Ny =) X, No=> (1-X;).
i=1 i=1
Schématicky mizeme vSe zapsat do tabulky ¢etnosti:
X
Y 1 0
1 T1 To ni
0 N1 —T1 Ng —To | o
N1 NO n

Odhady parametri v modelu normalni diskrimina¢ni analyzy jsou podle kapitoly 2.2
nasledujici:

. 1 . Ni—r1 Ni—m ~on
= —, fo = = , A=—.
ni o n—ni n
Necht
2 7"%
S1= (Xi —n)* = (1 — —),
. ni
1:Y; =1
R Ny —rp)?
S(): (Xz_,UO) —(Nl—T'l—( L 1) )
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Potom

A 1 1 /ryr Ny —7r1)(Nog—1
= Lisiasg = 2 (Dr0 Bazr) Mo o)y,
n n\ ni n—ny

Odhady parametri [y, B pomoci modelu normalni diskriminac¢ni analyzy jsou opét
podle kapitoly 2.2:

~ 7‘1N()—7“()N1
— =N
’l"oNl(N() — 7"0) —|— ’l"lN()(Nl — 7"1)

riNg _ o N1
n n n n

= 7o N1 /N, No (N )
L R 1 )
A 1 R R ~ 1—5\ 1 1 Nl—Tl ~ n—n;
-z —n :__(_ 7) —1
Bo 2(u1+uo)ﬂ n=— 5 n1+n—n1 B o
T n IV]_ r1. N A~ n

Podle silného zadkona velkych ¢isel plati:

N-
—§ jX 5 EXy=m, ot 5o,
n n—oo

1« . Ny s
—Zl—X) E(l_Xl) Yo, tj. — =5 .
’n,‘_ n—oo

n mn—oo

Tedy téz plati:

s.7. s.7.
N — o0, Ny — oo.
n—00 7— 00

Dalsim uzitim silného zdkona velkych ¢isel dostavame platnost nésledujicich tvrzeni:

1 . Tt s.g.

N > Y; - E[Y1|X1 =1=m, tj. N g, T
1:X;=1

1 . To s.j.

N ;OY E[Y1|X1 =0]=m, tj. No noste ™0

z nichz pfimo plyne:

Tt s.g To s.5.
— —— M1, — — T
7 n—oo n n—oo

Dale pomoci silného zakona velkych ¢isel dostavame nasledujici vysledky:
— ZY SR b EY) = P(Y1=1) = mm + 10,
im1

- Z (1— E(l —Y1)=1-EYy = (1 —m)y + (1 — 7)o,
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£,
—1 2 m1Y1 + ToYo,
n n—oo
no s.j.
— — (1 =m)n + (1 = m0)vo.
n n—oo

Uzitim vySe uvedenych tvrzeni jiz ziskdvdme asymptotické hodnoty odhadu ﬂAO, B :

B 25 By 2B B,
n—,oo
kde
* 1 — To
mo(1 — mo)yo + m1 (1 — m1)71’
s l1—7m T — T
ﬂo*z—ﬂ( - + - ) ! 0 +
2 \my1+mv (1—=m)y1+ (1 =mo)vo/ mo(1 = mo)yo + w1 (1 — m1)m
T n T171 + ToYo .
(I —=m)y1+ (1 —m0)v
Skutecné hodnoty parametri 3y, [ splhuji:
In— =G+ 8, In—" =,
1—’7'('1 1—7'['0
1_
tedy ,lenu, Bo =In o
’7'('()(1—7'('1) 1—7'(0

7 vySe uvedeného je vidét, ze ﬁAO, B nejsou obecné konzistentnimi odhady parametri
Bo, B. Konzistence je zarucena, pokud m; = mg < 3 = 0. Tento ptipad je vSak z hlediska
diskriminace pomérné nezajimavy, nebot pokud 8 = 0, je uvazovany kvalitativni znak
X pro diskriminaci nepfinosny.

Maximélné vérohodné odhady parametrt [y, B v modelu logistické regrese, které
jsou konzistentni, ziskdme feSenim vérohodnostnich rovnic:

ZY;- =Y (X

i=1
n n
D_YiXi=) Xin(Xy),
i=1 i=1
které maji v tomto ptripadé tvar:

r1+710 = N1 [1+exp(—fo — B)] " + No[1 +exp(—Bo)]
ri=Ni[1+exp(—fo— B)]



V. VOLBA SPRAVNEHO MODELU 45

Jejich feSenim dostavame konzistentni odhady parametri Gy, 3 :

Gy=ln—T0  gopNo=ro)

No—r1o’ ro(N1 —71)’

R

Pro ilustraci byla pomoci programu MATLAB generovana nasledujici data (ozna¢ime
je jako Matlab data, nebot si na nich budeme ilustrovat i nékteré dalsi vlastnosti zkou-
manych modeld) pfi hodnotéch parametri

Y1 = 0,75,
71:0,5, 7'('0:0,252

Matlab data
X
Y 1 0
1 |37314 6344 | 43658
0 |37417 18925 | 56342
74731 25269 | 100000

Pomoci diive uvedenych vzorcl ziskdme néasledujici vysledky (zaokrouhlené na ¢tyfi
desetinnd mista):
skutecné hodnoty parametru Gy, O

Bo =—1,0986, B =1,0986,

jejich odhady v modelu logistické regrese

Bo=—1,0930, B =1,0902,
asymptotické hodnoty odhadi v modelu normélni diskrimina¢ni analyzy
G5 = —1,0640 , [* =1,0667 ,

a odhady parametra By, 8 pomoci modelu normalni diskrimina¢ni analyzy

A

Bo=—1,0595, [ =1,0594.

Vidime, Ze odhady ziskané pomoci modelu normélni diskriminac¢ni analyzy jsou mirné
vychylené, na rozdil od odhadi spocitanych pomoci modelu logistické regrese, jez jsou
témér rovny teoretickym hodnotédm parametri Gy, (.

(2) Pfi poruseni podminek normality vysvétlujicich veli¢in byla provddéna numericka
porovnani odhadi (BAO, B ) a (30, Je )! parametru (By, 3')" ziskanych z modelid normalni
diskriminac¢ni analyzy a logistické regrese. Zminéné odhady byly pouzity k ziskani od-
hadii #(x) a 7(x) logistické pravdépodobnosti m(x) = [1+exp(—Fy — B'x)] - pro rtizné
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sady dat. Zkoumala se shoda empirickych a odhadnutych teoretickych ¢etnosti mezi jed-
notlivymi decilovymi skupinami* pro oba dva modely. K vyjadieni shody byl pro kazdy
model a kazdou sadu dat vypocitan regresni koeficient v zavislosti pozorovanych ¢etnosti
na Cetnostech odhadnutych (béZné linedrni regrese bez absolutniho ¢lenu). Lepsi shodu
teoretickych a pozorovanych cetnosti indikuje tento regresni koeficient blizsi hodnoté 1.
Bylo zjisténo (viz [6]), Ze lepsi shody je obvykle dosaZeno, pokud jsou pouzity odhady
BO, B, jez jsou ziskdny uzitim modelu logistické regrese.

Jako ilustraci si pomoci ndhodného generdtoru programu MATLAB vytvoiime déle
popsany datovy soubor. Pti znaceni kapitol 4.1 a 4.2 byly pouzity nésledujici hodnoty:

I =100, mi=m=10,i=1,...,1,
Xlz]_, X2:2,..., X100:100.

Data byla generovana pii hodnotach parametri Gy, 3 :

/80:_53 /8:()71’

tj-
m(z) = P(Y =1|X =2) = [1 +exp(5 — 0,1z)] .
Hodnoty pozorovanych cetnosti Z;nz’l Y;j, ¢ =1,...,I je mozné nalézt na pfipojené
disketé v souboru pr5.1 2 95.x1s (formét pro EXCEL 95) ve sloupci ozna¢eném jako
pocet zdari, je-li X = X;.
Odhady parametri 3y, § jsou (zaokrouhleno na ¢ty¥i desetinnd mista)
v modelu logistické regrese:

Bo= 53187, [ =0,1064

a v modelu normalni diskrimina¢ni analyzy:

N

Bo=—6,5383, [ =0,1304.

Vzhledem k tomu, % 8 > 0, 3> 0a 8 > 0, jsou funkce m(x) ataké 7(z) = [1+exp(—B0—
Bz)] !, stejnd jako #(z) = [1 + exp(—By — Bz)]~! rostouci. Hodnoty vysvétlujicich
veli¢in X1q,..., X199 jsou voleny monoténné od jedné do sta a pro kazdou hodnotu
veli¢iny X mame stejny pocet deseti pozorovani. S vyuzitim pravé feéeného zjistujeme,
ze decilové skupiny budou shodné pro oba uvazované modely, pricemz v kazdé skupiné
bude obsaZeno pravé sto pozorovani. V prvni skupiné pozorovani s hodnotami veli¢iny
X od jedné do deseti, v druhé skupiné s hodnotami od jedenacti do dvaceti atd.

Pomoci vzorci z kapitoly 4.2 spocitame odhady teoretickych cetnosti (oznacime je
€1, - .-C10, T€SP. €1, ..., E10), pozorované Cetnosti (oznacené oy, . .., 01¢) a skuteéné teore-
tické Getnosti (oznadené cy,...,c10) v jednotlivych decilovych skupinich (zaokrouhleno
na dvé desetinnd mista).

*Konstrukce decilovych skupin je popsdna v kapitole 4.2. Jedna se o prvni variantu seskupovani
sloupctd vzniklé kontingen¢ni tabulky pro g = 10.
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Cetnosti v decilovych skupindch

decilova skupina (7) | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ci 1,20 3,19 8,20 19,39 39,15 63,16 82,11 92,52 97,10 98,91
0; 1 ) 7 16 40 58 88 93 99 98
& (model LR) 0,91 2,59 7,13 18,06 38,52 63,94 8346 93,54 97.66 99.18
¢; (model NDA) 0,32 1,16 4,12 13,51 35,81 66,34 87,58 96,25 98,95 99,71

V nasi situaci zname téz skutec¢né hodnoty parametri §y a 8. MuZeme tedy spocitat
nejen regresni koeficient v zavislosti pozorovanych cetnosti na ¢etnostech odhadnutych,
ale také regresni koeficient zavislosti teoretickych ¢etnosti na odhadnutych.

UvaZujme regresni model U = {V + ¢, kde za U dosadime postupné teoretické (c) a
pozorované ¢etnosti (0), za V postupné odhady ¢etnosti v modelu logistické regrese (¢)
a modelu normélni diskrimina¢ni analyzy (¢). € je ndhodné chyba. Metodou nejmensich
¢tvercu ziskdme néasledujici odhady parametru &.

Odhady parametru &

%
U Z(LR) ¢ (NDA)

¢ (teor.) |0,9931 0,9743

o (pozor.) |0,9997 0,9813

(3) UZijeme-li odhadi koeficientt Gy, B ziskanych pomoci modelu normalni diskri-
minaéni analyzy, miZeme prehlédnout nékterd problematickd mista, nebot odhady Sy,

B nés na rozdil od odhadt Sy, B pred moznymi potiZemi nemuseji varovat. Uvedené
problémy budeme ilustrovat na p¥ikladu uvedeném v [11].

Priklad. Predpokladejme, Ze mame jednu veli¢inu, podle které provadime diskrimi-
naci a méjme nasledujici data:

1|1 2 3 4 4678
X,|-4 3 2-11234
Y; {0 0 0 0 1111
Diskriminac¢ni funkce je tvaru S(z) = By + Bz a obsahuje dva neznamé parametry.

Model logistické regrese predpoklada vztah
m(z) = P(Y = 1[X = ) = [1 + exp(—f — )] .
Maximalné vérohodné odhady v tomto modelu by mély splhovat rovnice

8 8 8 8
D Yi=) m(X), ) ViXi=) Xim(X),

i=1
které maji v nasi situaci tvar

8
4 = Z [14 exp(—B — BX:)] "
=1

4 8

10 == (= X) [1+exp(—fo — BX)] " + D Xi [1 +exp(—fo — BX:)] -

=1 1=5
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Druhd rovnice v8ak nemize byt nikdy splnéna, nebot jeji prava strana je vidy mensi nez
deset. Maximalné vérohodné odhady parametri 3y, 8 tedy v modelu logistické regrese
neexistuji. Logaritmickd vérohodnostni funkce je pfitom tvaru (8, 8) = 460 + 108 —
Zle In[1 + exp(Bo + BX;)]. Nékteré jeji vlastnosti déle podrobnégji rozebereme.

V modelu normélni diskrimina¢ni analyzy se predpoklada platnost vztahu

S(X|Y = 1) = N1(M1,02), S(X|Y = 0) = N1(M0;02),
PY=1)=X PY=0)=1-2

a maximalné vérohodné odhady nezndmych parametri ziskdme snadno jako

1y 1o 5
{1 — = — X = ——
4 8
1 . )
g Z(Xz - #1)2] = 1
=1 =5
8
P | 1
A=g2 Yi=
=1
Tyto odhady pritom maximalizuji sdruzenou hustotu veli¢in Y7,...,Ys, Xq,..., Xs.

7 nich podle kapitoly 1.2 nalezneme odhady ,éo, ,@ koeficientli v diskriminac¢ni funkci:

p= %(/h—ﬂo):‘l, ﬁozlﬂ(ljj) —%( 1+ flo)B =

Tedy model normalni diskrimina¢ni analyzy ndm zajistuje odhad diskriminac¢ni funkce
S(x) = 4z, aniz bychom byli jakkoliv varovani pFed monymi nesrovnalostmi. Podle
kapitoly 3.2 totiz pfi platnosti modelu normalni diskrimina¢ni analyzy plati téZ model
logistické regrese, jehoz parametry miZeme odhadnout pomoci maximalné vérohodnych
odhadt z modelu normélni diskriminac¢ni analyzy, které jsou rovny prave ,50, ,@ Tudiz
podle modelu normélni diskrimina¢ni analyzy je odhad pro n(z) = P(Y = 1|X = x)
roven #(x) = [1 + exp(—4x)]~'. Pfitom logaritmické vérohodnostni funkce, s niz se
operuje v modelu logistické regrese (jde o logaritmus podminéné hustoty Yi,...,Ys za
podminky Xi,..., Xg), md v bodé (By, ) = (0,4) hodnotu [(0,4) = —0,037 a tuto
hodnotu muZeme libovolné pfiblizit k 0, pokud zvétsime koeficient (3, nebot funkce
f(B) =10, B) je rostouci a limg_, f(5) = 0.

V modelu logistické regrese nelze jednoznacné urcit nejlepsi kiivku pozadovaného
tvaru [1 + exp(—f — ﬂx)] , kterd by vysvétlovala vztah 7(z) = P(Y = 1|X = z).
K tomu, aby toto bylo mozné, Je zapotiebi pFidat dalsi objekty do ucici skupiny (pokud
to je prakticky proveditelné), které maji hodnotu vysvétlujicich znaki X z intervalu
(—1,1). Tento fakt ovSem nezjistime, pokud pouZijeme k odhadu parametrii pouze mo-
delu normalni diskriminac¢ni analyzy.
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(4) S modelem logistické regrese je spojena (p 4 1)-rozmérna postacujici statistika

~ (1
U(Y1,..., YolXq, ..., Xp) = U(Y[X) = ) <X> Y;,

=1

nebot podminénou hustotu (2.1.1) lze postupné upravit nasledujicim zptsobem:

n

1-y;

fo08(¥|X1;5 %y HW X;) y’ 1—7r(xz)) v
1=1

= ﬁ [ €Xp /80 +;lez)

Yi 1 1—y;
=7 L1+ exp(Bo + ,lez):| [1 + exp(Bo + ,B'Xz')]

= exp {(ﬁo, BHU(y|x1,---,Xn) — Zln[l + exp(fBo + B'x;)] } :
i=1

Z teorie je zndmo, Ze maximalné vérohodné odhady (t;j. ,80, B) jsou funkci této po-
stacujici statistiky. Naproti tomu odhady ﬁo, ,8 parametru Gy, (3, nalezené pomoci mo-
delu normalni diskriminac¢ni analyzy, u néhoz nejsou splnény vSechny potiebné pied-
poklady (zejména normalita), jsou ziskdny maximalizaci jakési funkce (2.2.1), jeZ neni
ani podminénou hustotou Y7,...,Y, za podminky Xi,...,X,,, ani sdruzenou husto-
tou Y7,...,Y,,Xq,...,X,. Tudiz tyto odhady nemuseji byt funkci statistiky U. Podle
Raovy-Blackwellovy véty maji tedy odhady Bo, 3 stejnou nebo mensi stfedni ¢tvercovou
chybu nez odhady S, B.

(5) Maximélné vérohodné odhady parametri Sy, 3 v modelu logistické regrese (tj.
Bo, B) spliuji rovnost

(5.1.1) ZY Z X;),

=1

kde #(X;) = [1+exp(—fo — 3'X;)] . PohliZejme nyni na néhodné veliciny Y1, ..., Y,
jako na pfiznaky néjakého stavu (napf. nemoci), tj. ¥; = 1, pokud i-ty jedinec trpi danou
chorobou a Y; = 0, je-li zdrav. Mezi slozkami ndhodnych vektori Xy, ..., X,, mize byt
zahrnut napt. krevni tlak, télesnd hmotnost apod. P¥i tomto pohledu 2?21 Y; oznacuje
polet nemocnych jedinct v u¢ici skuping (tj. pozorovanou Cetnost) a >, 7(X;) je od-
hadem st¥edni hodnoty po¢tu nemocnych jedincii v u¢ici skupiné (tj. odhadem teoretické
Cetnosti). Tedy podle vztahu (5.1.1) zajistuji odhady Bo, 3 Tovnost mezi pozorovanou
Cetnosti a odhadem Cetnosti teoretické. Vztah (5.1.1) je pfitom nultou vérohodnostni
rovnici (viz kapitola 2.1). Odhady ,80, ,8 ziskané uzitim modelu norméalni diskriminac¢ni
analyzy davaji ¢asto odhad teoretické cetnosti dosti odlisny od Cetnosti pozorované.
Pro ilustraci vyuzijeme opét datového souboru Matlab data. V tomto pripadé je

n

ZY Zw(Xi) => [1 + exp(—fo — B)] ' 43658

=1 =1
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a po zaokrouhleni na cela ¢isla

n n 1

> aX) = [1 texp(—fo— B)| = 43867.

=1 =1

Vidime, Zze odhad teoretické ¢etnosti v modelu norméalni diskriminacni analyzy je vyssi
nez je ¢etnost pozorovana.

5.2. Vyhody modelu normalni diskriminaéni analyzy

Podle predchazejicich stranek by se mohlo zdat, Ze model norméalni diskriminacni
analyzy je vzdy horsi nez logisticky model. Na nasledujicich Fadcich se pokusime uka-
zat, ze tomu tak neni a ze pti splnéni predpokladu normality vysvétlujicich ndhodnych

vektori X, ..., X,, je vyhodnéjsi k diskriminaci pouzit modelu normalni diskriminac¢ni
analyzy. Popisované vysledky se pfitom opiraji o ¢lanek [4].
Vychézejme z modelu normalni diskrimina¢ni analyzy, tj. Yi,...,Y, je posloupnost

nezavislych ndhodnych veli¢in s alternativnim rozdélenim, kde
(5.2.1) PlY;=1)=X€(0,1), i=1,...,n.

Pritom Y; vyjadiuje zafazeni i-tého objektu. Dale X7, ..., X} je posloupnost nezavislych
nahodnych veli¢in, jejichZ podminéné rozdéleni je

(5.2.2) L(XFY; = 1) = Ny(p1, %),
L£(X7Y;i =0) = Np(po, %), ¢=1,...,n,

kde p1, o € RP, p1 # po, X je pozitivné definitni matice typu p x p.
Podle kapitoly 3.2 plati za vySe uvedenych predpokladi téz logisticky model, t;.

(5.2.3) P(Y; = 1[X! = x;) = [1 + exp(—fFo — B'xi)]
P(YZ:0|X: :Xi) - [1+exp(,80+,3'xi)}_1, ?:21’"'7”‘7

kde
(5.2.4) B =3"" (1 — po);
fo=Ins— — %(MWLHO)I,B
=1In - :\ S %u’lﬁ‘lm + %uBE_luo-

Novy objekt, na némz jsme namérili hodnotu X* pomocnych znakt zaradime do
jedné ze dvou danych skupin podle teorie uvedené v kapitolach 1.1 a 1.2. Tj. objekt
zaFadime do prvni skupiny, pokud

S*(X*) >0, kde S*(X*) = o + B'X".
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Pfitom S*(x) je teoreticka diskrimina¢ni funkce, kterou k vlastnimu rozliSovani novych
objektid nemizeme pouzit. Necht

B* = {x*: 5*(x*) =0}

je hranice mezi oblastmi R} = {x* : S*(x*) > 0} a Ry = {x* : S*(x*) < 0}. Pri
zafazovani nového objektu do skupiny se potom ridime tim, do které z oblasti R}, Rj
nalezi namérend hodnota X*. Lezi-li X* na hranici 8%, je lhostejno, do které skupiny
novy objekt zaradime, jak bylo ukazano v kapitolach 1.1 a 1.2.

K vlastni diskriminaci vyuZzivame odhadnutych hranic %* resp. B* a odhadnutych
oblasti ‘,R ’RO, resp. ?Rl, ?RO, v JeJlChZ vyjadrenl jsou neznamé parametry nahrazeny
odhady Bo, B, resp. Bo, B. P¥itom By, B se SpOClta_]l podle vzorce (5.2.4) nahrazenim
parametrd p1, o, X, A jejich odhady fi1, fro, 3, A, které ziskdme podle kapitoly
2.2, odhady By, B najdeme uZitim postupt z kapitoly 2.1. Necht S*(x), resp. S*(x)
jsou piislusné odhadnuté diskriminac¢ni funkce, ziskané z modelu normalni diskriminac¢ni
analyzy, resp. logistické regrese.

Kvalitu diskrimina¢ni procedury muiZeme posuzovat podle hodnoty bayesovské ri-
zikové funkce p4(0), kterou lze v nasi situaci interpretovat jako pravdépodobnost ne-
spravné klasifikace, jak bylo ukdzano v kapitolach 1.1, 1.2 a dodatku A. Nazvéme tuto
veli¢inu jako pravdépodobnost chyby a oznacme ji err. Necht je p-rozmérny eukleidovsky
prostor RP rozdélen na dvé oblasti 21 a ®g tak, ze novy objekt, na kterém jsme namérili
hodnotu X* pomocnych znaki, zaradime do prvni skupiny, pokud X* € ®; a do nulté
skupiny, pokud X* € (. Podle zminénych kapitol lze err vyjadrit nasledovné:

(5.2.5) err = P(X*€®,,Y =0)+ P(X* €3,,Y =1)
= P(Y =0)P(X* € DY = 0)+
+P(Y =1)P(X* € Dp|Y =1)
= (1= A\)P(X* € D1|EX* = po)+
+ AP(X* € Dy|EX* = py).

Pravdépodobnost chyby je pfitom miniméalni, uzivime-li k diskriminaci teoretickou dis-
krimina¢ni funkei S*(x). Tj. ©; = R}, Dy = R a hranice B* je pfipojena k libovolné
z oblasti ©;, ®y. Pfitom volba oblasti, ke které hranici 8* pripojime, nemé vliv na
hodnotu err. Tuto minimélni hodnotu pravdépodobnosti chyby oznac¢ime erry.

Pouzivame-li k diskriminaci odhadi diskriminac¢ni funkce, stava se z pravdépodob-
nosti chyby ndhodna veli¢ina, nebot rozdéleni eukleidovského prostoru RP na oblasti
zdvisi na hodnotach ndhodnych veli¢in Yi,...,Y, a X7,..., X7, pomoci nichZ poci-
tame odhady koeficientd v diskriminacni funkci. Kvalitu takto ziskané diskriminac¢ni
procedury lze potom posuzovat napt. podle stifedni hodnoty pravdépodobnosti chyby
nebo podle odchylky této stfedni hodnoty od minimélni hodnoty errgy. Po provedeni
predbéznych uvah vyjadrime pravdépodobnost chyby a stfedni pravdépodobnost chyby
pro diskriminac¢ni procedury zalozené na odhadech v modelu normalni diskriminacni
analyzy a modelu logistické regrese.
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Nejprve prevedeme obecny model (5.2.2) na tzv. standardni situaci. Jak je ukdzano
v dodatku B, lze uZitim linedrni transformace X; = a4+ AX}, i1 =1,...,n, a € RP,
A € RP*P (5.2.2) pfevést na

(5.2.6) LXilYi=1) = Np(%

A |
LXKV =0) = Ny(—-SenTy), i=1,....m,

el;-[p)7

kde A = /(p1 — o)’ S~ (p1 — po) je zobecndna Mahalanobisova vzdalenost vektord
K1 a po, e1 = (1,0,...,0) € RP a I, je jednotkova matice typu pxp. Pfitom X4,..., X,
jsou stale nezavislé nahodné veliciny. Novy objekt, na kterém jsme namérili X* potom
zatazujeme na zakladé hodnoty X = a + AX* nasledovné. Pti pouziti teoretické dis-
krimina¢ni funkce zafadime novy objekt do prvni skupiny, pokud X € R; = {x : x =
a+Ax* x* € R}, do nulté skupiny v piipadé, 7e X € Ry = {x: x = a+Ax*,x* € R}}
a do libovolné skuplny, pokud Xe®B= {x x = a+Ax*, x* € %*} Analogicky ziskdme
transformace oblasti R1, Ry, resp. Ri1, Ro a hranic B, resp. B, popisujicich diskrimi-
naci zalozenou na odhadech diskriminac¢ni funkce v modelech normalm diskrimina¢ni
analyzy, resp. logistické regrese. Lze Tici, Ze diskriminac¢ni procedury zalozené na trans-
formovanych datech jsou totozné s procedurami zaloZzenymi na transformacich oblasti,
které urc¢uji diskriminacni procedury zalozené na datech ptivodnich. Pravdépodobnost
chyby pro jednotlivé modely mé ziejmé stejné rozdéleni jak p¥i modelu (5.2.2), tak p¥i
modelu (5.2.6). Z tohoto divodu budeme dale pracovat pouze s modelem (5.2.6), ktery
budeme nazyvat jako standardni model.

5.2.A. Minimalni pravdépodobnost chyby errg

Necht
A
1—X

w=1In

P1i platnosti standardniho modelu mé teoreticka diskriminacni funkce tvar:

1 A2 1 A? 4
(527) S(X) =W — Ejel'fpel + Ejel'Ipel + Aelle X
=w+ Az?
Pfitom x! je prvni slozka vektoru x, tj. x = (z!,...,2P)". Geometricky lze hranici
B ={x:9(x) =0} ={x: 2! = —w/A} interpretovat jako (p—1)-rozmérnou nadrovinu

v RP, ktera je kolmd na osu z; a protind ji v bodé
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Potom
(5.2.8) erro = (1 — AP (S(X) > O‘Ex _ _%el) N
+ AP (S(X) < O‘EX = %e1>
:(1—/\)P<X1 ZTExlz_%)Jr
+ AP (X1 <7|EX'= %)

=(1-No (—(T+§)>+)\q> (7—%)
= (1= X)2(—=Dy) + A2(—Dn),

nebot za viech okolnosti je varX = I, a var X' = 1. Pfitom @ je distribu¢ni funkce
normovaného normdlniho rozdéleni N;1(0,1) a

(5.2.9) Dy =

5.2.B. Aproximace stifedni pravdépodobnosti chyby v modelech logistické
regrese a normalni diskriminaéni analyzy

Necht S(x) = B + B8'x je teoretickd diskriminaéni funkce, $(x) = Bo + B'x je odhad
diskriminaé¢ni funkce v modelu normélni diskrimina¢ni analyzy a S(x) = (3p+/3'x odhad
diskriminaéni funkce v modelu logistické regrese, vzdy pro standardni situaci. Déle necht

(5.2.10) dfo = Po — Bo,  dBo = Bo — Po,
B =B - B, dB=p-p
a necht je splnéno
(5.2.11) vn (dﬂi‘)) n& 7, J/n (dﬂp) 2, 7,
kde

£(Z) = Np11(0,V), YV = (9i3)ij=01....05
£(Z) = Np11(0,V), V= (;5)ij=0,1,..p-

Pfi ur¢itych metodach odhadu je mozné tento predpoklad splnit (napf. uzitim metody
maximalni vérohodnosti).
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Oznacme érr, resp. err pravdépodobnosti chyb diskriminaénich procedur ziskanych
uzitim odhadl nezndmych parametri metodou maximalni vérohodnosti v modelu nor-
malni diskrimina¢ni analyzy, resp. logistické regrese (podle druhé kapitoly). Stfedni
pravdépodobnost chyby lze vyjadfit dle ¢lanku [4] jako

(5.2.12)

Ao(D R w w? | . R
(g(Anl) (Uo,o - 2K'U0,1 + 5011+ 022+ -+ Up,p> + Ry,

A2
)\(P(Dl)
2An

E(érr — errg) =

2
w . w? _ N N
(Uo,o — 2001+ 75 01,1 + V22 + -+ Up,p) + Ry,

E(err —errg) = X A2

kde R, = o(1/n), n = oo, o(t) = (27)" 2 exp(—t2/2) je hustota normovaného nor-
malniho rozdéleni. Pfitom matice V, resp. V maji nasledujici tvar:

1+4° —4(1-2)) 0 0
. 1 —2(1—2)) 1+2A%(1-)) 0 0
Ve 0 0 1+AZN1-)N) ... 0
A1 -\ _ . . .
0 0 0 oo T+ A1 =)
A2 _ Al 0
ApAy—AZ AgAy—AZ
_ Aq Ao 0
1 AgA,—AZ  AGA,—AZ
V= — 0 0 +
VEXaow Ao ’
0 0 0 ... %

kde

oo

_A%y i
Ai:Ai()\,A):/ exp(= T )a' () de, i=0,1,2.

—oo Aexp(zF) + (1= A) exp(—z5)

Uzitim téchto vysledki miZeme spocitat asymptotickou relativni vydatnost Eff, (w, A)
logistické regrese vzhledem k normalni diskrimina¢ni analyze, kterou definujeme jako
E(érr — errg)

(5.2.13) Effy(w, A) = lim E(err — erro)

a jez udava, kolikrat je odchylka stfedni pravdépodobnosti chyby od jeji minimalni
hodnoty v modelu normélni diskrimina¢ni analyzy nizsi (nebo vyssi) nez v modelu
logistické regrese, jde-li rozsah vybéru udici skupiny do nekoneéna. Z (5.2.12) dostavame
(5.2.14)

1+ 47 42981 —2)) + 95 [1+ 24201 — A)] + (p — 1)[1 + A2X(1 — A)]

Eff (w,A) = -
P (AgAs — A1 (A + 2% A1 + Y Ag) + (p— 1)AG?
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kde

o =(1y3) (%1(?—%22)\) 1 ﬁz(:&(?2 )\)) ( %) !

Q2 =1+ AZ\(1—)),

1 w A2 Al 1
= (1. —
@ A()AQ_A%(’A> <A1 Ao)(%)’

1
Q=

Protoze Effi(w,A) = Q1/Q3 a Eff (w,A) = limy 00 Eff,(w, A) = Q2/Qu4, 1ze psit

Q(w7 A) Eff, (w7 A) + (p - 1) Effo (w7 A)
Q(W’A)+(p_1) ’

(5.2.15) Eff,(w, A) =

kde q(w, A) = Q3/Qus- Tj. Eff,(w,A) je vizenym primérem Eff; (w,A) a Eff,(w,A).

Poznamenejme, Ze v pfipadé w = 0 (tj. A = 1/2) plati vztah

2

Eff,(w, A) = Eff..(w,A) = Ag (1 + AT) Vp € N,

nebot pro w =0 je A1 =0, ¢(0,A) =1 a Q1/Q3 = Q2/Q4.

V nésledujici tabulce je numericky vyjadfeno Eff,(w,A) pro nékteré hodnoty w, A,
p =1 ap = oco. Vzhledem k tomu, Ze g(w,A) se vyrazné neli§i od jedné, bude pro
vys8i hodnoty dimenze p (p > 3) Eff,(w,A) blizké Eff,(w,A). Pro ndmi spocitané
hodnoty w, A je vidy Eff,(w,A) < 1 a klesa s rostouci zobecnénou Mahalanobisovou
vzdélenosti stFfednich hodnot mérenych znaki u dvou uvazovanych populaci. Tedy vySsi
zobecnénd Mahalanobisova vzdalenost stfednich hodnot p; a pg znamend vyssi stredni
pravdépodobnost chyby modelu logistické regrese oproti modelu normalni diskrimina¢ni
analyzy (uvaZovéano relativng). Ve, s vyjimkou ¥adki, kde A = 10, je zaokrouhleno na
CtyTi desetinnd mista. Vypocty byly provedeny pomoci programu MAPLE. Obdobnou
tabulku, ovSem pro jiné hodnoty A a A je mozné nalézt téz v [4].
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Asymptoticka relativni vydatnost (LR) vzhledem k (NDA)
[ A ] w [AJEMfi(wA)[Eff(w,A)[qw, D) |

05] 0 05| 0,9999 0,9999 1
05| 0 | 1| 0,9949 0,9949 1

05| 0 | 2| 08992 0,8992 1

05| 0 | 5| 01374 0,1374 1

05| 0 |10/2,32-1075|2,32-10~° 1

0,75|1,0986]0,5| 0,9972 0,0987 | 5,5426
0,75|1,0986| 1 | 0,9835 0,0840 | 1,9887
0,75|1,0986| 2 | 0,9145 0,8545 | 1,1773
0,75|1,0986| 5 | 10,1530 0,1222 | 1,0116
0,75|1,0986 | 10 |2,65- 105 | 2,02-10~5 | 1,0010
0,9 |2,1972]0,5]| 0,9951 0,0983 | 19,1166
0,9 [2,1972| 1 | 10,9479 0,0768 | 4,9058
0,9 2,1972| 2 | 0,8043 0,8006 | 1,6968
0,9 [2,1972| 5 | 10,1839 0,0954 | 1,0460
0,9 [2,1972| 10 |3,65- 1075 | 1,46 - 105 | 1,0040
0,95|2,9444]0,5| 0,9964 0,0988 | 33,5987
0,95(2,9444| 1 | 10,9483 0,0811 | 7,9937
0,95(2,9444| 2 | 10,7062 0,8015 | 2,2329
0,95(2,9444| 5 | 10,2033 0,0834 | 1,0822
0,95|2,9444 | 10 |4,74-1075| 1,13- 1075 | 1,0072

5.3. Doporuceni pro volbu spravného modelu

Nyni se pokusime stru¢né shrnout néktera doporuceni, kterymi by se mél ridit kazdy,
kdo chce pouzit néktery ze studovanych modelt k diskriminaci. V jednotlivych odstav-
cich bude uvedeno, za jakych podminek je dany model nejvhodnéjsi, pripadné kdy neni
vhodny viibec.

5.3.A. Model smési normalnich rozdéleni

Model (MND) musime pouzit, jestlize nezname zafazeni ucicich objektd do skupin.
Méla by byt ovSem splnéna normalita vysvétlujicich veli¢in v kazdé skupiné — obtiZzné
overitelny predpoklad — tento pozadavek nebude v zddném pripadé splnén, je-li roz-
déleni nékterych slozek vektoru X diskrétni. Pokud zndme zarazeni ucicich objekti, je
lepsi pouzivat néktery ze zbyvajicich dvou modeli.

5.3.B. Model logistické regrese

Zakladnim pfedpokladem pro pouziti modelu (LR) je znalost zafazeni uéicich objektl
do skupin. Je-li rozdéleni vysvétlujicich veli¢in normaélni, je vhodnéjsi pouzit model
(NDA) (viz kapitola 5.2). Modelu (LR) uZijeme v piipadé, Ze nékteré vysvétlujici veli¢iny
nejsou normalné rozdéleny (obvykle maji néjaké diskrétni rozdéleni) (viz kapitola 5.1).
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Dalsi situace, ve které bude volba modelu (LR) nejvhodnéjsi, je p¥ipad, kdy jsou
veli¢iny X;,...,X,, nendhodné (nastaveny experimentdtorem) (viz poznamky 2.1.2 a
2.2.7). V pripadé, Ze jsou pevné naopak hodnoty Y7, ..., Y,, lze téZ pouzit modelu (LR),
ale je nutné upravit odhad absolutniho ¢lenu v diskiminaéni funkci (viz poznamka 2.1.3).

5.3.C. Model normalni diskriminaéni analyzy

Téz model (NDA) vyzaduje znalost zafazeni ucicich objekti do skupin. Modelu
(NDA) dame piednost pfed (LR), jestlize vektory vysvétlujicich veli¢in jsou norméalné
rozdéleny (viz kapitola 5.2).
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VI. VYPOCTY ODHADU V MODELU
SMESI NORMALNICH ROZDELENT

Maximalné vérohodné odhady v modelu normdélni diskrimina¢ni analyzy ziskame
prostym dosazenim do dfive uvedenych vzorcti. Odhady z modelu logistické regrese lze
snadno spocitat pomoci nékterého z numerickych nebo statistickych soubori programi,
nebot logaritmicka vérohodnostni funkce je ryze konkavni, jak bylo ukazano v kapitole
2.1 a tudiz pti jeji maximalizaci nenastavaji zadné podstatnéjsi potize. Na rozdil od dvou
vySe uvedenych modeli se pii vypoc¢tu maximalné vérohodnych odhadi v modelu smési
normalnich rozdéleni setkdvame s jistymi problémy, nebot zde muZe byt vérohodnostni
funkce neomezend pro ¥ — 0 (nulova matice) (viz kapitola 2.3). K ziskdni odhadd
budeme vyuzivat tzv. EM algoritmu, jehoz princip si dale popiSeme.

6.1. EM algoritmus

Podstatu EM algoritmu si ukdZeme na modelu smési normalnich rozdéleni. Necht né-
hodné veli¢iny X;,...,X,, a Y1,...,Y, maji stejny vyznam jako v kapitole 1.3 (X, ...,
X,, oznacuji namétrené znaky na danych objektech a Yi,...,Y, prisluSnost objekt do
jednotlivych skupin). Hodnoty Y7,...,Y, pfitom u tohoto modelu nezndme. Necht 6
oznacuje neznamé parametry (v naSem piipadé tedy w1, po, A, X) a Q necht znaéi pro-
stor pripustnych parametri. Pro ziskdni maximalné vérohodnych odhadi je nutné pres
f € Q maximalizovat funkci

(0) =In fo(Xq,...,X,) =Inf(X) = Zm [Ag1(Xs) + (1= N)go(Xi)],

kde g1, resp. go jsou hustoty Np(p1,%), resp. Np(po,2). Funkee [(6) je tedy logarit-
mem sdruZené hustoty netplnych dat (tj. dat, kterd neposkytuji informaci o zafazeni
jednotlivych objektti do skupin).

Pokud bychom znali téz Y, ...,Y,, maximalizovali bychom funkci

Inhe (X1, ..., X, Y1,...,Y,) = Inhe(X,Y)

n

=AY Yi+In(1-NY 1-Y)+ Y X))+ Y g(Xy),

i=1 i=1 i:Y;=1 i:Y;=0

59
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coz je logaritmicka vérohodnostni funkce v modelu normélni diskriminaéni analyzy (jde
o logaritmus sdruzené hustoty veli¢in X;,...,X,,Y1,...,Y,, tj. Gplnych dat).

EM algoritmus se fadi mezi itera¢ni postupy. Kazda iterace se pritom sklada ze dvou
kroki. Z vypoc¢tu podminéné stfedni hodnoty (E krok) a z maximalizace jisté funkce
(M krok). Necht 1), ... (" jsou hodnoty parametru @ po r krocich algoritmu. Novy
odhad §("*+1) ziskdme pomoci zminénych dvou krok.

E Erok
Spocitame
Q(06™M) = E[lnhe(X,Y)|X,61] V0 € Q.
M krok

0+ = argmax Q(060™).
feQ

Vyjadreno slovy, EM algoritmus v kazdé iteraci maximalizuje podminénou stfedni hod-
notu logaritmické vérohodnostni funkce z modelu, ve kterém mame k dispozici iplnou
informaci (model normdlni diskriminaéni analyzy) p¥i danych hodnotach X,,...,X, a
posledni zndmé hodnoté parametru, kterou je ().

Nyni uvedeme nékteré zakladni vlastnosti pravé popsaného algoritmu. Necht je kazda
iterace EM algoritmu vyjadiena pomoci zobrazeni

M:Q—Q
60— M(0),
tj. 00+ = p(e™).

Potom plati
(1) Vo e 1(M(9)) > 1(6).
(2) Pokud pro 0* € Q je V8 € Q@ [(6*) > [(0) (tj. 6* je globalnim maximem funkce
[na Q), pak [(M(6*)) = (6*).
(3) Pokud pro 0* € Q je VO € Q\ {0*} [(0*) > 1(#), pak M (0*) = 6* (tj. bod jed-
noznac¢ného globalniho maxima funkce [ na € je pevnym bodem EM algoritmu).

Dikazy vySe uvedenych tvrzeni spolu s dal§imi vlastnostmi EM algoritmu je mozné
nalézt v [3] a [2].

6.2. EM algoritmus pro smés normalnich rozdéleni

V modelu smési normélnich rozdéleni dostavame pfi oznaceni

Yi,1-Y;), i=1,...,n,

= (
() (In A, In(1 — X)),

(X; — 1) H(X; — 1)
d(p1, po, X)) = ((X ZO) 'YX - Zo)) ’
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np n = 1 &

Inh(X,Y) =~ In2r — o In 5[ + Zl Zic(\) - 5 Zl Z'd(p1, o, X).
Vzhledem k linearni zavislosti této funkce na Y7,...,Y, ziskdme uzitim Jensenovy ne-
rovnosti nasledujici vztah:

Q(6]0*) = E[lnhe(X,Y) \x 0]
= "Prior - 2y +ZE X, 0*]'e(A) +ZE[Z X, 0*]'d (g1, po, ).
2 2 i (2 7 bl

=1 =1
Pritom podle kapitoly 2.3 plati:

E[Z:[X,0%] = ( E[Y;[X, 6%] ) _ (P(Yi = 1IX,9*)> _ <w§(9*)> — Wi(0%),

1 - E[Y;[X, 6*] P(Y; = 0[X,6%) w; (6%)
kde
wzl 0* = L 9
)= &)+ - s X)
1— A)gg(X)
w? *\ ( 0 =1 _wzl 0* ,
AR SEN (=P OPHe# 7
g7, resp. g4 jsou hustoty Np(ui,¥*), resp Np(pg, X%). Tedy
Q(9|0*)——?1 27r——1n\2\+ZW (6*) +Zw )Y'd(p1, po, X).

Nyni si miZeme povsimnout, ze Q(6|6* ) je logarltmlckou verohodnostnl funkci pro model
normalni diskriminacni analyzy, ve které jsou v této situaci nezndmé hodnoty Y3,...,Y,
nahrazeny vahami wi(0*),...,w}(6*). Maximalizace funkce Q(0|6*) pfes 0 € Q tedy
odpovida vypoc¢tu maximalné vérohodnych odhadi v modelu normalni diskriminac¢ni
analyzy s tim, Ze hodnoty Yi,...,Y,, jsou nahrazeny prislusnymi vahami. Z vySe uvede-
ného vyplyva, ze bod M (6*) € €, ktery maximalizuje Q(0(6*) pfes 6 € Q2 spliiuje rovnice
(2.2.3), ve kterych jsou velifiny Y7,...,Y, nahrazeny vahami wi(6*),...,w!(6*). Takto
upravené rovnice (2.2.3) pfesné odpovidaji rovnicim (2.3.3).

Tedy jestlize 61, ..., (") jsou hodnoty parametru 6 po r iteracich algoritmu, potom
6(r*+1) ziskdme z nasledujicich vztaht:
1 n
6.2.1 A+ = = L)
(621) IR

L) _ iz Wi )X
' > i W (9(")) ’
N(r+1) _ Zz‘:l (1 B i(a(r)))X
° > (1 —wi(6™))

n

nr+1) — %{Z [w} OT)(X; - MYH)) (Xi - MYH))I*‘

=1

+ (1 _ wil (9(7"))) (Xz _ “ér+1)) ()(z _ “gr+1))/} }
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VII. NUMERICKA POROVNANI NEKTERYCH MODELU

Na tomto misté se budeme vénovat numerickému porovnani diskriminac¢nich pro-
cedur zaloZenych na modelu logistické regrese a modelu normélni diskrimina¢ni analyzy
u danych konkrétnich dat. Procedury miizeme porovnavat podle hodnoty bayesovské
rizikové funkce, kterou jsme v kapitole 5.2 nazvali jako pravdépodobnost chyby a ozna-
¢ili err. Odhadu pravdépodobnosti chyby v praktické situaci bude vénovana nésledujici
Cast.

7.1. Odhad pravdépodobnosti chyby

Na tvod pfipomenme znaceni. (X7, Y1)’,...,(X!,,Y,)" jsou data v ucici skupiné, na
jejichz zdkladé sestavujeme diskrimina¢ni proceduru (Y; pfitom nabyvaji hodnot nula
a jedna podle skute¢né prislusnosti i-tého objektu do jedné ze dvou skupin). Ve shodé
s kapitolou 1 a dodatkem A ozna¢me L(¢,j) = 1 — 9, ; ztratovou funkci p¥i zarazeni ob-
jektu do j-té skupiny, pat¥i-li ve skute¢nosti do skupiny i-té, § : RP — {0, 1} rozhodovaci
pravidlo v diskrimina¢ni procedufe sestavené na zakladé hodnot (X, Y1) ,... (X}, Y,)".
Podle dodatku A je pravdépodobnost chyby err definovana jako

(7.1.1) err = E{E[L(Y,6(X))|Y]}
= E{L(Y,6(X))}
Stfedni hodnota je pfitom pocitdna vzhledem k distribu¢ni funkci vektoru (X', Y)’,

z jehoz rozdéleni je (X,Y1),...,(X],,Y,) ndhodnym vybérem. Zfejmym odhadem pro
err bude

(7.1.2) orT — %iL(Yg,d(Xi)).

Tento odhad ovSem skuteénou pravdépodobnost chyby podhodnocuje, nebot pii jeho
vypoctu zarazujeme do skupin objekty pomoci procedury, ktera byla vytvorena na jejich
zékladé. Ozna¢me tuto chybu jako pd, tj.

(7.1.3) pd = err — err

a nazvéme ji podhodnoceni.
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Jinym odhadem pro err miize byt odhad ziskany metodou kriZového porovnavani

n

1
(7.1.4) errt =~ ;L(Yi, 8(iy(Xi)),
1=
kde §(;) je diskrimina¢ni procedura vytvorend pomoci ucici skupiny (X7, Y1)',...,(X5_q,

Yi1), (X1, Yi)'s (X, Y,)". Odhad podhodnoceni potom dostaneme jako
1 n
(7.1.5) wh =errt —arr = Y {L(Yi,0)(X2) — L(¥:,8(X0)) }
i=1

Podle &lanku [5] je w™ téméF nevychylenym odhadem pro w = Epd, ale ma bohuZel
prilis velkou variabilitu na to, aby byl dobrym odhadem. Ve zminéném ¢lanku jsou déle
porovnavany odhady metodami bootstrap a jackknife. Odhad ziskany metodou bootstrap
ma sice pomérné nizkou variabilitu, ale zase je prilis vychyleny smérem doli. Nejlepsim
se jevi odhad w’? ziskany metodou jackknife, ktery se spocita podle vzorce
n 1 n
(7.1.6) wl ==Y LY, 6(Xs)) — - > L(Y;,65)(Xs))

j=1

n -
=1

Odhad pravdépodobnosti chyby spocitany metodou jackknife potom dostaneme jako

(7.1.7) err! = w? +err.
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Zavérem si ukdZeme na nékolika souborech dat praktické pouziti dfive popsanych
modeli. Prvné popisovany datovy soubory je mozné nalézt na prilozené disketé.

8.1. Urceni pohlavi jedince prii archeologickém vyzkumu

Ukolem je ur¢it pohlavi jedince, jehoZ ostatky byly nalezeny na archeologickém na-
lezisti. Pohlavi je ur¢ovano na zakladé mér nékterych kosti. K dispozici jsou vykopavky
z pohiebist t¥{ riznych kultur (anétické, sntirové a zvonové). Pro objekty ucici skupiny
urcil pohlavi odbornik na archeologii. Pohlavi dalsich vykopavek si vSak chceme urco-
vat sami, bez pomoci tohoto odbornika. Pokusime se tedy sestavit diskriminac¢ni funkci
pro ucely urceni pohlavi. Vzhledem k tomu, Ze znadme zafazeni objektl ucici skupiny,
pouzijeme k dosazeni tohoto cile modelt logistické regrese a normdalni diskriminacni
analyzy.

Pouzitd data jsou ulozena ve formatu pro programy STATISTICA 4.5 a NcCss 6.0
v souborech kosti.sta, resp. kosti.sO a kosti.sl. Jednotlivé proménné maji nasle-
dujici vyznam.

Kultura . .. slovni oznaceni kultury, z jejihoZ pohfebisté pochéazi dana vykopavka (une,
snu, zvo).

Sex mm ... slovné oznadené pohlavi dané vykopéavky (femme = Zena, homme = muZ).
FOS_8 a UPD_51 ... miry kosti popsané v dalsim textu.

Sex_mm c ... ¢iselné oznacené pohlavi (0 = Zena, 1 = muz).

Kult_une ... alternativni veliina indikujici pFislusnost jedince k unétické kultufe (tj.
ma hodnotu 1, pokud Kultura = une a hodnotu 0 jinak).

Kult_snu ... alternativni veli¢ina indikujici pFislu$nost jedince ke kultufe Shdrové (tj.

nabyva hodnoty 1, pokud Kultura = snu a hodnoty 0 jinak).

Miry kosti, na jejichz zakladé budeme urcovat pohlavi jedince, jsou oznaceny FOS_8
a UPD_51, uvedeny jsou v milimetrech a maji nasledujici vyznam: FOS_8 je obvod
stfedu femuru (tj. obvod stfedu stehenni kosti), UPD_51 oznacuje délku proximélni epi-
fyzy ulny (tj. délku hlavice loketni kosti, ktera se nachézi u loketniho kloubu). Obecné
se jednd o jednotlivé osteologicky piresné definované rozmeéry kostry. Sestavime diskrimi-
na¢ni procedury, které bud budou, anebo nebudou vyuzivat znalosti pohiebisté, z kte-
rého dana vykopavka pochazi.

Nejprve uvedeme nékteré popisné statistiky pro veli¢iny udavajici miry kosti, otes-
tujeme zvlast pro kaZzdé pohlavi jednorozmérnou normalitu téchto veli¢in a shodu va-
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rian¢nich matic uvedenych veli¢in u Zen a muzi. VSe bylo spocitdno pomoci programu
Ncss 6.0, Boxtv test potom uzitim programu MATLAB.

Muzi — popisné statistiky
pocet pozorovani n; = 54

‘Veliéina ‘ prumeér vybér. rozptyl minimum maximum ‘
FOS 8 89,185 = ):(11 34,616 = 55’1 76,4 99,0
UPD51 |42456 = X2 6,644 = 5571 36,4 50,1

Zeny — popisné statistiky
pocet pozorovani ng = 36

‘Veliéina ‘ priumeér vybér. rozptyl minimum maximum ‘
FOS8 |78864=X) 24,857=8,, 65,8 87,7
UPD51 |37842=X2 5,326 = 53’0 33,6 41,9

Pfitom 1
Ski= d(xF-XF?, j=0,1, k=1, 2

"=ty

Nyni otestujeme shodu varian¢nich matic vektoru slozeného z uvazovanych velic¢in
FOS 8 a UPD_51 u muzské a zenské populace pomoci Boxova testu, jez je popsan
v kapitole 4.3. Pii oznaceni z této kapitoly je K = 2, p = 2. Odhad varian¢ni matice

pro muzskou populaci je
Sl — 34,616 8,208
~\ 8,208 6,644 )’

pro zenskou populaci

so_ (24,857 6,346
~\ 6,346 5,32 )

Odhad spole¢né varian¢ni matice pro jedince obou pohlavi vyjde

o _ (30734 TA67
—\ 7467 6,120)"

Hodnota konstanty C), je v naSem piipadé Cy = 1,026. Z uvedenych daju jiz spocitame
hodnotu testové statistiky
B =1,708 .

Tato statistika ma pri platnosti hypotézy shodnosti varian¢nich matic priblizné rozdéleni
x? o (K- 1)% = 3 stupnich volnosti. DosaZena hladina testu je potom pjeyer = 0,64.
Shodu varian¢nich matic tedy nemtZeme na 5% hladiné vyznamnosti zamitnout.

K testovani normality byly pouzity nasledujici testy: Lillieforsovo zobecnéni Kolmogo-
rovova-Smirnovova testu a D’Agostinovy testy vyuzivajici vybérové Sikmosti, vybérové
Spicatosti a omnibusu (podrobnéjsi informace o téchto testech lze nalézt napt. v [1]).
DosaZené hladiny testl jsou uvedeny v nasledujicich tabulkach. Pro Lillieforsiv test

uvadime hodnotu testové statistiky lomenou kritickou hodnotou na 5% hladiné.
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Muzi — testy normality

test FOSS8 UPD_51
Lillieforsiv 0,079/0,120 0,071/0,120
D’Agostinova Sikmost 0,30 0,41
D’Agostinova Spicatost 0,09 0,27
D’Agostintiv omnibus 0,14 0,39

Zeny — testy normality

test FOSS8 UPDJ51
Lillieforsiv 0,100/0,146 0,079/0,146
D’Agostinova Sikmost 0,32 0,84
D’Agostinova Spicatost 0,99 0,15
D’Agostintiv omnibus 0,61 0,36

Vidime, Ze jak pro muzskou, tak pro Zenskou populaci neni normalita zamitnuta na
5% hladiné Zadnym z uvedenych testd ani pro jednu z uvaZovanych mér kosti.

8.1.A. Diskriminaéni procedury, které nezohlednuji kulturu,
srovnani modela (NDA) a (LR)

Nejdrive sestavime diskrimina¢ni funkce, které budou urcovat pohlavi pouze na za-
kladé znalosti veli¢in FOS_8 a UPD_51 a nebudou vyuzivat informace o kulture. Vektor
X = (X1, X?), na jehoz zékladé zjistujeme pohlavi, je tedy dvouslozkovy, pfitom X1
p¥islusi veliciné FOS_8 a X? veli¢iné UPD_51. Na zikladé vyse uvedenych testi jedno-
rozmérné normality slozek vektoru X v jednotlivych populacich se mizeme domnivat, ze
pro obé pohlavi je X normalné rozdéleno. Shoda varian¢nich matic vektoru X u muzské
a zenské populace byla ovérena téz. Lze se tedy domnivat, Ze jsou splnény predpoklady
modelu normalni diskrimina¢ni analyzy. Podle tfeti kapitoly jsou splnény také predpo-
klady modelu logistické regrese.

Nyni mizeme pristoupit k vypoctu odhadi nezndmych parametri. Neni-li feceno
jinak, je v8e pocitano pomoci programu MATLAB. Odhady parametri v modelu (NDA)
jsou podle (2.2.3) nésledujici:

~

A =0,600 ,
(89,185 (78,864
Pr=1\42456 )" Ho= \ 37,842 )°

$ = 30,051 7,302
S\ 7,302 5,984 )°

Odtud podle (1.2.1) spocitdme odhady koeficient diskrimina¢ni funkce:

A s (0,222
Bo=-38326, fB= (0’500) .
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Odhady koeficienti diskriminaéni funkce v modelu (LR) ziskdme maximalizaci logarit-
mické vérohodnosti (2.1.2):

= = 0,206
Bo = —38,388 , B = (0’537) .
Tedy u nové vykopavky, u které naméfime (X1, X?2)’, identifikujeme pii pouZiti modelu
(NDA) pohlavi jako muzské, pokud
0,222X" + 0,500X? > 38,326

a jako Zenské jinak. P¥i pouziti modelu (LR) je rozhodovaci pravidlo nepatrné odlisné
a urcuje pohlavi jako muzské, pokud

0,206 X! +0,537X2 > 38,388

a jako zenské jinak.
Podle (5.2.8) byl déle spoéitdn odhad minimalni pravdépodobnosti chyby érrq (do
vzorce (5.2.8) byly misto skuteénych hodnot parametri A, p1, po, X dosazeny jejich

A

odhady A, fi1, fio, X3). Uvadime i hodnoty nékterych veli¢in nutnych k vypoctu érro.

A= \/(ﬂl — fu0)" S (a1 — fug) = 2,1445

O =In—2 = 0,4055 ,
1A

éerro = 0,1376.

Odhad pravdépodobnosti chyby jednotlivych diskrimina¢nich procedur byl proveden
mgtodami jackknife a k¥izového porovndni podle sedmé kapitoly. Veli¢iny err, w™, err™T,
w? a err? jsou politiny podle vzorcu (7.1.2), (7.1.4), (7.1.5) (7.1.6) a (7.1.7).

Odhad pravdépodobnosti chyby

Pouzity model | err w™ err™ w? err?
NDA 0,1667 0 0,1667 0 0,1667
LR 0,1667 0 0,1667 | 0,0011 0,1678

Vidime, Ze odhad pravdépodobnosti chyby (metodou jackknife), neboli pravdépo-
dobnosti chybné klasifikace je nepatrné nizsi u diskriminacni funkce, jez je zaloZena na
modelu normalni diskrimina¢ni analyzy. Tento poznatek je v souladu s teorii uvedenou
v predchazejicich kapitolach.

Uzitim /(idhadﬁ pravdépodobnosti chyby je mozné nyni spocitat odhad relativni vy-
datnosti Eff logistické regrese vzhledem k normdlni diskrimina¢ni analyze, ktery je

roven ( )
—~ . err!(NDA) — érrg
Eff= - — = 0,9632.
) errd(LR) — érrg
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Tuto hodnotu muZeme porovnat s asymptotickou relativni vydatnosti Eff,(w, A), jez
je spocitana podle vzorce (5.2.15) pomoci programu MAPLE. Jeji hodnotu uvadime
s nékterymi mezivysledky, nutnymi k jejimu vyjadfeni.

q(@,A) =1,0201 ,
Eff,(&,A)=08779,  Eff_(&,A) = 10,8630,
Eff,(&,A) = 0,8705.

Asymptoticka relativni vydatnost se lisi od relativni vydatnosti spocitané s vyuzitim
odhadt pravdépodobnosti chyby metodou jackknife. Rozsah naseho vybéru vsak nebyl
prili§ velky a tedy neni na této skute¢nosti nic zvlastniho.

V pfiloze uvaddime graf D.1, na kterém jsou znazornény objekty udici skupiny spolu
s primkami, jez urcuji poloroviny, které rozlisSuji vykopavky muzského pohlavi od vyko-
pavek pohlavi Zenského.

8.1.B. Diskriminaé¢ni procedury, které vyuzivaji znalosti kultury,
srovnani modela (NDA) a (LR)

V nésledujicich diskrimina¢nich procedurdch budeme vyuzivat téz znalosti kultury,
ke které patiil jedinec, jehoz pohlavi chceme ur¢it. Vektor X = (X1, X2, X3, X*)’ bude
tedy Ctytslozkovy, pritom jeho prvni dveé slozky budou spojitého charakteru a budou mit
stejny vyznam jako v piedchizejicim piipadé. Dale X3 = 1, pokud dany jedinec pat¥il
k tnétické kultuie a X3 = 0 jinak, X* = 1, pokud jedinec p¥islugel ke kultuFe Siitirové
a X2 = 0 jinak. Pf¥islugnost jedince ke zvonové kultufe tedy indikuji nulové hodnoty
veli¢in X2 a X?. VSechny déle uviddéné vypoéty jsou provadény opét pomoci programu
MATLAB, neni-li feceno jinak.

Nyni neni zaddny divod se domnivat, Ze by vektor X mohl byt norméalné rozdeé-
len, nebot dvé jeho slozky jsou rozdéleny diskrétné. Jisté tedy nejsou splnény pred-
poklady modelu normalni diskriminac¢ni analyzy. Sestavime pfesto diskriminac¢ni pro-
cedury zalozené jak na tomto modelu, tak na modelu logistické regrese. Vhodnost mo-
delu logistické regrese ovérime pomoci Hosmerova-Lemeshowova testu, ktery je uveden
v sedmé kapitole. K tomuto tcelu je nejprve nutné spocitat odhady koeficienti Gy a
B v modelu logistické regrese, abychom mohli urc¢it odhad logistické pravdépodobnosti
m(x) = P(Y = 1|X = x). Tyto odhady, které ziskdAme maximalizaci logaritmické véro-
hodnosti (2.1.2), maji hodnotu:

0,251
0,710
—-2,263
—3,822

By = —46,750 | 8=

V dalsim kroku slou¢ime pozorovani podle decili rizika (jedné se o prvni metodu slu-
¢ovani popsanou v kapitole 4.2 s hodnotou ¢isla g = 10).

Dostaneme nasledujici odhady poétu muzi (¢;) a poctu zen (m} — ¢;) v jednotlivych
decilovych skupinéch, pozorované pocty muzi (o;) a pocty Zen (m} — o;) v jednotlivych

Sk S
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skupinach a odhady pravdépodobnosti, Ze dana vykopavka byla muzského pohlavi za
podminky, Ze hodnota vektoru X na ni naméfend je stejna jako u nékterého z objekti
ucici skupiny, ktery lezi v daném decilové skupiné (7;). Ve je samoziejmé zaokrouhleno.
Podrobnéji se 1ze o vyznamu téchto veli¢in docist v kapitole 4.2.

Decilové skupiny

Decilova
skupina (i) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | Soucet
p 0,04 039 1,24 305 601 7,92 857 882 897 899 | 54
0; 0 1 2 1 6 8 9 9 9 9 04
mf—c; | 8,96 861 7,76 595 2,99 108 043 0,18 0,04 0,01 36
m; — o; 9 8 7 8 3 1 0 0 0 0 36
T ‘ 0,005 0,043 0,138 0,339 0,668 0,880 0,952 0,981 0,996 0,999 ‘

7 uvedené tabulky vyplyva, Ze v deseti polickdch teoretické kontingencni tabulky
je odhad teoretické Cetnosti nizsi nez pét. Jak vSak jiz bylo feceno ve ¢tvrté kapitole,
autori [8] uvadéji, Ze tato skutecnost neni pfili§ na zadvadu. Testové statistika Hosmerova-
Lemeshowova testu C' m4 v nadi situaci hodnotu

A

C =4,374.

Rozdéleni této statistiky p¥i platnosti hypotézy, Ze plati model logistické regrese je x2
0 10 — 2 = 8 stupnich volnosti. Dosazené hladina testu je tedy rovna p = 0,82, z ¢ehoz
plyne, Ze na 5% hladiné vyznamnosti nelze zamitnout platnost modelu logistické regrese.

Nyni ptistoupime k vypocétu odhadt nezndmych parametri. Odhady parametri v mo-
delu (NDA) jsou podle (2.2.3) nésledujici:

A~

A = 0,600,
89,185 78,864
| 42,456 | 37,842
Pr=+1 o611 [> Ho= | 0500 [’
0,204 0,333

30,051 7,302 0,319 0,427
7,302 5,984 0,182 0,171
0,319 0,182 0,243 —0,141
0,427 0,171 —0,141 0,186

Poznamenejme, Ze posledni dvé slozky odhadi p; a po udévaji pomérné zastoupeni
jedinct unétické a Snirové kultury mezi muzi a Zenami v ucicim souboru.
Podle (1.2.1) spocitdme odhady koeficientti diskrimina¢ni funkce v modelu (NDA):

0,275
5 A 0,629
180 - _457401 ’ /6 - _2,664

-3,925
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Odhady koeficientt diskriminaéni funkce v modelu (LR), které jsme ziskali maxima-
lizaci logaritmické vérohodnosti (2.1.2) jsme uvedli jiz dfive.

Pro model normélni diskriminac¢ni analyzy tedy dostavame nésledujici rozhodovaci
pravidlo (vZdy je uvedeno, kdy zafadime jedince, u kterého bylo naméfeno X! a X?2
mezi muze). Absolutni ¢len v rozhodovaci funkei je nyni vypocitan zvlast pro jednotlivé
kultury.

unéticks kultura: 0,275X' + 0,629X2 > 48,065,
shiarova kultura: 0,275X ' 4 0,629.X2 > 49,326,
zvonové kultura: 0,275X! + 0,629X2 > 45,401.
Analogicka rozhodovaci pravidla maji v modelu logistické regrese tvar:
unéticka kultura: 0,251X*' 4 0,710X2 > 49,013,
shiarova kultura: 0,251X' 4 0,710X2 > 50,572,
zvonova kultura: 0,251X' +0,710X2 > 46,750.

Odhad pravdépodobnosti chyby jednotlivych diskriminacnich procedur byl stejné
jako v situaci, kdy jsme do modeli nezahrnovali informaci o kulture proveden meto-
dami jackknife a kriZového porovndni podle sedmé kapitoly. Veli¢iny err, wt, errt, w’
a errd jsou opét pocitany podle vzorct (7.1.2), (7.1.4), (7.1.5), (7.1.6) a (7.1.7).

Odhad pravdépodobnosti chyby

Pouzity model err wt err™ w’ err’
NDA 0,0889 |0,0222 0,1111 |0,0210 0,1099
LR 0,1667 0 0,0889 |0,0110 0,0999

Vidime, Ze odhad pravdépodobnosti chyby, neboli pravdépodobnosti chybné klasifi-
kace, zaloZeny na obou metodéch, je nyni nepatrné nizsi u diskrimina¢ni funkce, jez je
sestavena na zakladé modelu logistické regrese.

V priloze jsou uvedeny grafy D.2 az D.4, na kterych jsou znazornény objekty ucici
skupiny spolu s primkami, jez urcuji poloroviny, které rozlisuji vykopavky muzského
pohlavi od vykopavek pohlavi Zenského. Grafy jsou nyni t¥i, kazdy pro jedince jedné
kultury.

8.1.C. Diskriminaé¢ni procedury, které nezohlednuji kulturu,
srovnani modela (NDA) a (MND)

Na zavér srovname model normdlni diskriminac¢ni analyzy s modelem smési normal-
nich rozdéleni. Diskriminaci pfitom zalozime na vektoru X, ktery neobsahuje informaci
o kulture. Podle predchazejiciho textu jsou predpoklady obou uvazovanych modeli spl-
nény.

Odhady nezndmych parametri v modelu (MND) ziskdime pomoci EM algoritmu
(viz kapitola 6) vyuZzitim programu MATLAB, konkrétné funkce MNDest s argumenty:
tolerance = 107°, rovnat = 1 a A\’ = 5/9. Dostaneme néasledujici vysledky:

v

A =0,490 ,

3

90,944
42,798

. (179,406
v M= 1{38510) °
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$ 22,350 6,368
-~ \ 6,368 6,499 ) °

Odtud podle (1.2.1) spocitame odhady koeficientt v diskriminaéni funkci:
% = 0,455
Bo=—47512, fB= (0’213> .

Tedy u nové nalezené kostry, u které naméifme (X!, X?2)’, identifikujeme pohlavi jako
muzské pfi pouziti modelu (MND), pokud

0,455X' +0,213X2 > 47,512 .
Pomoci modelu (NDA) identifikujeme muze, jestlize

0,222X ' + 0,500X?2 > 38,326 ,

jak bylo ukézano v ¢asti 8.1.A.

Jelikoz zname pohlavi objekt ucici skupiny, mizeme jak metodou jackknife, tak me-
todou kriZového porovndni uréit odhady pravdépodobnosti chyby téZ pro model (MND).
Jejich hodnoty jsou uvedeny v nasledujici tabulce.

Odhad pravdépodobnosti chyby

PouZity model err wT err™ w’ err?
NDA 0,1667 0 0,1667 0 0,1667
MND 0,1667 0 0,1667 |-0,0025 0,1642

Vidime, Ze odhad pravdépodobnosti Spatné klasifikace je metodou kriZového porov-
ndnistejny pro oba modely a metodou jackknife je nepatrné nizsi u modelu (MND). Toto
zjisténi neodpovida plné zavérim uvedenym na predchazejicich stranach, ale musime si
uvédomit, Ze se jednd pouze o odhady pravdépodobnosti chyby, jejichZ presnost muze
byt ovlivnéna mnoha skute¢nostmi, napt. ne prilis vysokym rozsahem uciciho souboru.

Také pro tyto dva modely uvadime v ptiloze graf D.5 se znazornénim objektl ucici
skupiny spolu s diskrimina¢nimi primkami.

8.2. Prijimaci zkousky na Pravnické fakulté UK v Praze

V nésledujicim piikladé se pokusime zanalyzovat vysledky pfijimacich zkousek na
Pravnické fakulté UK v Praze v roce 1999. Tyto pfijimaci zkousky jsou nechvalné zndmy
moznosti, Zze néktefi uchazec¢i o studium na zminéné fakulté znali znéni pFijimacich
test pred vlastni prijimaci zkouskou. Pomoci studovanych modelt se pokusime rozlisit
studenty, ktefi neznali zadani pfijimacich testd (béZni studenti), a studenty, ktefi mohli
znét predem znéni téchto testl (zvyhodnéni studenti).

K dispozici jsou vysledky jednotlivych uchazec¢i v nasledujici podobé: pocet bodi
za test z ciziho jazyka (proménné jazyk), z historie a vSeobecného piehledu (proménna
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historie) a za test z logiky (proménnda logika). Déle je u kazdého uchazece uvedeno
poradové ¢islo terminu zkousky, kterého se ztacastnil. Termini bylo dohromady t¥inact,
pritom ten trinacty byl ndhradni za termin ¢islo dvanact, ktery byl anulovan kvuli
podezieni na podvodné jednani nékterych uchazec¢i. V analyze nebudeme tedy pracovat
absolvovali v terminu dvanactém. Pridani dat ze tfindctého terminu do celého souboru
by mohlo zptsobit poruseni nezavislosti jednotlivych pozorovani. Kazdého z prvnich
dvanacti termint se zicastnil priblizné stejny pocet uchazec¢i v rozmezi od 426 do 488.
Za test z jazyka bylo pritom mozné ziskat maximélné patnact bodi, za test z historie a
vSeobecného prehledu maximéalné ¢tyticet pét bodi a za test z logiky maximalné ¢tyticet
bodi.

Veli¢ina Y, jez indikuje zafazeni jednotlivych uchazect, bude nabyvat hodnoty jedna
pro zvyhodnéné a hodnoty nula pro bézné uchazece. Diskriminaci budeme provadét
na zakladé vektoru X, jehoz slozky budou odpovidat po fadé proménnym jazyk, his-
torie, logika. Ucici skupinu v tomto pripadé tvori vSichni uchazeci, kteri se zucastnili
jednoho z prvnich dvanécti termini. U zZddného z nich nevime, zda ho zaradit mezi
bézné nebo zvyhodnéné studenty. K sestaveni diskriminacni funkce tedy musime nyni
pouzit model smési norméalnich rozdéleni. Pro podporeni domnénky, ze zkoumana data
jsou skutecné smési dvou normdélnich rozdéleni, uvedeme histogramy dosazenych bodu
u jednotlivych testi zvlast pro prvni a dvanécty termin. Vysledky uchazec¢t z prvniho
terminu by smés tvorit nemély, naopak vysledky dvanactého terminu by mély tvorit
smés z rozdéleni, z néhoz pochézeji data u otatnich termint a rozdéleni, z néhoz po-
chazeji data zvyhodnénych uchazect. Histogramy pro druhy az jedenécty termin se od
toho pro termin ¢islo jedna pfili§ nelisi a proto nejsou uvedeny. Vlevo je vzdy graf od-
povidajici prvnimu a vpravo graf odpovidajici dvanactému terminu. Na zavér je jesté
uveden histogram celkového souc¢tu bodi ze vSech tii testii.

OBR. 8.2.1. Histogramy — test z ciziho jazyka

Fistogram (PRIJZK 5TA 5v*580%c) Histagrsm (PRIJZK 8TA 5i*5802¢)
y= 42671 narmal (x, 934272, 2.418537) ¥= 44071 =normal &, 108477, 280083)
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OBR. 8.2.2. Histogramy — test z historie a vSeobecného piehledu
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OBR. 8.2.3. Histogramy — test z logiky
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OBR. 8.2.4. Histogramy
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Smés dvou rozdéleni 1ze odhalit v podstaté na vSech histogramech odpovidajicich dva-
nactému terminu, pfritom nejvice se promichani dat ze dvou vybéri projevuje u testu
z historie a vSeobecného prehledu. Naproti tomu histogramy prvniho terminu pomeérné
dobfe odpovidaji hustoté normalniho rozdéleni. Na zaveér jesté uvadime tabulku s pri-
méry vysledki jednotlivych testi a celkového bodového souc¢tu zvlast pro prvnich jede-
nict termind a pro termin dvanéacty.

Priiméry ziskanych bodu

1. - 11. termin 12. termin
(5110 studentt) | (440 studenti)
jazyk 10,11 10,95
historie 27,51 34,11
logika, 28,64 32,05
bodovy soucet 66,27 77,11

7 tabulky vidime, Ze priméry dosazenych bodi jsou u dvanactého terminu vzdy
vysSi. Pritom rozdil je témér zanedbatelny pro jazyk a nejvyssi pro historii. Také tato
zjisténi nas utvrzuji v domnénce, Ze mame co do ¢inéni se smési dvou rozdéleni.

Podrobnéji se 1ze s divody, jez vedou k domnénce, Ze data jsou smési dvou rozdélenti,
seznamit na siti Internet na adrese http://www.prf.cuni.cz/pr99/Komentar.html,
kde je zverejnén Komentar ke statistickému zpracovdani vysledki prijimacich zkousek na
Pravnické fakulte UK v Praze v roce 1999.

Pro vlastni sestaveni diskriminac¢ni funkce pouzijeme vysledky vSech uchazeci, kteri
se zcCastnili prvnich dvanacti terminti. Takto ziskdme vybér ze smési dvou rozdéleni, pfi-
¢emz nyni jiz promichanost nevynikne tolik, jako v pfipadé dvanactého terminu. Prvnich
dvanéacti termint se zucastnilo 5550 uchazec¢i. Odhady budeme pocitat pomoci funkce
MNDest v MATLABU. Po&ateéni odhad A\° poméru zvyhodnénych uchaze¢t zvolime né-
sledujicim zpisobem. U dvanactého terminu se smés projevuje nejvice v testu z historie
a vSeobecného ptehledu. Zbéznym pohledem na histogram bodového zisku z historie
v tomto terminu (obr. 3.2.2 vpravo) se zda, 7e hranice mezi b&Znymi a zvyhodnénymi
uchazec¢i by mohla byt blizka hodnoté 42. Tohoto anebo vyssiho poc¢tu bodi dosahlo
v rdmci dvanéctého terminu 111 uchazecti. Za A° zvolime tedy hodnotu 111/5550 = 0,02.
Predpokladame totiz, ze zbylych termint se zicastnili pouze bézni uchazeci. Data déle
nechame settidit podle proménné odpovidajici vysledku testu z historie. Toleranci na-
stavime na hodnotu 1075. Po provedeni 56 iteraci EM algoritmu ziskdme néasledujici
odhady:

v

X = 0,062,
11,57 10,09
ﬁ'l = | 38,84 ) le = | 27,32 )
33,61 28,60
(707 248 231
S [ 248 2084 361
231 361 1570

Vidime, ze odhad stfedni hodnoty bodovych ziskii béznych uchazeci je témér shodny
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s pruméry bodovych ziskl studenti, kteri se ziucastnili prvnich jedenacti termint. Od-
had stfedni hodnoty bodovych ziski zvyhodnénych uchazect je o néco vyssi nez primeér
bodovych ziskti dosazenych v rdmci dvanictého terminu. Tento fakt je zptsoben sku-
tecnosti, ze dvanactého terminu se ztcastnili téz bézni studenti. Vzhledem k uvedenému
se potvrzuje domnénka, Ze prvnich jedenacti termint se patrné nezicastnil zadny zvy-
hodnény student.
7 uvedenych odhadt pomoci funkce MNDbetas spocitame odhady koeficienti v diskri-
minacni funkci:
—0,04

Bo=-2592, B=/[ 052

0,20

Tedy uchazece, ktery u pfijimaci zkousky dosahnul bodového zisku reprezentovaného
vektorem X = (jazyk, historie,logika)', zafadime mezi zvyhodnéné, pokud

—0,04 - jazyk + 0,52 - historie 4+ 0,20 - logika > 25,92.

Pokud aplikujeme toto rozhodovaci pravidlo na vysledky uvazovanych uchazeci, zis-
kéame nasledujici odhady poctu béznych a zvyhodnénych uchazect na jednotlivych ter-
minech pfijimaci zkousky. Odhady poc¢tu béznych uchazeci jsou ve sloupci oznaceném
nulou, po¢tu zvyhodnénych uchazec¢i ve sloupci oznaceném jednickou.

Odhady poctu béznych a zvyhodnénych uchazeci

zalazeni pomeér
termin 0 1 soucet | zvyhodnénych (%)
1. 420 6 426 1,4
2. 451 0 451 0
3. 468 13 481 2,7
4. 443 7 450 1,6
5. 467 2 469 0,4
6. 464 5 469 1,1
7. 458 7 465 1,5
8. 470 3 473 0,6
9. 460 3 463 0,6
10. 468 7 475 1,5
11. 478 10 488 2,0
12. 279 161 440 36,6
souCet | 5326 224 5550 4,0

Samoziejmé, Ze ne kazdy uchazec, ktery je podle naseho diskriminac¢niho pravidla
oznacen za zvyhodnéného, jim skutecné je. Diskrimina¢ni funkce musi totiz pomoci ro-
viny rozdélit jednoznacné trojrozmérny eukleidovsky prostor na dvé ¢asti. Takto se do
Casti se zvyhodnénymi uchaze¢i mtze dostat i ten, ktery pfirozenym zpisobem (vlast-
nimi védomostmi) dosdhnul vyssiho bodového zisku. Proto se mezi ,zvyhodnénymi*
uchazeci objevuji téz studenti, kteri se zucastnili jednoho z prvnich jedenacti termin,
nikdy jich v8ak neni mnoho (maximalné 2,7 %). Naproti tomu v pFipadé dvanictého ter-
minu bylo za zvyhodnéné oznadeno 161 studenti, tj. 36,6 %, coZ podporuje domnénku,
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ze nékteri uchazeci, kteri se zicastnili tohoto terminu prijimacich zkousek, znali zadani
testl predem.

z kritického dvanictého terminu. Za pocateéni odhad parametru A nyni zvolime \° =
111/440 a pii toleranci 10~° dostaneme po 16 iteracich EM algoritmu nasledujici odhady
neznamych parametri:

A2 =0,431 ,
12,09 10,08
= 41,19 | ay? =1 28,7 | ,
35,18 29,68

) 6,83 1,47 1,64
12 =147 12,12 2,74
1,64 2,74 14,92

Odhady 112, id? a $12 jsou pomérné blizké odhadtm fi1, fig, 2. Odhad A2 5 odhadem
A srovnéavat nemiZeme, nebot se vztahuje k podilu zvyhodnénych uchaze¢t v ramci
dvanactého terminu, ktery byl podstatné vyssi nez v ramci celého prijimaciho fizeni.
Odhady koeficienti v diskriminac¢ni funkci jsou nésledujici:

) ) 0,04
02 = 40,94 , B2 =10,98
0,18

Pokud pomoci této diskriminac¢ni procedury zaradime uchazece, kteri se zuc¢astnili dva-
nactého terminu, bude jich 185 oznaceno za zvyhodnéné, coz je o 24 vice, nez pfti dis-
kriminaci provadéné pomoci ptivodni procedury. Pritom zadny z uchazeci, ktery byl
ptvodni procedurou oznacen za zvyhodnéného, nebude nyni nezvyhodnény. Nova pro-
cedura tedy pouze k ptivodnim zvyhodnénym studentiim pridala dalSich 24 uchazecii.
Tato skutecnost muZe byt zptisobena faktem, Ze nyni byl podil zvyhodnénych uchazeci
v ucicim souboru podstatné vyssi, nez pri sestavovani pivodni procedury. Zarazovat
uchazete z ostatnich termini pomoci procedury uréené koeficienty Gp'% a (3'2 nebude
mit prili§ velky smysl kvili chybnému odhadu podilu zvyhodnénych uchazec¢i v sou-
boru vSech studenti, ktefi se zucastnili prijimacich zkouSek. Upravime-li tento odhad
do tvaru

A2 . pocet uchazecti v 12. terminu 0,431 -440

5\12,1}%6 — = 0,034
pocet viech uchaze&t 5550 ’
. o . 12,08 o ) .
a spo¢itdme pomoci 112, f1d2, ¥12 a A12:v5¢ koeficienty [y ? e, B12:v% ez vyjdou
0,04
Bé2,v§e = —44.00 Iél2,vée — 0.98

0,18
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ziskame diskriminac¢ni proceduru, pomoci niz jiz miizeme zatazovat téz studenty z ostat-
nich termint. Tato procedura oznaci studenta za zvyhodnéného, pokud

0,04 - jazyk + 0,98 - historie + 0,18 - logika > 44,00.

Toto rozhodovaci pravidlo se na prvni pohled pomérné lisi od ptuvodniho pravidla za-
loZeného na BO, ,é, ale pokud porovnadme rozhodnuti uc¢inénd na zakladé téchto dvou
procedur, zjistime, Ze odliSnost neni prili§ velkd, jak je mozné se presvédcit v nasledujici
tabulce, ktera obé procedury porovnava. Ve sloupci oznaceném 0 — 1 je pocet uchazect
oznacenych novou procedurou za zvyhodnéné, ale starou za bézné, sloupec oznaceny 1 —
0 obsahuje naopak pocet uchazecli oznacenych za zvyhodnéné pouze ptivodni procedu-
rou. Sloupce pivodni a nova procedura prinaseji pocty uchazecu, ktefi byli oznaceni za,
zvyhodnéné uzitim piislu$né diskriminacéni funkce.

Porovndni dvou procedur

puvodni nova pocet odlisné

termin | procedura procedura 0-1 1-0 zafazenych
1. 6 5 0 1 1
2. 0 0 0 0 0
3. 13 11 1 3 4
4. 7 7 1 1 2
5. 2 2 0 0 0
6. 5 4 0 1 1
7. 7 9 2 0 2
8. 3 3 0 0 0
9. 3 3 0 0 0
10. 7 8 1 0 1
11. 10 12 3 1 4
12. 161 160 1 2 3
soucet 224 224 9 9 18
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V této kapitole se budeme zabyvat problematikou statistickych rozhodovacich funkeci.
Necht 6 € € je neznamy parametr, jehoz hodnotu chceme zjistit, Q C RF je parametricky
prostor. Necht X € X je ndhodnd veli¢ina s hustotou 7(x) vzhledem k o—kone¢né mife
v(x). Necht 6 : X — € je rozhodovaci funkce. Déle necht L(6,8(X)) je ztrdtovd funkce
ohodnocujici nase rozhodnuti, je-li skutecnd hodnota parametru rovna . Nasim tikolem
je najit takovou rozhodovaci funkci ¢ z pfedem dané mnoziny 2, aby hodnota ztratové
funkce byla v jistém smyslu minimalni.

V idedlnim ptipadé bude optimdélni rozhodovaci pravidlo 6* spliiovat nésledujici
vztah:

6* = argmin L (6, 6(X)) Vo € Q,VX € X.
0ED

Pravidlo 6* s touto vlastnosti vSak nalezneme pouze v nemnoha ptipadech. Pro nale-
zeni optiméalniho rozhodovaciho pravidla v néjakém smyslu zavedeme rizikovou funkci

R(0,6) = E[L(9,6(X))|6].

Definice. Rekneme, Ze rozhodovaci pravidlo ¢’ je R-lepsi nez rozhodovaci pravidlo
0, pokud plati
R(0,0") < R(6,6) VO e

a alespon pro jedno 6 € €2 je nerovnost ostra.

PopiSeme si dvé moznosti nalezeni optimélni rozhodovaci funkce.

a) minimax

R(0,0*) = min max R(6,0)
ED 0€Q

b) bayesovsky pfFistup

N<
@

Predpokladejme, Ze 6 ma apriorni hustotu ¢ vzhledem k o—kone¢né mife 7(f) a
X mé podminénou hustotu r(x|0) vzhledem k o-konecné mife v(x). Necht p,(6)
ER(0,0) = [, R( (0)dn(0) je bayesovskd rizikovd funkce.

ER(0,07) = pq(07) = min py(9),

tedy

0% = argmin p4(0).
6ED
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V tomto ptipadé se budeme tvaru optimalni rozhodovaci funkce vénovat podrobnéji.

(1) Uzitim Bayesovy véty dostaneme podminénou hustotu 6 za podminky X = x

Ja r(x10) q(6) dn(6)’

r(x]6) q(6) ol +
jelixe XT,
(01x) :{ )
0 jinak,

kde Xt = {x: [, (x/0) q(0) dn(0) # 0}.
(2) Nepodminénou hustotu X dostaneme integraci sdruzené hustoty r(x, #) pres €.
Pritom
r(x,0) =r(x|0) ¢(0) (v ® n)-skoro viude
a tedy

r(x) :/Qr(x\ﬁ) q(0) dn(0) v-skoro vsude.

/ (0, 5(x))r(x19) q(0) dn(0)dv(x)

= [ 1) e.060) ,(:\20) ((9()0)(177(9) <9>} [/Q (x16) 4(6) dn(6) ] dv (x)

/QL(G,d( %)) (6]x) dn(6 [/Qr x/6) 4(6) dn(6)] v (x)
E[L

(0,6(X))|X = x]r(x) dv(x).

Nechf d(x) = argmingep E[L(0,5(X))|X = x| a nechf toto minimum existuje pro
v(x)-skoro vSechna x € X. Potom

gré%lpq(é gré%l/ E[L(9,6(X))|X = x|r(x) dv(x)

> " gré%lE[L(G, (5(X))|X = x|r(x) dv(x)

:/ [L(6,( 5(X )| X = x|r(x) dv(x)
X
= Pq(s)-

Tedy pg(8) > py(d) V6 €D a tudiz 6* =4 .
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Na zaveér si uvedme explicitni tvar rizikové a bayesovské rizikové funkce pro pripad,

v

VAS

Q=1{0,1},
D={66:%X—{0,1}},
L(i,j)=1-10,4, 14,j=0,1.

V tomto piipadé hraje roli miry n ¢itaci mira. Pro rizikovou funkci R(6,0) postupné
dostavame:

R(3,6 L(6,6(X ))|0:z}

/ 1)r(xi)du(x) + LG, 0)r (x[i)dv(x)

{x:8(x)= 1} {x:8(x)=0}

= / (1—9;1)r(x|i)dv(x) —i—/ (1= 0;0)r(x|é)dv(x)
{x:8(x)=1} {x:5(x)=0}

_ { Jisoy=1y T (x[0)dv (%) P(3(X)=1¢=0), i=0,

|i)dv )
f{x:&(x):O} r(x|i)dv(x) = P(6(X) = |9 =1), i=1

7 vyjadreni rizikové funkce jiz snadno dostavame bayesovskou rizikovou funkci:

= P(0 = 0)R(0,6) + P(0 = 1)R(1, 6)
=P =0)P(6(X)=1/0=10)+ PO =1)P(6(X) =06 =1)
=P(6(X)=1,0=0)+P(6(X)=0,0 =1).

Vidime tedy, Ze bayesovskou rizikovou funkci lze v této situaci interpretovat jako prav-
dépodobnost Spatného rozhodnuti o hodnoté parametru 6.
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B. STANDARDNI SITUACE V MODELU
NORMALNI DISKRIMINACNI ANALYZY

Cilem tohoto dodatku je dokazat platnost nasledujici véty.

Véta B.1. Necht py,po € RP, puy # po. Necht A € (0,1). Necht ¥ je pozitivné
definitni matice typu p X p. Potom Ize uZitim linearni transformace X* = a + AX,
a € RP, A matice typu p X p, prevést pripad

£(X) = Np(p1, %) s pravdépodobnosti A,
£(X) = Np(po,X) s pravdépodobnosti 1 — A

na situaci

A
£(X*) = Np(gel, I,,) s pravdépodobnosti A,

A
£(X*) = Np(_Eel, I,,) s pravdépodobnosti 1 — A,

kde
612(1,0,...,0)16Rp,

I, je jednotkova matice typu p X p,

A = /(1 — p0) S (1 — o)
Jje zobecnéna Mahalanobisova vzdalenost vektori pi a po.
Pred provedenim vlastniho dikazu véty B.1 uvedeme nékolik pomocnych tvrzeni.

Véta B.2. Necht M, N jsou realné symetrické matice typu p X p. Necht matice N
je pozitivné definitni. Potom existuje matice P typu p X p, ktera je regularni a lze psat

M = P/AP,
N = P'P,

pritom matice A typu p X p je diagonalni.

Diikaz. Viz [12]. O
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Lemma B.3. Necht u € RP je nenulovy vektor. Potom matice U = uu’ je nenulova
a plati r(U) = 1.

Dikaz. Necht u = (uq,...,up). Kdyby matice U byla nulovi, muselo by mj. platit
u? = 0Vi = 1,...,p, coz vede ke sporu s nenulovosti vektoru u. Tedy matice U je
skutecné nenulova.

r(U) =r(uu’) <r(u) =1.

Pfitom r(U) = 0 tehdy a jen tehdy, je-li matice U nulovd, coZz nemize nastat. Tudiz
r(U)=1. O

Lemma B.4. Necht p > 2. Bud u € RP nenulovy vektor. Necht N je pozitivné
definitni matice typu p X p. Potom uu’z = 7Nz pro néjaky nenulovy vektor z € RP
tehdy a jen tehdy, je-lin = 0 nebo n = A2, kde A = vu'N-1u.

Diikaz. (1a) Necht n = 0. uu’z = 0 pro néjaky nenulovy vektor z tehdy a jen tehdy,
je-li det(uu’) = 0, coZ je splnéno, nebot matice uu’ je typu p X p, p > 2 a podle lemmatu
B.3 je r(uu’) = 1.

(1b) Necht n = A% A # 0, nebof u je nenulovy vektor a matice N je pozitivné
definitni. uu’z = A%2Nz pro vektor

1
z = KN_IU.

Pritom vektor z je nenulovy diky pozitivni definitnosti matice N a nenulovosti vektoru
u.

(2) Uzitim véty B.2 dostavame existenci regularni matice P a diagonalni matice A =
diag{A1,..., Ay}, které spliuji:

uu’ = P'AP,
N =P'P.

Tohoto rozkladu zahy vyuzijeme.
Necht uu’z = 7Nz pro n&jaky nenulovy vektor z.
< (uu’ — nN)z = 0 pro néjaky nenulovy vektor z.
< det(uu’ — nN) = 0.
< det(P'AP — nP'P) = 0.
& det(P') det(A — nl,) det(P) = 0.
& det(A — nl,) = 0, nebot det(P') = det(IP) # 0 diky regularité matice P.
& Ty (i —m) = 0.
& n =M\ pronéjaké i =1,... p.
Dale plati, Ze pravé jediny prvek na diagonéle matice A je nenulovy. Pravdivost tohoto
tvrzeni dostavame z nasledujiciho faktu:

r(A) = r(P'AP) = r(uu’) = 1.
Ozna¢me tento nenulovy prvek 4.
Tedy uu’z = 7Nz pro néjaky nenulovy vektor z tehdy a jen tehdy, kdyZz n = 0 nebo

n = 19 # 0. ProtoZe vztah uu'z = nNz pro néjaky nenulovy vektor z spliiuje nenulové
¢islo A?, je nutné 9 = A2, ¢imZ je dikaz dokonden. [
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Lemma B.5. Necht p > 2. Bud u € RP nenulovy vektor. Necht N je pozitivné
definitni matice typu p X p. Necht P’P =N a P’AP = uu’ jsou rozklady matic N a uu’
podle véty B.2. Necht n = 0 nebo n = A2 = uw/'N~'u. Necht z € RP, z # 0. Potom
uu'z = Nz tehdy a jen tehdy, je-li z = P~'w, kde Aw = nw.

Diikaz. (1) Necht uu’z = nNz. S vyuzitim rozkladu ziskaného z véty B.2 postupné
upravujme:

(uu' —7N)z =0
(PAP — nP'P)z = 0
P'(A—nl,)Pz=0 |-(P)"! (zleva)
(A —nl,)Pz = 0.
PoloZime-li w = Pz, plati z = P~'w a navic (A — nl,)w = 0.
(2) Necht z = P~'w a (A — nl,)w = 0. Z prvné jmenovaného vztahu plyne w =
Pz. Z druhého vztahu po dosazeni za w a jeho vyndsobeni matici P’ zleva dostavame

P'(A — nl,)Pz = 0, z ¢ehoz snadnou tpravou s vyuzitim rozkladu ziskaného z véty B.2
ziskdvame (uu’ —7N)z =0. O

Z lemmat B.4 a B.5 tedy vidime, Ze nenulové vektory z spliiujici uu’z = nNz pro
n = 0, resp. n = A? ziskdme transformaci vlastnich vektorti matice A, piisluSejicich
vlastnimu &islu 0, resp. AZ.

Nyni jiz mizeme pristoupit k slibovanému dikazu véty B.1.

Dukaz véty B.1.
Necht u = p; — pg. Podle pfedpokladti je u # 0, u € R? a A = vu'Y1u.
EX* —a+ AEX — { a+Au; s pravdépodobnost{ A
a+ Apg s pravdépodobnosti 1 — A.
var X* = Avar XA’ = AYA’.

Rozdéleni ndhodného vektoru X* je zifejmé smési dvou p-rozmérnych normélnich roz-
déleni. K provedeni dikazu tedy staci ukazat, ze existuji a € RP a matice A typu p X p
takové, ze

A

a+Au; = 5e1’
A
a-+ AF’O = _iela
A¥A' = I,
Vyse uvedena soustava rovnic je ekvivalentni soustave:
A
a= 5e1 —Apq,

A([J,l — [,I,()) = Ael (t_] Au = Ael),
ASA' =1,
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Dale se budeme vénovat feSitelnosti poslednich dvou rovnic.
Necht
aj
A= , a, €eRP i=1,...,p.

!/

ap

Pomoci tohoto oznaceni je mozné zminéné dvé rovnice prepsat do tvaru:

aju = A,
I .
au=0, 1=2,...,p,
!
aiEaj - 6i,ja 1] = 13 Y L
., D, Ze vektory ay, ..., a, museji

Z posledni sady rovnic vyplyvéa pii volbé ¢ = j, ¢+ = 1,.
byt nenulové, nebot matice ¥ je pozitivné definitni.

Nyni rozliSime pripady p=1ap > 2.

(1)p=1
lul Hledame &islo ay takové, Ze

Py 2 _ Xt d A —
Necht ¥ =0° > 0. u=u # 0. Zfejmé A = N
au = A,
2o? = 1.
Tyto dvé rovnosti ovSem spliuje a; = % # 0.
Tedy lze volit:
A A
A = — = y
U M1 — Mo
A A A A
a=——-—— = - — .
2 U i 2 p1— po i
(2)p>2
Podle véty B.2 a lemmat B.3 a B.4 existuje regularni matice P takova, ze
uu’ = P'AP,
Y =PP,

kde A je diagonalni matice s jedinym nenulovym prvkem na diagondle, ktery je roven

A2,
Necht 1
a, =X tu#o0.
1 A u#
Potom jsou splnény rovnice:
ajlu=A,

a'lzal =1.
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Navic plati uu’a; = A%¥a;. Tedy podle lemmatu B.5 lze a; napsat jako a; = P~ by,
kde b, je vlastni vektor matice A, p¥islugny vlastnimu éislu A% # 0. Déle b; = Pay,
z ¢ehoz dostaneme bib; = ajP’Pa; = ajX¥a; = 1. Tudiz b; je normovany vlastni vektor
matice A.

Podle lemmat B.4 a B.5 m4 matice A pouze jediné nenulové vlastni ¢islo A%, Necht
bi,bs,..., b, jsou ortonormdlni vlastni vektory matice A, pfitom b, ..., b, prisluseji
vlastnimu ¢islu 0.

Tedy je splnéno:

b;,b]:(sz,_ﬂ i,j:1727"'7pa
AbiZO, i:2,...,p.

Podle lemmatu B.5 jsou a; = P~'b;, i = 2,..., p nenulové vektory, pro které plati:
uu’a; =0, i=2,...,p

a navic
ajYa; = bj(P~")P'PP 'b; =blb; =6, i,j=1,2,...,p.

Pritom vztah uu’a; = 0, 7 =2,...,p, je ekvivalentni vztahu

Kdyby (alu # 0 & uu’a; = 0), potom (3>_4_, aipur # 0 & w (3 h_, aigug) = 0Vl =
1,...,p), coz je ve sporu s piedpokladem u # 0. Implikace (aju =0, i = 2,...,p =
uu’a; =0, i =2,...,p) je snadna.

Tedy skutecné existuji nenulové vektory ay,...,a, € RP, které spliuji vztahy:

aju= A,
/ .
au=0 1=2,...,p,

agEajzdi,j, ’i,j:1,2,...,p.

TudiZ matice

a vektor

maji pozadované vlastnosti. []
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C. PROGRAMOVE VYBAVENI

Na tomto misté uvddime dokumentaci k programim, jez byly pouzity k nékterym
drive uvedenym vypocétim a seznam a popis soubori ulozenych na prilozené disketé.

C.1. Programy pro Matlab

Na nasledujicich Tadcich je uveden seznam vytvorenych funkci, které jsou urceny

k vypocétiim pomoci programu MATLAB. VSe je uvedeno se struénym popisem a charak-
terizaci vstupnich a vystupnich argumentt ve tvaru, v kterém se zadévaji pti samotnych
vypoctech, tj. [vystupni argumenty] = nadzev funkce (vstupni argumenty). Popis nékte-
rych castéji se opakujicich se argumenti uvedeme na zacatku. V zavorce je vzdy uvedena
dimenze ptislusného objektu, misto 1 x 1 je uvedeno pouze 1. Rozsah udici skupiny je
oznacen jako n, pocet vysvétlujicich veli¢in jako p.

X(=1)(n x p) ... matice dat vysvétlujicich ndhodnych vektorti. Jeji i-ty ¥ddek

odpovida hodnotam znakil namétfenych na i-tém objektu ucici skupiny. Matice

X(~1) Je rovna matici X z kapitoly 2.1, ve které je vynechdn prvni sloupec obsa-

hujici jednicky.

Y(n x 1) ... vektor obsahujici nuly a jednicky. Jeho i-t4 slozka urcuje zafazeni

1-tého objektu ucici skupiny.

Z(TL X (p+ 1)) . L= (X(_l),Y).

C.1.A. Pomocné funkce

B g = norhust (i, Y, x)
9(1),u(px 1),%(p x p),x(p x 1)
Funkce pro vypocet hustoty p-rozmérného normalniho rozdéleni se stiedni hodnotou p
a varian¢ni matici 3 v bodé x. Dimenze p je urcena poc¢tem slozek vektoru pu.

B [ = LRloglik (v,Z)
(1), y((p+1) x 1)
Funkce pro vypocet logaritmické vérohodnostni funkce v modelu (LR) v bodé v =
(6o, B")" pii danych hodnotach vysvétlujicich veli¢in X1, ..., X,, a daném Y uréenych
matici Z. Poé¢itano podle vzorce (2.1.2).

B minusl = LRloglik_minus (v, Z)
minus((1), v((p+ 1) x 1)
minusl je rovno (—1)-LRloglik(«y, Z).
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C.1.B. Funkce pro vypoc¢et odhadi neznamych parametra

N u [IBN9né7 [] = LRest (X(—1)7Y)
:60(1)3 :B(p X 1)a [(1)
Funkce pro vypocet maximalné vérohodnych odhadi parametrt By, 8 v modelu (LR).
Odhady se pocitaji maximalizaci logaritmické vérohodnosti (2.1.2) pomoci funkce Mat-
labu fminu. Vysledna hodnota logaritmické vérohodnosti je uloZena v proménné [.
B [, 8] = LRbetas (X_1),Y)
Bo(1), B(p x 1)
Funkce totozna funkci LRest, pouze s tim rozdilem, Ze nevraci hodnotu logaritmické

vérohodnosti v bodé maxima.
u [ﬂ'la ﬂOa )\’ E] = NDAest (X(—l) s Y)
fa(p x 1), fro(p x 1), A(1), X(p X p)
Funkce pocitd podle vzorci (2.2.3) odhady nezndmych parametri v modelu (NDA).
W (6o, 3] = NDAbetas (X_1), Y)
fo(1), Blp x 1)
Podle vzorce (1.2.1) jsou pocitany odhady koeficienti v diskriminaéni funkci pro model
(NDA). Do (1 2. 1) se dosazuji maximélné vérohodné odhady ziskané podle (2.2.3).
W iy, jio, A, 3, [, pocit, tolerkonec, normal] = MNDest (X(_1y, tolerance, rovnat, A°)

f1(px1), fro(px1), A(1), S(pxp), (1), pocit(1), tolerkonec(1), normal(1), tolerance(1),
rovnat(1), A°(1)

Funkce pro vypocet maximalné vérohodnych odhadi v modelu (MND) pomoci EM
algoritmu. Proménnd tolerance urcuje ukoncovaci pravidlo itera¢niho procesu. Vypo-
éet konci v okamziku, kdy rozdil hodnot logaritmickych vérohodnosti ve dvou po sobé
jdoucich iteracich je mensi nez tolerance. Rozdil hodnot logaritmickych vérohodnosti
v poslednim a predposlednim kroku algoritmu je uloZen v proménné tolerkonec.

Radky matice X(—1) se setTidi sestupné podle sloupce s indexem rovnat. Nechceme-li
fddky matice X(_;) uspofadavat, zvolime rovnat = 0. Z pocitecnich odhadi postacuje
zadat pouze po¢atecni hodnotu parametru \, tj. A\°. Zbylé pocateéni odhady (u?, ud, x9)
se potom pocitaji podle vzorcii (1.2.1) ze setfidéné matice X(_), k niz by pfislusel vektor
Y?Y, ktery obsahuje A°-n jednidek a (1—\%)-n nul (poéty jednicek a nul jsou zaokrouhleny
na celd ¢isla). VyuZiva se zde pfedpokladu, Ze skupiné, kterou identifikujeme pomoci
Y =1, prisluSeji velké hodnoty vysvétlujiciho znaku s indexem rovnat.

V proménné [ je ulozena hodnota logaritmické vérohodnostni funkce po posledni
iteraci, pocit oznacuje pocet provedenych iteraci. Proménna normal nabyva hodnoty
jedna, pokud pocit < maxiter a nuly jinak, maxiter pritom urcuje maximalni pocet
provadénych iteraci a je nastavena uvnitt funkce na hodnotu 500. Dosdhne-li pocet pro-
vedenych iteraci hodnoty maxiter, vypocet skonci bez ohledu na rozdil logaritmickych
vérohodnosti v poslednich dvou krocich.

V pribéhu vypoctu se na obrazovce zobrazuje postupné pocet provedenych iteraci,
hodnota logaritmické vérohodnosti po kazdém kroku a rozdil vzidy poslednich dvou
logaritmickych vérohodnosti.
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W [, 8] = MNDbetas (i1, jio, A, %)
Po(1), B(p x 1), fa(p x 1), fro(p x 1), A(1), X(p x p)
Podle vzorce (1.2.1) jsou poéitany odhady koeficienti v diskriminaéni funkci pro model
(MND). Do (1.2.1) se dosazuji odhady fi1, fio, A, 2.

C.1.C. Dalsi vypoctové funkce

W [er7, errd err™, w!, wt] = LRerr (X(_1),Y)
err(1), err? (1), err™(1), w? (1), wt(1)
Funkce pro vypocet veli¢in err, err?, errt, wi, wt definovanych v kapitole 7.1, pro
model logistické regrese s ucici skupinou urcenou maticemi X(_yy, Y.

W [er7, err?, err™, w?,wt] = NDAerr (X_1),Y)
err(1), err? (1), errt(1), w/ (1), wt(1)
Funkce pro vypocet veli¢in err, err?, err™, w?, wT definovanych v kapitole 7.1, pro
model normélni diskrimina¢ni analyzy s ucici skupinou uréenou maticemi X_yy, Y.

W [er7, err?, err™,w?,wt] = MNDerr (X_1), Y, tolerance, rovnat, \°)
err(1), err? (1), errt(1), w? (1), wt (1), tolerance(1), rovnat(1), A°(1)
Funkce pro vypocet veli¢in err, errd, err™, w?, wT definovanych v kapitole 7.1, pro
model smési normalnich rozdéleni s ucici skupinou uréenou maticemi X(_y), Y. Funkce
je pouzitelnd pouze v pripadé, Ze zname zarazeni objekti ucici skupiny. Diskriminacni
procedury nutné k vypocétu err, errd, err®, w?, wT se ziskaji pomoci funkce MNDest
s argumenty tolerange, rovnat a Y.

| [C, d,o, T, m*, Caplevel] = HL _test (X(—l) .Y, (o, 3, g)

A

c(g x 1), d(g x 1), w(g x 1), m*(g x 1), C(1), prever(1), Bo(1), B(p x 1), g(1)
Funkce uréené k provedeni Hosmerova-Lemeshowova testu (viz kapitola 4.2). 3y, B jsou

parametry logistického modelu, jehoz shodu s naSimi daty urcenymi maticemi X(_y),
Y chceme prokézat. Cislo g oznacuje pocet sloupcti kontingenéni tabulky, do které lze
napsat seskupend data. Vektor ¢ oznacuje odhady teoretickych ¢etnosti v jednotlivych
sloupcich tabulky v fadku Y =1, d v fadku Y = 0. Pozorované Cetnosti v jednotlivych
sloupcich pro fadek Y = 1 obsahuje vektor o. Poc¢ty pozorovani v jednotlivych sloupcich
tabulky je mozné zjistit z vektoru m*. Vektor 7 obsahuje odhady pravdépodobnosti
Y = 1 za podminky, Ze vektor vysvétlujicich veli¢in lezi v i-té decilové skupiné. Cislo
C udava hodnotu testové statistiky Hosmerova-Lemeshowova testu a pjeye; dosazenou
hladinu tohoto testu. Procedura predpokladd, Ze zadné dva fadky matice X(_1) nejsou
shodné.

B [S!, &°] = varmatice (X(_1),Y)
&'(p x p), &°(p x p)
Vypocet odhadii varianénich matic pro Boxtv test (viz kapitola 4.3).

B [Box, prevel] = Box_test (X_1),Y)
BOLE(l), plevel(l)
Provedeni Boxova testu (viz kapitola 4.3). Box je hodnota testové statistiky, pieyer
dosazend hladina testu.
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C.1.D. Funkce pro zadavani dat

| [X(_l),Y] = kosti
Funkce zajistujici vytvofeni matic X(_1), Y z datového souboru kosti.sta. Sloupce
matice X(_1) jsou dva a odpovidaji proménnym fos-8 a upd_51.

B [X_1), Y] = kosti_k
Funkce zajistujici vytvofeni matic X(_1), Y z datového souboru kosti.sta. Sloupce
matice X(_1) jsou nyni Ctyti a odpovidaji postupné proménnym fos 8, upd 51, kult_ une
a kult_snu.

C.2. PriloZzena disketa

Prilozena disketa obsahuje tyto adresare.

— DATA

— EXCEL

— MATLAB

— TISK
Obsah téchto adresari je nasledujici. Pripadné zabaleni bylo provedeno pomoci pro-
gramu WINZIP.

DATA

— kosti.s0
— kosti.sl
— kosti.sta
— datové soubory pro priklad z kapitoly 8.1.

EXCEL

— pr5.1.2.95.x1s

— soubor pro piiklad v kapitole 5.1, ¢ast (2), format pro EXCEL95.
—pr5.1.2.97.x1s

— soubor pro piiklad z kapitoly 5.1, ¢ast (2), format pro EXCELIT7.

MATLAB

— FUNKCE
— adresar s funkcemi pro MATLAB, popsanymi v kapitoldch C.1.A az C.1.C.
— DATA M
— adresar s funkcemi pro zadavani dat v MATLABU, popsanymi v kapitole C.1.D.

TISK

— postscript.zip
— zabalené postscriptové soubory s jednotlivymi kapitolami diplomové prace.
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— kosti_gr.xls
— soubor s grafy z dodatku D, ve formétu pro EXCELI7.

C.3. Pouzité programy

K vypoc¢tim v ramci diplomové prace byly pouzity nasledujici programy.
MATLAB 5
STATISTICA 4.5
Ncss 6.0
MAPLE V
MICROSOFT EXCEL 7.0/95 a 97
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D. GRAFY

Na nasledujicich strankéch jsou zatazeny grafy D.1 az D.5, ilustrujici uréovani pohlavi
jedince pf¥i archeologickém vyzkumu (viz kapitola 8.1).
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