Priklady na cvic¢eni k prednasce NMNM338
Numerické reseni parcialnich diferencialnich rovnic

1 Zakladni vztahy metody konecénych diferenci

V nésledujicich tlohach se dokazuji vztahy uddvajici, ze ur¢ity vyraz je roven O(h?). Tyto
vztahy znamenaji, ze piislusny vyraz lze pro libovolny bod x a libovolné h z néjakého
okoli nuly omezit hodnotou C'h?, kde C' je konstanta nezdvisla na h (ale pripadné zdvisla
na ).

1. Dokazte, Ze pro libovolnou funkci v € C%(R) plati vztahy

Ayv A_v ,

= 4+ 0(h), — =+ 0h), S0V _ ov

== 0h), o=+ O,

2. Dokazte, 7e pro libovolnou funkci v € C3(R) plati vztahy

A
OU:U'—{—O(hQ), 5—U:v’+0(h2).
h h
Dale ukazte, Ze pokud funkce v € C3(R) pro dané z € R a a > 0 spliiuje
A A_
Z” (z) = v'(z) + O(h***)  nebo - Y(2) = v/ (z) + O(h'e),
pak v"(x) = 0.

3. Pomoci Taylorovych rozvoji v bodech x + h a 2 £ 2h odvod'te diferenéni kvocient,
ktery pro funkci v € C°(R) aproximuje hodnotu v'(z) s chybou O(h?).

4. Pomoci Taylorovych rozvojiu v bodech x &= h, x &£ 2h a = & 3h odvod'te diferenéni
kvocient, ktery pro funkci v € C7(R) aproximuje hodnotu v'(x) s chybou O(hS).

5. Dokazte, 7ze pro libovolnou funkci v € C*(R) plati vztah

62 v
ﬁ = U” —+ O(h2) .
6. Dokazte, Ze pro libovolnou funkci v € C%(R) plat{ vztah

R0,

ﬁ = ’U(4) + O(h2) .

7. Ovérte platnost vztahu
FP=ALA_=A_A,.

8. Dokazte, ze pro libovolnou funkci v € C*(R) a libovolné = € R plati vztah

v(z+h)+v(xr—h)
2

=v(z) + O(h?).



2 Chyba diskretizace

9. Uvazujme explicitni schéma

U - Uy URa =20+ UR, Upa = U,
T h? 2h

pro numerické feseni rovnice u; = by, — auy s konstantnimi koeficienty a, b. Necht u je
dvakrat spojité derivovatelné podle t a ctyfikrat spojité derivovatelné podle x. Ukazte, ze
pro chybu diskretizace plati vztah

1

n b 2 @ 2
5j = §utt(xj777>7-_ Euxxzx(gatn)h +guzzx(<7tn>h )

kde n € (tn,t, +7) a &, ¢ € (x; — h,x; + h). Zjistéte, jak se tento vztah zmeéni, budeme-li

misto uvedeného schématu uvazovat implicitni schéma

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Ut Uy URR 20 U U - U

T h? 2h

10. Uvazujme schéma Crankovo—Nicolsonové

ot -y ) GUT +aUr Do UMt + Ao, U
T 2 h? 2h

pro numerické feseni rovnice u; = bug, — au, s konstantnimi koeficienty a, b. Necht
u € CHR x RY). Ukazte, ze pro chybu diskretizace plati vztah

1 b a
ey = BV Ut (T, ) — 3 Ugst (75, 12) + 3 U (5,73) | T°
b a
- E uxa:a:x(ga 774) h2 + 6 ua:mc(Ca 775) h2 )

kde 01, ..., 05 € (ty, bt +7) @&, C € (xj — h,xj + h).

11. Pro numerické feseni rovnice u; = bu,, s konstantnim koeficientem b uvazujme schéma
tvaru

U;H_I == (]_ — 2(11 — 20./2) an +O./1( ;»L_H + U;l_l) +O./2 (an-l—? + U;L_Q) .
Uvazujme posloupnost sit{ takovou, Ze p := b7/h? je konstantni. Zjistéte, za jaké podmin-
ky na aq, as je schéma konzistentni. Naleznéte hodnoty aq, ay takové, aby schéma bylo
¢tvrtého tadu presnosti v x.

3 Fourierova transformace a amplifika¢ni faktor

12. Uvazujme Cauchyovu tlohu najit funkci u = u(x,t) definovanou prox € Rat >0 a
splnujici parcialni diferencidlni rovnici

U = DUypy — QUL v R x R"



s konstantami a € R a b > 0 a poc¢ate¢ni podminkou
u(z,0) = u’(z) VozekR.

Vypocitejte Fourierovou transformaci u = a(&, t) feseni u.

Necht A = A(€) je amplifikacni faktor odpovidajici zvolenému jednokrokovému schéma-
tu pro feSeni uvedené tlohy. Pak diskrétni Fourierova transformace U "(§) priblizného
feseni (kterd by méla aproximovat u(€,t,)) spliuje U™(E) = A(&)"U(€) pro n € Ny.
Nutnd a postacujici podminka stability pfiblizného fesenf vzhledem k diskrétni L? normé
je vyjadrena von Neumannovou podminkou |[A(§)| < 1+ K 7 (viz piislusnou vétu z pred-
nasky pro presnou formulaci). Srovnejte chovéani |a(&, t,)| vzhledem k n s tim, jak se muze
chovat [U"(€)| pii splnénf von Neumannovy podminky.

13. Uvazujme obecné jednokrokové schéma na stejnomeérné siti s prostorovym krokem h
a casovym krokem 7 tvaru

M M
Yo oaUl=> BUL, Vj€Z, nelN,
s=—M s=—M

kde ay a [ jsou realna cisla. Predpokladame, ze pokud je pfiblizné feSseni omezené pro
kazdé n € Np, pak je pro libovolnou pocatecni podminku v case ty timto schématem
urceno jednoznacné. Dokazte, ze pak

M
Z g et L0 VEeR.
s=—M

4 Diskrétni princip maxima

14. Uvazujte jednokrokové schéma tvaru

M M
(1) Y aU =Y BUL, Vj€Z, nelN,
s=—M s=—M
(2) U =u’(x;) Vjeki.

Necht g >0, , <0 Vs#0,8,>0Vsa

M M M

Y oas0. Y azY a

s=—M s=—M s=—M
Necht {U}'}jez je pro kazdé n € Ny omezené a oznacte

n : n n
= inf U] U
min jez J max Hoo

= sup U}', Ul = sup |U}'].
JEZ JEZ

Dokazte, ze pak
10"l < 10"l ¥ n €N,
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Pokud misto (1) je pouze

M
}:C%WQR_EZ/LJH Vji€Z, neN,
=—M

dokazte, ze plati
Urtt < (U )t Vji€Z,neNy,

max

kde (UL = max{0, U, }. Pokud

max)
M

zjagﬁg__X:@Uﬁs Vj€Z, neN,,
—-M s=—M

pak dokazte, ze pii oznaceni (UL, )~ = min{0, U, } plati

min

(Upw)” <UM VjeZ, neN.
15. Uvazujme tlohu
w+au, =0 vIRx (0,77, u(z,0) =u’(z) prox €R,

kde T > 0 je dany pevné zvoleny ¢as, a je konstanta a u® € C?(R) je dand pocatecni
podminka. Predpoklddejme, Ze u” i obé jeji derivace jsou omezené na R. Uvedenou tilohu

d1skret1zu3me na stejnomeérné siti s uzly (z;,t,), kde z; = jh, t, =n7,j € Zan =
0,..., N (N7 je dolni celd ¢ést ¢isla T'/7), pomoci schématu
urtt —ur - Uy
g I ta 1 =0 Vj€Z, n=0,...,Np—1,

T h
U} = u’(x;) Vjel.

Zjistéte, kdy schéma spliiuje diskrétni princip maxima, a odvod'te odhad chyby aproxi-
mace.

5 Numerické reSeni transportni rovnice

Ve vSech dlohach, v nichz je pozadovano vysetieni stability, je minéna stabilita vzhledem
k diskrétni L? normé. Rychlost a je ve véech tilohdch konstantni.

16. Vysetiete chybu diskretizace a stabilitu Laxova—Friedrichsova schématu pro rovnici
u; + au, = 0, tj. schématu
1
Ut - 3 U + U i1~ Ui
+a
T 2h

17. Uvazujme schéma

Un+1 Un _ 5( i Un )

Un+1 + 2 U;H_l _|_ U]le_ll)

UJ?H_I 4( Jj+1



pro rovnici u; + au, = 0. VySetiete chybu diskretizace a stabilitu.

18. Uvazujme schéma tvaru U7hL1 = aUj'+ BU},, a ukazte, ze

o0 o0

Do U< (al 1807 Y U7

j=—o0 j=—o0

Co z toho plyne pro stabilitu schématu
U’rL

grtt _pyn
J J + a ]+1 0
T h

pro TeSeni rovnice u; + au, = 07

19. Ukazte, ze schéma tvaru U™ = a U, + BU, je stabilni pro |af + |3] < 1. Co
z toho plyne pro Laxovo—Friedrichsovo schéma?

20. Uvazujme leapfrog scheme U;-”l —U;‘_1+1/ (Ui, —U? ) = 0. Ukazte, Ze po piendsobe-
ni clenem U ]-"H +U j"_l a seCteni pfes j € Z ziskame

> TP+ 7P+ v (U Uy = U U7 }
j=—00

=Y A{lUpP+ U P v (Up U - U U )
j=—o0
Ukazte, Ze z toho plyne stabilita schématu pro |v| < 1.
21. Uvazujme implicitni schéma
n+1 n n+1 n+1
Uit = Uj vt = U
+a

Jj+1 j—1
=0
T 2h

pro rovnici u; + au, = 0. VysSetiete chybu diskretizace a stabilitu.

22. Uvazujme implicitni schéma

n+1 n n+1 n+1
Uj _Uj+an _Uj—1:0
T h

pro rovnici u; + au, = 0, kde a > 0. VySetiete chybu diskretizace a stabilitu.

23. Uvazujme implicitni schéma

n+1 n n+1 n+1
s ) S Sl

T h

pro rovnici u; + au, = 0. Vysetiete chybu diskretizace a stabilitu.

24. Ukazte, 7ze pro 7 = h? je schéma

n+1 n n
T 2h




stabilni a konzistentni s rovnici u; + au, = 0.

25. Vysetiete stabilitu a konzistenci nasledujictho schématu pro rovnici u; + au, = f:

n+ty n v n n n
U, *=1U; _5( UL+ T
Un+1 Un o (U”J"% _ U"H’%) + Tfn+1

5 Wit j—1 i

26. Ukazte, ze MacCormackovo schéma

UJT‘ALH:U”_’/( T U TS

J

1
n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1
Uj+ =3 {Uj ‘*’Uj+ —V(Uj+ _Ujj1)+7fj+}

je schéma druhého tadu presnosti pro rovnici u; + au, = f. Ukazte, ze pro f = 0 je
identické s Laxovym—-Wendroffovym schématem

J

U;‘“—U;M S ULy aPr Ufy, - 207 + U2,
T 2h 2 h?

=0.

27. Vypocitejte fazovou chybu Laxova—Wendroffova schématu pro rovnici u; + au, = 0.

28. Ukazte, ze box scheme

1 n n n n n n
Z [(Uj ! + U]-:—11> (U + J+1>} h [<U]:11 Uj +1) + ( J+1 U )}
1 n n n
“Lgm e

je aproximace rovnice u; + au, = kterd je 2. radu presnosti a stabilni pro vSechna
b
veR.

29. Uvazujme nasledujici variantu leapfrog scheme

n+1 n—1 n n
e G A el U
2T 6 2h 7

Které uzly pro U schéma spojuje? VysSettete chybu diskretizace pfi aproximaci rovnice
us + au, = [ a zjistéte za jakych podminek je schéma stabilni.

30. Uvazujme modifikované schéma Crankovo—Nicolsonové

n+1 n n+1 n+1 n n 4
Uj _Uj +a Ug+1 Uj—l + j+1_Uj71+5 <5z>

T 4 h T

n_l n n
2 U'_2<f+1+f)

J
pro numerické teseni rovnice u; + au, = f. Ukazte, ze toto schéma je druhého radu
presnosti, disipativni fadu 4 pro e € (0,2) a vySettete, kdy je stabilni.

31. Uvazujme schéma
urtt —pr — Uy
J I 4 J+1

T h =0




pro numerické feseni rovnice u; + au, = 0. Vypocitejte fazovou chybu a zjistéte, kdy je
splnén princip maxima.

32. Uvazujme schéma
n+1 n n
Ut = 5 (U + U )_i_aU]Jrl_Uj*l:O
T 2h

pro numerické feSeni rovnice u; + au, = 0. Vypocitejte fazovou chybu a zjistéte, kdy je
splnén princip maxima.

6 Numerické reSeni rovnice vedeni tepla

33. Uvazujme soustavu rovnic
Xj+1+204Xj+Xj,1:0, jzl,...,N—l, X(]:XN:O
Zjistéte, pro které hodnoty a€R mé tato tloha netrivialni feSeni, a tato reSeni vypocitejte.

34. Metodou separace proménnych najdéte reseni ilohy

n+1 n n n n
Ut - Uy U, =207+ U,
T h? ’

=U%'=0, n=0,1,2,...,
U) =u’(x;), j=0,...,J,

kde h = 1/J ax;=jh,j=0,...,J. Piedpoklddejte, Ze Fourierovy koeficienty a,, =
2 fo )sin(mmx) de spliuji Y0 |a,| < oo.

35. Vysetiete, kdy je explicitni schéma (4.6) z prednasky disipativni fadu 2.
36. Vysetiete, kdy je implicitni schéma (4.19) z prednasky disipativni fadu 2
37. Vysetiete, kdy je 6-schéma (4.32) z prednédsky disipativni fadu 2.

38. Ukazte, ze schéma Crankovo—Nicolsonové pro rovnici vedeni tepla v 1D (tj. f-schéma
(4.32) s @ = 1/2) neni disipativni pro h = O(1).

39. Ukazte, Ze oba koteny kvadratické rovnice 22 +bz + ¢ = 0, kde b, c € R, lez{ v uza-
vieném jednotkovém kruhu prévé tehdy, kdyz |c| <1 a|b] <1+

40. Uvazujme schéma
2
n+1 n—1 __ 2 rn+1 271N 2 1m—1 _
urtt —urt = §u{5ij +UN+ U =15

pro TeSeni rovnice u; = u,,. VySetiete jeho stabilitu a chybu diskretizace.

41. Vysettete stabilitu schématu
n n— /"L n n n—
Uj+1 U 1 {62U+1+452U +52U 1} b= —

7



pro feSeni rovnice u; = Uyy.
42. Bud 0 € [0, 1] a uvazujme schéma
n+1 n—1 271N 2 1n—1
Uj —Uj :QéxUj —I—(1—9)5xUj
21 h?

pro feseni rovnice u; = ug, v [0,1] X RT s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi
podminkami. Vysettete stabilitu tohoto schématu.

43. Uvazujme Dufortovo—Frankelovo schéma

27 h?

pro feSeni rovnice u; = u,,. VySetiete jeho stabilitu, chybu diskretizace a disipativnost.

44. Necht body délenif spliuji 0 = 29 < 21 < 22 < -+- < xy_1 < x; = 1, ale jinak jsou
zvoleny libovolné. Oznacme h; = x;4; — x; a aproximujme rovnici u; = ,, schématem
+1
A ( i~ Uf _U?—U}‘—l)
T hj_l + hj hj hj—l ’

kde 7 je zvoleny casovy krok. Naleznéte hlavni ¢leny chyby diskretizace. Dale ozna¢me
h = max h; a predpokléddejme, ze |h;—h;_1| < ah?® j=1,2,...,J—1, kde « je konstanta.
Piedepisme obvyklou poédtecni podminku a Dirichletovy okrajové podminky. Odvodte
odhad pro chybu aproximace za predpokladu splnéni vhodné podminky stability.

45. Uvazujme ulohu
w = (p(x)ug)e v (0,1) x RT,
u(0,t) =u(l,t) =0 Vt>0,
u(z,0) =u’(z) Vxe€lo,1],

kde p € C'([0,1]) je kladnd funkce. K feSeni této tilohy lze na rovnomérné siti s prosto-
rovym krokem h a casovy krokem 7 pouzit schéma

uptt = uy _ (Uf = U Py = (U = UfLy) pjs
T h2 7

kde PiyL = p(z; +h/2) a pj1 = p(x; — h/2). Naleznéte hlavni ¢leny chyby diskretizace

a odvod'te odhad pro chybu aproximace za vhodné podminky stability.

46. Uvazujme hermitovské diferen¢ni schéma
1 2 n+1 n Koo n+1 n T n+1 1 2 n

pro aproximaci rovnice u; = Uy, + f, kde p = 7/h%. Ukazte, ze e, = O(7% + h?).

47. Uvazujme rovnici u; = bug, —au,, kde b > 0 a a jsou konstanty. Ukazte, Zze nahrazeni
centrdlni diference aproximujici u, jednostrannou diferenci typu upwind je ekvivalentni
nahrazeni{ b hodnotou b + |a|h/2.



