
Př́ıklady na cvičeńı k přednášce NMNM338

Numerické řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic

1 Základńı vztahy metody konečných diferenćı

V následuj́ıćıch úlohách se dokazuj́ı vztahy udávaj́ıćı, že určitý výraz je roven O(hp). Tyto
vztahy znamenaj́ı, že př́ıslušný výraz lze pro libovolný bod x a libovolné h z nějakého
okoĺı nuly omezit hodnotou Chp, kde C je konstanta nezávislá na h (ale př́ıpadně závislá
na x).

1. Dokažte, že pro libovolnou funkci v ∈ C2(R) plat́ı vztahy

∆+ v

h
= v′ +O(h) ,

∆− v

h
= v′ +O(h) ,

∆0 v

h
= v′ +O(h) ,

δ v

h
= v′ +O(h) .

2. Dokažte, že pro libovolnou funkci v ∈ C3(R) plat́ı vztahy

∆0 v

h
= v′ +O(h2) ,

δ v

h
= v′ +O(h2) .

Dále ukažte, že pokud funkce v ∈ C3(R) pro dané x ∈ R a α > 0 splňuje

∆+ v

h
(x) = v′(x) +O(h1+α) nebo

∆− v

h
(x) = v′(x) +O(h1+α) ,

pak v′′(x) = 0.

3. Pomoćı Taylorových rozvoj̊u v bodech x ± h a x ± 2h odvod’te diferenčńı kvocient,
který pro funkci v ∈ C5(R) aproximuje hodnotu v′(x) s chybou O(h4).

4. Pomoćı Taylorových rozvoj̊u v bodech x ± h, x ± 2h a x ± 3h odvod’te diferenčńı
kvocient, který pro funkci v ∈ C7(R) aproximuje hodnotu v′(x) s chybou O(h6).

5. Dokažte, že pro libovolnou funkci v ∈ C4(R) plat́ı vztah

δ2 v

h2
= v′′ +O(h2) .

6. Dokažte, že pro libovolnou funkci v ∈ C6(R) plat́ı vztah

δ4 v

h4
= v(4) +O(h2) .

7. Ověřte platnost vztahu
δ2 = ∆+ ∆− = ∆−∆+ .

8. Dokažte, že pro libovolnou funkci v ∈ C2(R) a libovolné x ∈ R plat́ı vztah

v(x+ h) + v(x− h)

2
= v(x) +O(h2) .
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2 Chyba diskretizace

9. Uvažujme explicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
= b

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
− a

Un
j+1 − Un

j−1

2h

pro numerické řešeńı rovnice ut = b uxx − a ux s konstantńımi koeficienty a, b. Necht’ u je
dvakrát spojitě derivovatelné podle t a čtyřikrát spojitě derivovatelné podle x. Ukažte, že
pro chybu diskretizace plat́ı vztah

εnj =
1

2
utt(xj, η) τ − b

12
uxxxx(ξ, tn)h

2 +
a

6
uxxx(ζ, tn)h

2 ,

kde η ∈ (tn, tn + τ) a ξ, ζ ∈ (xj − h, xj + h). Zjistěte, jak se tento vztah změńı, budeme-li
mı́sto uvedeného schématu uvažovat implicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
= b

Un+1
j+1 − 2Un+1

j + Un+1
j−1

h2
− a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1

2h
.

10. Uvažujme schéma Crankovo–Nicolsonové

Un+1
j − Un

j

τ
= b

δ2x U
n+1
j + δ2x U

n
j

2h2
− a

∆0x U
n+1
j +∆0x U

n
j

2h

pro numerické řešeńı rovnice ut = b uxx − a ux s konstantńımi koeficienty a, b. Necht’

u ∈ C4(R× R+
0 ). Ukažte, že pro chybu diskretizace plat́ı vztah

εnj =

[
1

24
uttt(xj, η1)−

b

8
uxxtt(xj, η2) +

a

8
uxtt(xj, η3)

]
τ 2

− b

12
uxxxx(ξ, η4)h

2 +
a

6
uxxx(ζ, η5)h

2 ,

kde η1, . . . , η5 ∈ (tn, tn + τ) a ξ, ζ ∈ (xj − h, xj + h).

11. Pro numerické řešeńı rovnice ut = b uxx s konstantńım koeficientem b uvažujme schéma
tvaru

Un+1
j = (1− 2α1 − 2α2)U

n
j + α1 (U

n
j+1 + Un

j−1) + α2 (U
n
j+2 + Un

j−2) .

Uvažujme posloupnost śıt́ı takovou, že µ := b τ/h2 je konstantńı. Zjistěte, za jaké podmı́n-
ky na α1, α2 je schéma konzistentńı. Nalezněte hodnoty α1, α2 takové, aby schéma bylo
čtvrtého řádu přesnosti v x.

3 Fourierova transformace a amplifikačńı faktor

12. Uvažujme Cauchyovu úlohu naj́ıt funkci u = u(x, t) definovanou pro x ∈ R a t ≥ 0 a
splňuj́ıćı parciálńı diferenciálńı rovnici

ut = b uxx − a ux v R× R+
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s konstantami a ∈ R a b > 0 a počátečńı podmı́nkou

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ R .

Vypoč́ıtejte Fourierovou transformaci û = û(ξ, t) řešeńı u.
Necht’ λ = λ(ξ) je amplifikačńı faktor odpov́ıdaj́ıćı zvolenému jednokrokovému schéma-

tu pro řešeńı uvedené úlohy. Pak diskrétńı Fourierova transformace Ûn(ξ) přibližného

řešeńı (která by měla aproximovat u(ξ, tn)) splňuje Ûn(ξ) = λ(ξ)n Û0(ξ) pro n ∈ N0.
Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka stability přibližného řešeńı vzhledem k diskrétńı L2 normě
je vyjádřena von Neumannovou podmı́nkou |λ(ξ)| ≤ 1 +K τ (viz př́ıslušnou větu z před-
nášky pro přesnou formulaci). Srovnejte chováńı |û(ξ, tn)| vzhledem k n s t́ım, jak se může

chovat |Ûn(ξ)| při splněńı von Neumannovy podmı́nky.

13. Uvažujme obecné jednokrokové schéma na stejnoměrné śıti s prostorovým krokem h
a časovým krokem τ tvaru

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s =

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,

kde αs a βs jsou reálná č́ısla. Předpokládáme, že pokud je přibližné řešeńı omezené pro
každé n ∈ N0, pak je pro libovolnou počátečńı podmı́nku v čase t0 t́ımto schématem
určeno jednoznačně. Dokažte, že pak

M∑
s=−M

αs e
i s h ξ ̸= 0 ∀ ξ ∈ R .

4 Diskrétńı princip maxima

14. Uvažujte jednokrokové schéma tvaru

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s =

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,(1)

U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z .(2)

Necht’ α0 > 0, αs ≤ 0 ∀ s ̸= 0, βs ≥ 0 ∀ s a

M∑
s=−M

αs > 0 ,
M∑

s=−M

αs ≥
M∑

s=−M

βs .

Necht’ {Un
j }j∈Z je pro každé n ∈ N0 omezené a označte

Un
min = inf

j∈Z
Un
j , Un

max = sup
j∈Z

Un
j , ∥Un∥∞ = sup

j∈Z
|Un

j | .

Dokažte, že pak
∥Un+1∥∞ ≤ ∥Un∥∞ ∀ n ∈ N0 .
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Pokud mı́sto (1) je pouze

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s ≤

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,

dokažte, že plat́ı
Un+1
j ≤ (Un

max)
+ ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,

kde (Un
max)

+ = max{0, Un
max}. Pokud

M∑
s=−M

αs U
n+1
j+s ≥

M∑
s=−M

βs U
n
j+s ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 ,

pak dokažte, že při označeńı (Un
min)

− = min{0, Un
min} plat́ı

(Un
min)

− ≤ Un+1
j ∀ j ∈ Z , n ∈ N0 .

15. Uvažujme úlohu

ut + a ux = 0 v R× (0, T ] , u(x, 0) = u0(x) pro x ∈ R ,

kde T > 0 je daný pevně zvolený čas, a je konstanta a u0 ∈ C2(R) je daná počátečńı
podmı́nka. Předpokládejme, že u0 i obě jej́ı derivace jsou omezené na R. Uvedenou úlohu
diskretizujme na stejnoměrné śıti s uzly (xj, tn), kde xj = j h, tn = n τ , j ∈ Z a n =
0, . . . , NT (NT je dolńı celá část č́ısla T/τ), pomoćı schématu

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j

h
= 0 ∀ j ∈ Z , n = 0, . . . , NT − 1 ,

U0
j = u0(xj) ∀ j ∈ Z .

Zjistěte, kdy schéma splňuje diskrétńı princip maxima, a odvod’te odhad chyby aproxi-
mace.

5 Numerické řešeńı transportńı rovnice

Ve všech úlohách, v nichž je požadováno vyšetřeńı stability, je mı́něna stabilita vzhledem
k diskrétńı L2 normě. Rychlost a je ve všech úlohách konstantńı.

16. Vyšetřete chybu diskretizace a stabilitu Laxova–Friedrichsova schématu pro rovnici
ut + a ux = 0, tj. schématu

Un+1
j − 1

2
(Un

j+1 + Un
j−1)

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0 .

17. Uvažujme schéma

Ũn+1
j = Un

j − ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) ,

Un+1
j =

1

4
(Ũn+1

j+1 + 2 Ũn+1
j + Ũn+1

j−1 )
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pro rovnici ut + a ux = 0. Vyšetřete chybu diskretizace a stabilitu.

18. Uvažujme schéma tvaru Un+1
j = αUn

j + β Un
j+1 a ukažte, že

∞∑
j=−∞

|Un
j |2 ≤ (|α|+ |β|)2n

∞∑
j=−∞

|U0
j |2 .

Co z toho plyne pro stabilitu schématu

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j

h
= 0

pro řešeńı rovnice ut + a ux = 0?

19. Ukažte, že schéma tvaru Un+1
j = αUn

j+1 + β Un
j−1 je stabilńı pro |α| + |β| ≤ 1. Co

z toho plyne pro Laxovo–Friedrichsovo schéma?

20. Uvažujme leapfrog scheme Un+1
j −Un−1

j +ν (Un
j+1−Un

j−1) = 0. Ukažte, že po přenásobe-

ńı členem Un+1
j + Un−1

j a sečteńı přes j ∈ Z źıskáme

∞∑
j=−∞

{
|Un+1

j |2 + |Un
j |2 + ν (Un+1

j Un
j+1 − Un+1

j+1 Un
j )
}

=
∞∑

j=−∞

{
|Un

j |2 + |Un−1
j |2 + ν (Un

j Un−1
j+1 − Un

j+1 U
n−1
j )

}
.

Ukažte, že z toho plyne stabilita schématu pro |ν| < 1.

21. Uvažujme implicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1

2h
= 0

pro rovnici ut + a ux = 0. Vyšetřete chybu diskretizace a stabilitu.

22. Uvažujme implicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j − Un+1

j−1

h
= 0

pro rovnici ut + a ux = 0, kde a > 0. Vyšetřete chybu diskretizace a stabilitu.

23. Uvažujme implicitńı schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j

h
= 0

pro rovnici ut + a ux = 0. Vyšetřete chybu diskretizace a stabilitu.

24. Ukažte, že pro τ = h2 je schéma

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0
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stabilńı a konzistentńı s rovnićı ut + a ux = 0.

25. Vyšetřete stabilitu a konzistenci následuj́ıćıho schématu pro rovnici ut + a ux = f :

U
n+ 1

2
j = Un

j − ν

2
(Un

j+1 − Un
j−1) + τ fn

j ,

Un+1
j = Un

j − ν

2
(U

n+ 1
2

j+1 − U
n+ 1

2
j−1 ) + τ fn+1

j .

26. Ukažte, že MacCormackovo schéma

Ũn+1
j = Un

j − ν (Un
j+1 − Un

j ) + τ fn
j ,

Un+1
j =

1

2

{
Un
j + Ũn+1

j − ν (Ũn+1
j − Ũn+1

j−1 ) + τfn+1
j

}
je schéma druhého řádu přesnosti pro rovnici ut + a ux = f . Ukažte, že pro f = 0 je
identické s Laxovým–Wendroffovým schématem

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
− a2 τ

2

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
= 0 .

27. Vypoč́ıtejte fázovou chybu Laxova–Wendroffova schématu pro rovnici ut + a ux = 0.

28. Ukažte, že box scheme

1

2τ

[
(Un+1

j + Un+1
j+1 )− (Un

j + Un
j+1)

]
+

a

2h

[
(Un+1

j+1 − Un+1
j ) + (Un

j+1 − Un
j )
]

=
1

4

(
fn+1
j+1 + fn+1

j + fn
j+1 + fn

j

)
je aproximace rovnice ut + a ux = f , která je 2. řádu přesnosti a stabilńı pro všechna
ν ∈ R.

29. Uvažujme následuj́ıćı variantu leapfrog scheme

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
+ a

(
1− δ2x

6

)
Un
j+1 − Un

j−1

2h
= fn

j .

Které uzly pro U schéma spojuje? Vyšetřete chybu diskretizace při aproximaci rovnice
ut + aux = f a zjistěte za jakých podmı́nek je schéma stabilńı.

30. Uvažujme modifikované schéma Crankovo–Nicolsonové

Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un+1
j+1 − Un+1

j−1 + Un
j+1 − Un

j−1

4h
+

ε

τ

(
δx
2

)4

Un
j =

1

2

(
fn+1
j + fn

j

)
pro numerické řešeńı rovnice ut + a ux = f . Ukažte, že toto schéma je druhého řádu
přesnosti, disipativńı řádu 4 pro ε ∈ (0, 2) a vyšetřete, kdy je stabilńı.

31. Uvažujme schéma
Un+1
j − Un

j

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j

h
= 0
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pro numerické řešeńı rovnice ut + a ux = 0. Vypoč́ıtejte fázovou chybu a zjistěte, kdy je
splněn princip maxima.

32. Uvažujme schéma

Un+1
j − 1

2
(Un

j+1 + Un
j−1)

τ
+ a

Un
j+1 − Un

j−1

2h
= 0

pro numerické řešeńı rovnice ut + a ux = 0. Vypoč́ıtejte fázovou chybu a zjistěte, kdy je
splněn princip maxima.

6 Numerické řešeńı rovnice vedeńı tepla

33. Uvažujme soustavu rovnic

Xj+1 + 2αXj +Xj−1 = 0 , j = 1, . . . , N − 1 , X0 = XN = 0 .

Zjistěte, pro které hodnoty α∈R má tato úloha netriviálńı řešeńı, a tato řešeńı vypoč́ıtejte.

34. Metodou separace proměnných najděte řešeńı úlohy

Un+1
j − Un

j

τ
=

Un
j+1 − 2Un

j + Un
j−1

h2
, j = 1, . . . , J − 1 , n = 0, 1, 2, . . . ,

Un
0 = Un

J = 0 , n = 0, 1, 2, . . . ,

U0
j = u0(xj) , j = 0, . . . , J ,

kde h = 1/J a xj = j h, j = 0, . . . , J . Předpokládejte, že Fourierovy koeficienty am =

2
∫ 1

0
u0(x) sin(mπ x) dx splňuj́ı

∑∞
m=1 |am| < ∞.

35. Vyšetřete, kdy je explicitńı schéma (4.6) z přednášky disipativńı řádu 2.

36. Vyšetřete, kdy je implicitńı schéma (4.19) z přednášky disipativńı řádu 2.

37. Vyšetřete, kdy je θ-schéma (4.32) z přednášky disipativńı řádu 2.

38. Ukažte, že schéma Crankovo–Nicolsonové pro rovnici vedeńı tepla v 1D (tj. θ-schéma
(4.32) s θ = 1/2) neńı disipativńı pro h = O(τ).

39. Ukažte, že oba kořeny kvadratické rovnice z2 + b z + c = 0, kde b, c ∈ R, lež́ı v uza-
vřeném jednotkovém kruhu právě tehdy, když |c| ≤ 1 a |b| ≤ 1 + c.

40. Uvažujme schéma

Un+1
j − Un−1

j =
2

3
µ
{
δ2x U

n+1
j + δ2x U

n
j + δ2x U

n−1
j

}
, µ =

τ

h2
,

pro řešeńı rovnice ut = uxx. Vyšetřete jeho stabilitu a chybu diskretizace.

41. Vyšetřete stabilitu schématu

Un+1
j − Un−1

j =
µ

3

{
δ2x U

n+1
j + 4 δ2x U

n
j + δ2x U

n−1
j

}
, µ =

τ

h2
,
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pro řešeńı rovnice ut = uxx.

42. Bud’ θ ∈ [0, 1] a uvažujme schéma

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
=

θ δ2x U
n
j + (1− θ) δ2x U

n−1
j

h2

pro řešeńı rovnice ut = uxx v [0, 1] × R+ s homogenńımi Dirichletovými okrajovými
podmı́nkami. Vyšetřete stabilitu tohoto schématu.

43. Uvažujme Dufortovo–Frankelovo schéma

Un+1
j − Un−1

j

2 τ
=

Un
j+1 − (Un+1

j + Un−1
j ) + Un

j−1

h2

pro řešeńı rovnice ut = uxx. Vyšetřete jeho stabilitu, chybu diskretizace a disipativnost.

44. Necht’ body děleńı splňuj́ı 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xJ−1 < xJ = 1, ale jinak jsou
zvoleny libovolně. Označme hj = xj+1 − xj a aproximujme rovnici ut = uxx schématem

Un+1
j − Un

j

τ
=

2

hj−1 + hj

(
Un
j+1 − Un

j

hj

−
Un
j − Un

j−1

hj−1

)
,

kde τ je zvolený časový krok. Nalezněte hlavńı členy chyby diskretizace. Dále označme
h = maxhj a předpokládejme, že |hj−hj−1| ≤ αh2, j = 1, 2, . . . , J−1, kde α je konstanta.
Předepǐsme obvyklou počátečńı podmı́nku a Dirichletovy okrajové podmı́nky. Odvod’te
odhad pro chybu aproximace za předpokladu splněńı vhodné podmı́nky stability.

45. Uvažujme úlohu

ut = (p(x)ux)x v (0, 1)× R+ ,

u(0, t) = u(1, t) = 0 ∀ t > 0 ,

u(x, 0) = u0(x) ∀ x ∈ [0, 1] ,

kde p ∈ C1([0, 1]) je kladná funkce. K řešeńı této úlohy lze na rovnoměrné śıti s prosto-
rovým krokem h a časový krokem τ použ́ıt schéma

Un+1
j − Un

j

τ
=

(Un
j+1 − Un

j ) pj+ 1
2
− (Un

j − Un
j−1) pj− 1

2

h2
,

kde pj+ 1
2
= p(xj + h/2) a pj− 1

2
= p(xj − h/2). Nalezněte hlavńı členy chyby diskretizace

a odvod’te odhad pro chybu aproximace za vhodné podmı́nky stability.

46. Uvažujme hermitovské diferenčńı schéma(
1 +

1

12
δ2x

)
(Un+1

j − Un
j ) =

µ

2
δ2x(U

n+1
j + Un

j ) +
τ

2

[
fn+1
j +

(
1 +

1

6
δ2x

)
fn
j

]
pro aproximaci rovnice ut = uxx + f , kde µ = τ/h2. Ukažte, že εh,τ = O(τ 2 + h4).

47. Uvažujme rovnici ut = b uxx−a ux, kde b > 0 a a jsou konstanty. Ukažte, že nahrazeńı
centrálńı diference aproximuj́ıćı ux jednostrannou diferenćı typu upwind je ekvivalentńı
nahrazeńı b hodnotou b+ |a|h/2.
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