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Opakovéni: NSD polynomi v Z[x], Q[x, y] atd.

@ Gaussovo lemma — souvislost NSD v R[x] a Q[x]
o Euklidiv algoritmus = narist koeficienti

@ Oprava z minule: Euklid nad Q[x] nevede k exponencidlnimu ristu,
jenom asi kvadratickému

@ Pseudodéleni bez kriceni ale da exponencidlni narist (zaklad asi
14+ V2)

@ Déleni mezivysledkd pomoci «; udrZi velikost koeficientl na uzdé
e res(f, g) = det(M(f,g))

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 24. dubna 2020 2/17



Rezultant

f, 0 0 ... g» O 0 ... 0
fooi 0 ... gm1 8m O 0
faco fo1 1y 8m—2 8m-1 88m --- 0
fo i hH
res(f, g) = det 0 £
0 0 fo - & & & - 81
0 0 .0 g 81 ... &n-2
0 0 0 f 0 0 0 ... g

@ Determinant ma smysl i nad obecnym oborem integrity!
o Netrivialni p¥iklad: Q[y][x]; prvky matice jsou polynomy v y
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Rezultant

Theorem (Sylvesterovo kritérium)

Bud' R gaussovsky, Q jeho podilové téleso, f,g stupn& > 1 nad R.
PNTJE

Q f, g jsou soudélné v Q[x]
Q res(f,g) =0

o Dikaz |}: Z minule vime, Ze existuji netrividlni YeSeni rovnice
uf +vg =0

o To je homogenni linedrni soustava dana matici M(f,g)7, tedy
res(f,g) = det(M(f,g)) =0

@ 1} Pokud je determinant nula, existuji netrividlni u, v (malého stupnég),
Zeuf+vg=0

@ Minule jsme si ukazali, Ze to jde jen pro f, g soudé&lné v Q[x]
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Vice o rezultantu a Sylvesterové matici

Bud' R obor integrity, f,g € R[x] nekonstantni. Pak Ju,v € R[x] \ {0}, Ze
degu < degg, degv < degf a

res(f,g) = uf + vg

Jemné&jsi vysledek nez Sylvesterovo kritérium

Diikaz: Vzpomeifite si v linearni algeb¥e na adjungovanou matici
Prvky adj(A) jsou determinanty podmatic A

Aadj(A) = det(A)E

Toto Ize dokazat bez déleni — tedy plati to ve v3ech okruzich
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res(f,g) = uf + vg

o Volme A= M(f,g)". Mdme

0 0 0
0 0 0
M(f,g)" adj(M(f,g)7) | : | =det(M(f,g)) | : | =
0 0 0
1 1 det(M(f, g))
@ Znalme
Um—1
0
0
. u
adi(M(f,e)") |1 [ ="
n—1
0
1
Vo
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res(f,g) = uf + vg

@ Z rovnosti z ptedchoziho slajdu mame:

Um—1 0 0
: 0 0
u
MEg) |0 | = 5 =
. 0
det(M(f, g)) res(f, g)
Vo

@ P¥epneme z vektort na polynomy

@ Leva strana je uf + vg, prava strana je konstantni polynom res(f, g)
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Souvislost rezultantu s koreny polynomd

e Minule: f, g soudéné v Q[x] pravé kdy? f, g maji spole¢ny koten v Q

@ Rezultant je urleny kofeny a vedoucimi koeficienty!

Theorem (bez diikazu)

Bud' R obor integrity, Q jeho podilové téleso, f,g polynomy stupriii
n,m > 1z R[x]. Necht az,...,a, jsou koFeny f, B1,...,Bm koFeny g
(ndsobné kofeny vyjmenujeme vickrat; kdyby koFeny chybély, tak Q
rozsitime). Potom

res(f,g) = Ic(f)" Ic(g)" H (i = Bj)

o Disledek: Rezultant je 0 < f, g sdili koFen

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Potitatova algebra 24. dubna 2020 8/17



P¥iklad rezultantu pres kofeny polynomi

o Minule res(x? — 5x + 6, x — 6) = 12 z definice

e x?> —5x + 6 ma kofeny 2,3; vedouci koeficient 1

@ x — 6 ma kofen 6; vedouci koeficient 1

o res(x> —5x+6,x —6)=(2—6)(3—-6)=4-3=12
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Subrezultanty [podle Joachim von zur Gathen: Modern

Computer Algebral

e Z M(f,g) lze vykoukat hodn& v&ci o Euklidov& algoritmu pro f, g
(klidn& s pseudodélenim)

Stupné f,g budte n> m>1

Znatme (aj, uj, vi) mezivysledky v E. algoritmu

Vstupy jsou (3o, o, v0) = (£,1,0), (a1, u1, v1) = (g,0,1)
Znatme n; = deg a;; necht a; # 0, agy 1 = 0 (tj. a, je NSD)

Normalné je niy1 = nj — 1; ale ne vZdy. ..

Kdy se &islo k vyskytne v posloupnosti ng > ny > np > n3 > -+ > n,?
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Souvislost stupnl a;, u;, v;

@ Znalme n; = deg a;

@ Vstupy jsou (ao, uo, vo) = (f,1,0), (a1, u1,v1) = (g,0,1)

Pro kazdé i =2, ... ¢ platidegu; = m — n;_1 adegv; =n— n;_1

o Dikaz indukci dle i

@ Pozorovani: nj_1 > n; pro i > 2. Tedy pokud tvrzeni plati, tak stupné
uj, v; rostou po&inaje i =1

@ i =2;znatme q; = fdivg; platideggr =n—m

@ =1mastupei 0=m—m=m-—ny

@ v, = —q; mastupefideggr =n—m=n—m
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degui=m—n;_1adegv,=n—n; 4

Necht tvrzeni plati pro indexy < i

Tedy degu;_1 < degu;, degv;_1 < degv;

Znatme q; = a;_1 div a;; stupefi nj_1 — n;

Pak uj11 = ui—1 — qiu;

Vime deg uj_1 < deg u;

Tedy deg ujy1 = deg(qju;) = ni1 —ni+m—ni_1 =m—n;

Podobné pro v;i1
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Priklad

@ Volme f:X3+3X—|—1,g:x2+3

e B&h Euklida (normalini d&leni)

(20, ug, vo) = (x> +3x +1,1,0),np = 3
(31, uy, Vl) = (X2 + 3,0, 1), n = 2
(32’ a2, V2) = (17 17 _X)a n = 0

@ Preskotili jsme stuperi 1
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Které stupné se objevi v Euklidovi?

Bud @ téleso, f,g € Q[x] nekonstantni. Budte 0 < k < m < n, kde
deg f = n, deg g = m. Pak se k neobjevi v posloupnosti stuprit Euklidova
algoritmu pro f, g, pravé kdyZ existuji nenulové polynomy u, v, Ze

degu < m—k
degv < n—k
deg(uf + vg) < k

@ Pokud stuperi nulového polynomu bereme jako —1, tak pro k =0 to
je véta, kterou jsme zadali sekci 13.

o UkaZeme si jenom =
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Necht k se neobjevi v Euklidovi

o Nejprve specidlni pfipad n; > k. Pak volme jako minule u = g/ay,
v=—f/a

@ Budedegu=m—n <m—k,degv=n—n,<n—k

o Zjevn& fu+ gv = fg/a;— fg/ag =0

o Jinak existuje i > 2, Ze nj < k < nj_1

@ Tvrdime, Ze pak u = uj, v = v; funguji

@ Stupné: degui=m—ni_1 <m-—k;degvi=n—nj_1 <n—k

o Mame fu; + gv; = a;; to ma stupei n; < k
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Priklad

@ Pro f =x3+3x+1, g = x%+ 3 chceme vyloutit jednitku
o Volmeu=1v=—x;jen=3, m=2

0 degu<2—1,degv<3—1

o P¥itom fu+ gv =1 md stupeii 0 < 1
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Kde je rezultant?

@ Podminka

degu<m—k-1
degv <n—k—-1
deguf +vg < k-1

se da zformulovat jako soustava linedrnich rovnic pro
Un—k—1,---,U0,Vnp—k—1,---,V0

@ Posledni nerovnost napiSeme jako n + m — k rovnosti pro nulové
koeficienty

e Matice soustavy je podmatice M(f,g)"
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