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Opakováńı: Které stupně se objev́ı v Euklidovi?

Theorem

Bud Q těleso, f , g ∈ Q[x ] nekonstantńı. Bud’te 0 ≤ k ≤ n ≤ m, kde
deg f = n, deg g = m. Pak se k neobjev́ı v posloupnosti stupň̊u Euklidova
algoritmu pro f , g , právě když existuj́ı nenulové polynomy u, v , že

deg u < m − k

deg v < n − k

deg(uf + vg) < k

Nap̌ŕıklad pro f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3 uḿıme vyloučit jedničku

Volme u = 1, v = −x ; je n = 3,m = 2

deg u < 2− 1, deg v < 3− 1

Přitom fu + gv = 1 má stupeň 0 < 1
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Kde je rezultant?

Podḿınka

deg u ≤ m − k − 1

deg v ≤ n − k − 1

deg uf + vg ≤ k − 1

se dá zformulovat jako soustava lineárńıch rovnic pro m + n − 2k
proměnných um−k−1, . . . , u0, vn−k−1, . . . , v0

Posledńı nerovnost naṕı̌seme jako m + n − 2k rovnost́ı pro nulové
koeficienty

Matice soustavy je podmatice M(f , g)T
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Sylveterova matice

M(f , g)T =



fn 0 0 · · · 0 gm 0 0 . . . 0
fn−1 fn 0 . . . 0 gm−1 gm 0 . . . 0
fn−2 fn−1 fn . . . 0 gm−2 gm−1 gm . . .

...
. . .

f0 f1 f2
. . . 0

. . .
...

0 f0 f1
. . .

...
. . .

0 0 f0
. . . g0 g1 g2 . . . gn−1

0 0
. . . 0 g0 g1 . . . gn−2

. . .
. . .

0 0 0 . . . f0 0 0 0 . . . g0


Zahod́ıme: prvńıch a posledńıch k řádk̊u a sloupce č́ıslo 1 až k a m + 1 až
m + k
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Matice pro rozhodováńı k ∈ {n1, n2, . . . , n`}

Mk(f , g)T =



fn 0 . . . 0 gm 0 . . . 0
fn−1 fn . . . 0 gm−1 gm . . . 0
fn−2 fn−1 . . . 0 gm−2 gm−1 . . . 0

...
. . .

. . .
... fn gm
...

. . .
. . .

f2k−m+1 f2k−m . . . fk g2k−n+1 g2k−n gk


Je to (m + n − 2k)× (m + n − 2k) čtvercová matice

Řešeńı soustavy jsou právě um−k−1, . . . , u0, vn−k−1, . . . , v0, že
uf + vg nemá členy stupně ≥ k

Netriviálńı řešeńı ⇔ detMk(f , g) = 0
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Př́ıklad

Pro f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3

M0(f , g)T =


1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
3 0 3 0 1
1 3 0 3 0
0 1 9 0 3


Determinant 5 ⇒ polynom stupně 0 je NSD

Ted’ zahod’me prvńı a posledńı řádek a sloupce 1 a 3. . .

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 15. května 2020 6 / 29



Př́ıklad

Pro f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3 hledáme konstantńı u, lineárńı v , že
uf + vg je konstantńı

M1(f , g)T =

1 1 0
0 0 1
3 3 0


Determinant 0, tedy lineárńı polynom se neobjev́ı v E. algoritmu

Vrat’me se k MT
0 a zahod’me prvńı a posledńı dva řádky řádek a

sloupce 1,2, 3,4. . .
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Př́ıklad

Pro f = x3 + 3x + 1, g = x2 + 3 hledáme konstantńı v , že 0f + vg je
stupně ≤ 1

M2(f , g)T =
(
1
)

Determinant nenulový ⇒ kvadratický polynom se objev́ı v E.
algoritmu
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Subrezultanty

Bud’te f , g polynomy stupňů n ≥ m

Č́ısla σi = detMi (f , g) jsou subrezultanty polynomů f , g

Pozor, v učebnici jsou subrezultanty nějaké polynomy (viz dále)

σ0(f , g) = res(f , g)

i jde od 0 do min(m, n)

V́ıme: σi (f , g) 6= 0 právě když se v E. algoritmu objev́ı polynom
stupně i

Pozorováńı: Polynomy v PRS jsou určené jednoznacně až na
podobnost (násobeńı konstantou)

Otázka: Lze polynomy z PRS nějak dostat z matic Mi (f , g)?
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Fundamentálńı věta o PRS

Necht’ σk(f , g) 6= 0. Necht’ (pm−k−1, . . . , p0, qn−k−1, . . . , q0) je
(jednoznačné) řešeńı rovnice

Mk(f , g)T



pm−k−1
...
p0

qn−k−1
...
q0


=

 0
...

σk(f , g)



To je totéž jako požadovat, aby fp + gq byl polynom stupně k s
vedoućım koeficientem σk
Značme (pro částečnou kompatibilitu s učebnićı) Sk(f , g) = fp + gq

Necht’ f1, f2, . . . je PRS; deg fi = k

Pak fi je stupně k a je tvaru fui + gvi pro deg ui ≤ m − (k + 1),
deg vi ≤ n − (k + 1) (viz 24. dubna, slajd 11)
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Fundamentálńı věta o PRS

V́ıme: fi je stupně k a je tvaru fui + gvi pro deg ui ≤ m − (k + 1),
deg vi ≤ n − (k + 1) (viz 24. dubna, slajd 11)

Tedy ui , vi jsou polynomy stupňů nejvýš m− k − 1 resp. n− k − 1, že
fui + gvi má stupeň k

Tedy

Mk(f , g)T



(ui )m−k−1
...

(ui )0

(vi )n−k−1
...

(vi )0


=

 0
...

(fi )k



Matice Mk(f , g)T je regulárńı, tedy fui + gvi je násobek Sk(f , g)
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Fundamentálńı věta o PRS

Věta (Fundamentálńı o PRS, zjednodušeno oproti učebnici)

Bud’ R gaussovský obor f1, . . . , fk PRS v R[x ]. Značme ni = deg fi . Potom
pro i = 3, . . . , k − 1 plat́ı σni (f1, f2) 6= 0 a fi ∼ Sni (f1, f2).

Nap̌ŕıklad pro f1 = x3 + 3x + 1, f2 = x2 + 3 máme f3 = 1, n3 = 0 a
dopočteme S0(f1, f2) = σ0(f1, f2) = 5 ∼ f3
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V́ıce o subrezulatntech

Souvislosti s algebraickou geometríı (pr̊useč́ıky ǩrivek)

V učebnici se ř́ıká subrezulatanty polynomům Sk(f , g)

Polynomy Sk(f , g) jsou tam definovány pomoćı determinant̊u
složitých podmatic; to je jenom Cramerov pravidlo pro soustavu
deg(fp + gq) = k

Ze vzorečku pro Sk(f , g) lze vydobýt rekuretńı formuli pro
subrezultantovou PRS

Podobné úvahy pak vedou i na odhad r̊ustu koeficient̊u pro výpočet
NSD v Q
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14. Modulárńı algoritmus na výpočet NSD

Jiná (a v praxi rychleǰśı) metoda

Idea: Mı́sto poč́ıtáńı v Z[x ] a r̊ustu koeficient̊u spočteme NSD v Zp[x ]
a pak p̌rejdeme zpátky do Z[x ]

Budu psát %p pro
”
modulo p“; f %p zmoduĺı všechny koeficienty

Tedy f %p ∈ Zp[x ]

Reprezentace pro p̌rechod zpátky

Zp = {−bp/2c, . . . , 0, . . . , bp/2c}

Evidentně poťrebujeme p dost velké, aby nám koefeicienty NSD

”
nep̌retekly“

Ale má to i daľśı obt́ıže (smolná prvoč́ısla)

Pokročileǰśı verze (a dú): Poč́ıtáme modulo v́ıce malých prvoč́ısel
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Př́ıklad

Volme f = x3 − x2 + x − 1 = (x2 + 1)(x − 1),
g = x3 + 2x2 − x − 2 = (x − 1)(x + 1)(x + 2)

NSD je x − 1

NSD v Z2[x ] je (x + 1)2

NSD v Z3[x ] je x − 1

NSD v Z5[x ] je (x − 1)(x + 2)

NSD v Z7[x ] je x − 1

Co se stalo pro 2, 5?!
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Vztah NSD v Z[x ] a Zp[x ]

Pozorováńı

Bud’te f , g ∈ Z[x ], p prvoč́ıslo. Pak v tělese Zp[x ] plat́ı

NSDZ[x](f , g)%p|NSDZp [x](f %p, g%p)

Bud’ h = NSDZ[x](f , g). Pak f = hr , g = hs v Z[x ].

Modulo p je homomorfismus, tedy

f %p = (h%p)(r%p)

g%p = (h%p)(s%p)

Tedy h mod p děĺı f %p, g%p

Ale opačně to platit nemuśı (viz p = 5 na p̌redchoźım slajdu)

Pokud degNSDZ[x](f , g) = degNSDZp [x](f , g), tak se od sebe oba
NSD lǐśı jenom násobeńım konstantou v Zp[x ]
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Št’astná to prvoč́ısla

Prvoč́ıslo p je použitelné pro f , g ∈ Z[x ], pokud
p 6 |NSDZ(lc(f ), lc(g))

Použitelné prvoč́ıslo je št’astné, pokud

degNSDZ[x](f , g) = degNSDZp [x](f , g)

Použitelné prvoč́ıslo je smolné, pokud

degNSDZ[x](f , g) < degNSDZp [x](f , g)

V našem p̌ŕıkladě, byla všechna prvoč́ısla použitelná, 2, 5 smolná a
3,7 št’astná

Pot́ıž: Jak poznat, že je p št’astné, když neznáme NSDZ[x]?
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Smolných prvoč́ısel je konečně mnoho

Lemma

Bud’ p smolné pro f , g . Značme h = NSDZ[x](f , g). Pak

p| res

(
f

h
,
g

h

)
.

Důkaz: At’ p je smolné

Modulo p máme pro vhodné r , s, t, kde deg r ≥ 1

f %p

h%p
= rs

g%p

h%p
= rt

Přitom h děĺı f , g v Z[x ], takže můžeme psát

f

h
%p = rs

g

h
%p = rt
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Smolná prvoč́ısla děĺı rezultant

Lemma

Bud’ p smolné pro f , g . Značme h = NSDZ[x](f , g). Pak

p| res

(
f

h
,
g

h

)
.

Dostáváme r = NSDZp [x]

(
f
h%p, gh%p

)
stupně ≥ 1

Proto res( fh%p, gh%p) = 0

Přitom rezulant je determinant, tedy rezultant v Zp je rezultant v Z
modulo p:

res(
f

h
%p,

g

h
%p) = res(f /h, g/h)%p

Tedy p| res( fh ,
g
h )
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Jak volit prvoč́ıslo

Pro dané f , g muśı smolná prvoč́ısla dělit nějaké konkrétńı č́ıslo, tedy
smolných prvoč́ısel je jenom konečně

Neńı z toho tedy moc jasné, kolik vlastně těch smolných prvoč́ısel
je. . .

Dobrá zpráva: Pro smolná prvoč́ısla vypočtený NSD nebude dělit v Z
jak f , tak g

Můžeme tedy spoč́ıst kandidáta na NSD a testovat, jestli jsme měli
smůlu

Daľśı problém: Jak volit p, aby abs. hodnoty koeficient̊u
NSDZ[x](f , g) nebyly věťśı než p/2?

Poťrebujeme odhad na koeficienty NSDZ[x](f , g)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Poč́ıtačová algebra 15. května 2020 20 / 29



Landau-Mignottova mez

Věta (Landau-Mignottova mez)

Budt’e f , h ∈ Z[x ] takové, že h|f . Pak

k∑
i=0

|hi | ≤ 2k
∣∣∣∣hkfn
∣∣∣∣
√√√√ n∑

i=0

f 2
i ,

kde k je stupeň h a n stupeň f .

Důkaz dělat nebudeme, ale ukážeme si, jak nám to dá odhad na
velikosti koeficient̊u NSD
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Odhad mc(NSD(f , g))

Uvažme f , g , h ∈ Z[x ] stupňů n,m, k , že h = NSDZ[x](f , g)

Pozorováńı

Plat́ı hk |fn, gm, tedy |hk | ≤ |NSDZ(fn, gm)|

To plyne algoritmu pro děleńı a toho, že h|f , g
Také jistě k ≤ min(m, n)

Potom máme z L-M meze pro f , h

mc(h) ≤
k∑

i=0

|hi | ≤ 2k
∣∣∣∣hkfn
∣∣∣∣
√√√√ n∑

i=0

f 2
i

≤ 2min(m,n) |NSDZ(fn, gm)| 1

|fn|

√√√√ n∑
i=0

f 2
i

Podobně máme i odhad pro g , h
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Odhad na mc(NSD(f , g))

Spojeńım obou odhadů z L-M meze dostaneme

mc(h) ≤ 2min(m,n) |NSDZ(fn, gm)|min

 1

|fn|

√√√√ n∑
i=0

f 2
i ,

1

|gm|

√√√√ m∑
i=0

g2
i


Značme obludu na pravé straně jako LM(f , g).

Poťrebujeme p > 2LM(f , g), aby bylo jasné, jak p̌rej́ıt z Zp[x ] zpět
do Z[x ] i pro záporné koeficienty

S takto velkým p nám stač́ı vždy brát reprezentatnty z
{−bp/2c, . . . , 0, . . . , bp/2c}
Vyhráli jsme? Ještě ne!
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Problém vedoućıho koeficientu

Posledńı pot́ıž: Zp je těleso, tedy máme celkem p − 1 možných
NSDZp [x](f %p, g%p)

Různé volby NSD nám daj́ı výrazně jiné polynomy v Z[x ]

Problém vedoućıho koeficientu: Jak určit lc(NSDZ[x](f , g))?

Pokud bychom vedoućı koeficient znali, voĺıme NSD v Zp, který má
tento vedoućı koeficient modulo p (pro použitelné prvoč́ıslo p)

Značme d = NSDZ(lc(f ), lc(g))

Pozorováńı

Bud’te f , g ∈ Z[x ]. Pak lc(NSDZ[x](f , g))|d .

Mohli bychom zkoušet všechny dělitele d , ale komu by se chtělo
faktorizovat d . . .
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Návrat primitivńıch polynomů

Předpokládejme, že f , g ∈ Z[x ] jsou primitivńı

Pak NSDZ[x](f , g) je také primitivńı a jeho vedoućı koeficient děĺı d

Tedy vhodný násobek NSDZ[x](f , g) má vedoućı koeficient d

Bav́ıme se o nejvýše d-násobku NSDZ[x](f , g)

Spočteme tedy NSDZp [x](f %p, g%p) s vedoućım koeficientem d a
vrát́ıme se do Z[x ]

Značme výsledný polynom h ∈ Z[x ]

V́ıme, že h = c NSDZ[x](f , g) pro |c | ≤ d ; berme
pp(h) = NSDZ[x](f , g)

Odhad na velikost p kv̊uli koeficient̊um h muśıme kv̊uli d zvednout na
p > 2d · LM(f , g)
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Konečně dokončeńı

Spočetli jsme h = c NSDZ[x](f , g)

Ted’ nám stač́ı spoč́ıst primitivńı část h

T́ım se vylouč́ı c , protože v́ıme, že NSDZ[x](f , g) muśı být primitivńı

Pak otestujeme, zda výsledek děĺı f i g

Pokud ano, vyhráváme

Pokud ne, bylo p smolné a muśıme zvěťsit p a restartovat
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Modulárńı násobeńı nešikovně – algoritmus 21

Data: f , g ∈ Z[x ] primitivńı polynomy
Result: NSDZ[x](f , g)

1 d := NSDZ(lc(f ), lc(g));
2 p := nejmenš́ı prvoč́ıslo > 2d · LM(f , g);

3 h := NSDZp [x](f %p, g%p), aby lc(h) = d%p;

4 h := pp(h);
5 if h|f , g then
6 return h;
7 else
8 zvol věťśı prvoč́ıslo p, jdi na 3;
9 end
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Správnost algoritmu 21

Vzhledem k velikost 2d · LM(f , g) bude p > d vždy použitelné

Pokud je p št’astné, tak h = c NSD(f , g) a pp(h) = NSD(f , g)

Pokud je p smolné, tak h má věťśı stupeň než NSD(f , g), takže to
zjist́ıme a restartujeme

Protože smolných prvoč́ısel je konečně mnoho, nakonec najdeme
nějaké št’astné

Je to nepraktické, protože naše prvoč́ıslo bude hodně velké

Př́ı̌stě si ukážeme, jak to dělat ještě lépe
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Př́ıklad

f = x3 − x2 + x − 1, g = x3 + 2x2 − x − 2

d = 1

LM(f , g) = 16 (v učebnici jim vyšlo asi 25)

p > 2 · 16 = 32, tedy p := 37

h = x − 1

h|f , g , tedy vrát́ıme h
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