Pocitatova algebra - cviceni
22. kvétna 2020

Problém 1. Spocitejte NSDy,)(22% +x —1, 22° —2? —52—2) pomoci moduldrn{
metody s jednim prvocislem.

m . n .
Pro pfipomenut{, at f = Y fiz',g = g;z’,n < m. Pak
i=0 §=0

Ic(NSD(f, 9))| < 2" - |NSD(fm, g )| - min <||J]:”T’ ||Ig|||2> ’

kde ztotoznujeme polynom s vektorem koeficienti.

Reseni. Nsd vedoucich koeficientti je d = 2, LM mez je

LM:22-2-?§22-2.5:10.

Volime 41 =p > 2d - LM.
22 — 2% —bx —2:222 —x —1 =212 —1 zbytek — 3z — 3,

Vezmeme tedy polynom asociovany se —3x — 3 s vedoucim ¢lenem d = 2, tedy
2x + 2 a z néj primitivni ¢ést, x + 1. Protoze z + 1 € Z[z] déli oba polynomy ze
zadani, je to vysledek.

Problém 2. Spocitejte NSDy,)(22% —2 —1, 22° —2? —52—2) pomoci moduldrn{
metody s vice prvocisly.

Reseni. Opét LM < 10,d = 2.
Prvocislo 2 je nepouzitelné.
Modulo 3:

—a? — 2?41 -2 —x—1=uxzbytek —x+1

> +zx4+1:—zx+1=x—1zbytek 0

Volime NSD s vedoucim ¢lenem d = 2: 2x + 1.
Modulo 5:
203 — 2% —2:22% — x = x zbytek x — 2

20 —x —1:2—2=2x+ 3 zbytek 0.

Volime NSD s vedoucim ¢lenem d = 2: 2x 4+ 1. Jesté jsme neprekrocili teore-
tickou mez, mohli bychom pokracovat na dalsi prvocislo. Ale vySel ndm stejny
mezivysledek a tak otestujeme, zda se nejedné o finalni vysledek. Jednd, protoze
2x + 1 déli oba polynomy ze zadani.



Problém 3. Pro polynomy f,g € Z[z] plati
NSDy)(f,9) mod p | NSDz (,)(f mod p,g mod p) a

1¢(NSDz(e)(f, 9)) | NSDz(Ie f,1c g).

Formulujte a dokazte analogickd pozorovéni pro polynomy ze Z[z, y| = (Zly])[x].

Reseni. Pfipomenme si, ze pro f € Rlz,y] je f mod (y — a) = f(x, a).
Analogicka tvrzeni jsou:

1. NSDZ[w,y] (f7 g) (Z‘, O() | NSDZ[:E} (f(‘ra Oé), g(ﬂf, Oé))
Ozna¢me h = NSD(f, g), f = hu,g = hv.
Moduleni polynomem y — « neboli dosazeni y = « je homomorfismus, tedy

f(z, ) = h(z, a)u(z, ),
g(z, @) = h(z, a)v(z, a).

Pak ale h(z,«) je spole¢nym délitelem f(z,«) i tedy g(z,«) takze deéli
jejich nejvétsiho spoleéného délitele.

Pii znaceni vyse f = hu = le(f) =le(h)le(u) a

g=hv = lc(g) = le(h)le(v).
Pak lc(h) je spoleénym délitelem lc(f) a lc(g), takze déli jejich nejvétsiho
spole¢ného délitele.

Problém 4. Spocitejte
NSD(y6 +ay’ + 3y —xy+ 2t — 22 xyS — 205 + 2%yt — 22yt + oyt + 2y + x2y).

ResSeni. Dosazenim y = 1 dostaneme

=gt 42?41 a

14422 —z+2t—2
-2+ —2x4+x+ax+a2?=222+2-2.

Druhy polynom ma neceloc¢iselné koteny, je tedy ireducibilni. Zaroven vidime, ze
nedéli prvni polynom, takze jsou nesoudélné. Prvni bod pfedchoziho problému
nam davé, ze i puvodni polynomy jsou nesoudélné.

Problém 5. Dokazte z definice, ze pro f,g € Z[z],n = max(deg f,degg) s
maximélnim koeficientem a je

{(res(f,g)) = O(nlog(an)).

Reseni. Rezultant je determinant matice s rozméry nejvyse 2n x 2n, se vstupy
maximélné a. Z definice determinantu tedy

res| < (2n)! - a®" < (2na)*",

{(res) = O(log((2na)*™)) = O(2nlog(2na)) = O(nlog(na)).



