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Problém 1. Spoč́ıtejte NSDZ[x](2x
2+x−1, 2x3−x2−5x−2) pomoćı modulárńı

metody s jedńım prvoč́ıslem.

Pro připomenut́ı, at’ f =
m∑
i=0

fix
i, g =

n∑
j=0

gjx
j , n ≤ m. Pak

|mc(NSD(f, g))| ≤ 2n · |NSD(fm, gn)| ·min

(
‖f‖2
|fm|

,
‖g‖2
|gn|

)
,

kde ztotožňujeme polynom s vektorem koeficient̊u.

Řešeńı. Nsd vedoućıch koeficient̊u je d = 2, LM mez je

LM = 22 · 2 ·
√

6

2
≤ 22 · 2.5 = 10.

Voĺıme 41 = p > 2d · LM .

2x3 − x2 − 5x− 2 : 2x2 − x− 1 = x− 1 zbytek − 3x− 3,

Vezmeme tedy polynom asociovaný se −3x− 3 s vedoućım členem d = 2, tedy
2x+ 2 a z něj primitivńı část, x+ 1. Protože x+ 1 ∈ Z[x] děĺı oba polynomy ze
zadáńı, je to výsledek.

Problém 2. Spoč́ıtejte NSDZ[x](2x
2−x−1, 2x3−x2−5x−2) pomoćı modulárńı

metody s v́ıce prvoč́ısly.

Řešeńı. Opět LM ≤ 10, d = 2.
Prvoč́ıslo 2 je nepoužitelné.
Modulo 3:

−x3 − x2 + x+ 1 : −x2 − x− 1 = x zbytek − x+ 1

x2 + x+ 1 : −x+ 1 = x− 1 zbytek 0

Voĺıme NSD s vedoućım členem d = 2: 2x+ 1.
Modulo 5:

2x3 − x2 − 2 : 2x2 − x = x zbytek x− 2

2x2 − x− 1 : x− 2 = 2x+ 3 zbytek 0.

Voĺıme NSD s vedoućım členem d = 2: 2x + 1. Ještě jsme nepřekročili teore-
tickou mez, mohli bychom pokračovat na daľśı prvoč́ıslo. Ale vyšel nám stejný
mezivýsledek a tak otestujeme, zda se nejedná o finálńı výsledek. Jedná, protože
2x+ 1 děĺı oba polynomy ze zadáńı.

1



Problém 3. Pro polynomy f, g ∈ Z[x] plat́ı

NSDZ[x](f, g) mod p | NSDZp[x](f mod p, g mod p) a

lc(NSDZ[x](f, g)) | NSDZ(lc f, lc g).

Formulujte a dokažte analogická pozorováńı pro polynomy ze Z[x, y] = (Z[y])[x].

Řešeńı. Připomeňme si, že pro f ∈ R[x, y] je f mod (y − α) = f(x, α).
Analogická tvrzeńı jsou:

1. NSDZ[x,y](f, g)(x, α) | NSDZ[x](f(x, α), g(x, α))

Označme h = NSD(f, g), f = hu, g = hv.
Moduleńı polynomem y−α neboli dosazeńı y = α je homomorfismus, tedy

f(x, α) = h(x, α)u(x, α),

g(x, α) = h(x, α)v(x, α).

Pak ale h(x, α) je společným dělitelem f(x, α) i tedy g(x, α) takže děĺı
jejich největš́ıho společného dělitele.

2. lc(NSDZ[x,y](f, g)) | NSDZ[x](lc f, lc g)

Při značeńı výše f = hu =⇒ lc(f) = lc(h)lc(u) a
g = hv =⇒ lc(g) = lc(h)lc(v).

Pak lc(h) je společným dělitelem lc(f) a lc(g), takže děĺı jejich největš́ıho
společného dělitele.

Problém 4. Spoč́ıtejte

NSD(y6 +xy5 +x3y−xy+x4−x2, xy5− 2y5 +x2y4− 2xy4 +xy4 +xy2 +x2y).

Řešeńı. Dosazeńım y = 1 dostaneme

1 + x+ x3 − x+ x4 − x2 = x4 + x3 − x2 + 1 a

x− 2 + x2 − 2x+ x+ x+ x2 = 2x2 + x− 2.

Druhý polynom má neceloč́ıselné kořeny, je tedy ireducibilńı. Zároveň vid́ıme, že
neděĺı prvńı polynom, takže jsou nesoudělné. Prvńı bod předchoźıho problému
nám dává, že i p̊uvodńı polynomy jsou nesoudělné.

Problém 5. Dokažte z definice, že pro f, g ∈ Z[x], n = max(deg f, deg g) s
maximálńım koeficientem a je

`(res(f, g)) = O(n log(an)).

Řešeńı. Rezultant je determinant matice s rozměry nejvýše 2n× 2n, se vstupy
maximálně a. Z definice determinantu tedy

|res| ≤ (2n)! · a2n ≤ (2na)2n,

`(res) = O(log((2na)2n)) = O(2n log(2na)) = O(n log(na)).
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