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BCH kódy (primitivńı, v užš́ım smyslu)

BCHq,m,δ je cyklický nad tělesem Fq, délky qm − 1, dimenze aspoň
qm −m(δ − 1)− 1 a min. vzdálenosti aspoň δ

Zvolme α generátor F?qm (primitivńı prvek, proto
”
primitivńı“ kódy)

Kódová slova jsou (a0, a1, . . . , aqm−2) ∈ Fq, že polynom
∑qm−2

j=0 ajx
j

má nuly v bodech αi pro i ∈ {1, 2, . . . , δ − 1}
Vzdálenost aspoň δ, dimenze aspoň qm − 1−m(δ − 1)

Použ́ıvané pro kanály s málo chybami

Efektivńı kódováńı a dekódováńı vynecháme
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R-S kódy ⊂ BCH kódy

Pozor! Opačná inkluze než ve skriptech

Skripta: Popis, jak vyrobit BCH kód tak, že vyjdeme z R-S kódu a
děláme úpravy

My: RSq,k = BCHq,1,q−k (modulo ekvivalence)

Připomenut́ı: RSq,k má kódová slova hodnoty polynomů stupně < k
nad Fq

Bud’ Fq = {0, 1, α, α2, . . . , αq−2}. Volme pǒrad́ı ṕısmen

(f (1), f (α), f (α2), . . . , f (αq−2))

Oprava po p̌rednášce: Cyklický posun ≡ vynásob koeficient u x j v f
pomoćı αj

Z půlky b̌rezna známe paritńı matici RSq,k (Tvrzeńı 6.2.4)!
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R-S kódy ⊂ BCH kódy

Paritńı matice RSq,k p̌ri cyklickém pǒrad́ı ṕısmen

P =


1 α α2 . . . αq−2

1 α2 α4 . . . α2(q−2)

. . .

1 αq−k−1 α2(q−k−1) . . . α(q−2)(q−k−1)


Kdy je (a0, a1, a2, . . . , aq−2) ∈ RSq,k? Právě když pro každé

e ∈ {1, 2, . . . q − k − 1} plat́ı
∑q−2

i=0 ai · (αe)i = 0

To je právě když polynom a0 + a1x + · · ·+ aq−2x
q−2 má nuly v

bodech α, α2, . . . , αq−k−1. . .

. . . neboli (a0, a1, . . . , aq−2) ∈ BCHq,1,q−k .

Pozor! Tato č́ısla ai nejsou koeficienty, ale hodnoty polynomu z
definice R-S kódu! Plat́ı ai = f (αi ) pro f z p̌redchoźıho slajdu
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R-S kódy ⊂ BCH kódy – p̌ŕıklad

Necht’ q = 7, k = 2, α = 3

Mocniny 3 v F7: 3, 2, 6, 4, 5, 1

RS7,2 má kódová slova délky 6

{(b + c , 3b + c , 2b + c , 6b + c, 4b + c, 5b + c) : b, c ∈ F7}

BCH7,1,5 má kódová slova (a0, a1, . . . , a5), že a0 + a1x + · · ·+ a5x
5

má nuly v bodech 3, 2, 6, 4

Obě množiny kódových slov jsou stejné, nap̌ŕıklad

(b+c)+(3b+c)3+(2b+c)32+(6b+c)33+(4b+c)34+(5b+c)35=

(b+c)+(3b+c)3+(2b+c)2+(6b+c)6+(4b+c)4+(5b+c)5=

91b+21c=0
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QR kódy

Motivace: Chceme cyklický zhruba [n, n/2,
√
n]-kód

Nebudou to
”
Quick Response“ kódy jako je tento. . .

QR kód pro http://en.m.wikipedia.org, zdroj: https://commons.wikimedia.org/w/index.php?title=File:

QR_code_for_mobile_English_Wikipedia.svg&oldid=234508292

”
QR“ znamená

”
quadratic residue“, tj. kvadratický zbytek

a 6= 0 je kvadratický zbytek ⇔ existuje b, že a = b2 (mod p)

Připomenut́ı z Teorie č́ısel: V F?p je polovina prvk̊u kvadratický zbytek
R a druhá polovina kvadratický nezbytek N

Př́ıklad: V Z7 jsou zbytky R = {1, 4, 2} a nezbytky N = {3, 5, 6}
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QR kódy – p̌ŕıklad

Zvolme p = 7

R = {1, 4, 2} a nezbytky N = {3, 5, 6}, obě množiny jsou uzav̌rené na
násobeńı 2

Bud’ α primitivńı 7. odmocnina z 1 v rozš́ı̌reńı Z2; volme ťreba
Z2[α]/(1 + α2 + α3)

Pamatujete na polynomy ze sťredy?

x3 + x2 + 1 = (x + α)(x + α2)(x + α4)

x3 + x + 1 = (x + α3)(x + α6)(x + α5)

Tyty polynomy nám určuj́ı dva ekvivalentńı cyklické kódy nad Z2
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QR kódy II

Vyráb́ıme binárńı kód délky p

Zvolme p prvoč́ıslo takové, že 2 je kvadratický zbytek modulo p (tj.
p ≡ ±1 (mod 8))

R resp. N jsou kvadratické zbytky resp nezbytky modulo p

Bud’ α primitivńı p-tá odmocnina z 1 ve vhodném rozš́ı̌reńı Z2. Volme

r(x) =
∏
i∈R

(x − αi )

n(x) =
∏
i∈N

(x − αi )

Jsou r , n ∈ Z2[x ]?
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QR kódy III

R ⊂ {1, 2, . . . , p − 1} jsou kvadratické zbytky modulo p

Voĺıme p tak, aby 2 ∈ R

Je r(x) =
∏

i∈R(x − αi ) ∈ Z2[x ]?

Teorie z minula (cyklotomické polynomy): Poťrebujeme, aby R byla
uzav̌rená na násobeńı 2 modulo p

Bud’ 2 = c2, e = f 2. Pak 2e = (cf )2. Tedy e ∈ R ⇒ 2e ∈ R

Tedy R je sjednoceńı cyklotomických ťŕıd a r ∈ Z2[x ]

Nutně také n ∈ Z2[x ]
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QR kódy – shrnut́ı

Délka p (prvoč́ıslo, p ≡ ±1 (mod 8))

Máme dva kódy generované r a n; tyto kódy jsou vždy ekvivalentńı

Dimenze p − (p − 1)/2 = (p + 1)/2

Minimálńı vzdálenost ≥ √p
Hustota zhruba 1/2 a relativně velká vzdálenost

Př́ıklady: H3, G23
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