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Cyklické kódy – co bylo

Lineárńı kódy nad Fq uzav̌rené na cyklické posuny

V okruhu R = Fq[x ]/(xn − 1) jsou to hlavńı ideály

Kódová slova ≡ polynomy; konstantńı člen vlevo

Generuj́ıćı polynom β je NSD všech kódových slov v Fq[x ]

β | xn − 1 v Fq[x ] pro nenulový kód
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Cyklické kódy – co bylo
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Generuj́ıćı matice

Bud’ β = b0 + b1x + · · ·+ bkx
k pro k < n.

V́ıme C = {β · r : r ∈ Fq[x ], deg r ≤ n − k − 1}
Volme

M =


b0 b1 b2 · · · bk−1 bk 0 0 · · · 0
0 b0 b1 · · · bk−2 bk−1 bk 0 · · · 0

. . .

0 0 · · · 0 b0 b1 b2 · · · bk−1 bk


Řádky jsou kódová slova β, xβ, x2β, . . . , xn−k−1β

Řádky lineárně generuj́ı C

Řádky jsou LN (je jich n − k)
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Řádky lineárně generuj́ı C
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Paritńı matice

Předpoklad 1 ≤ k ≤ n − 1

Volme δ = (xn − 1)/β;

δ = dn−kx
n−k + dn−k−1x

n−k−1 + · · ·+ d0

V́ıme, že
∑c

i=0 dc−ibi je koeficient u xc v δβ = xn − 1 (tj. typicky 0)

Návrh paritńı matice

P =


dn−k dn−k−1 · · · d1 d0 0 0 · · · 0

0 dn−k · · · d2 d1 d0 0 · · · 0
. . .

0 · · · 0 dn−k dn−k−1 dn−k−2 · · · d1 d0


Dimenze řádkového prostoru k sed́ı (k + (n − k) = n).
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Dimenze řádkového prostoru k sed́ı (k + (n − k) = n).

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kódy 12. května 2020 4 / 11
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Paritńı matice II

Bereme prvńı řádek M a nějaký cyklický posun slova
dn−kdn−k−1 · · · d1d00 · · · 0.

Př́ıpad 1: Posun o c ∈ {0, 1, . . . , k − 1} doprava

bc bc+1 bc+2 · · · bk−1 bk
dn−k dn−k−1 dn−k−2 · · · dn−2k+c+1 dn−2k+c

∑k−c
i=0 dn−k−ibc+i je koeficient u xn−k+c v xn − 1, tj. nula.
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Paritńı matice II
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Paritńı matice II
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Př́ıpad 1: Posun o c ∈ {0, 1, . . . , k − 1} doprava

bc bc+1 bc+2 · · · bk−1 bk
dn−k dn−k−1 dn−k−2 · · · dn−2k+c+1 dn−2k+c

∑k−c
i=0 dn−k−ibc+i je koeficient u xn−k+c v xn − 1, tj. nula.

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kódy 12. května 2020 5 / 11



Paritńı matice III

Př́ıpad 2: Posun o k doprava (cyklicky)

b0 b1 . . . bk−1 bk 0 0 . . . 0
d0 0 . . . 0 dn−k dn−k−1 dn−k−2 . . . d1

b0d0 + bkdn−k = −1 + 1 = 0
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Paritńı matice IV

Př́ıpad 3: Posun o c ∈ {k + 1, k + 2, . . . , n − 1} doprava (cyklicky)

b0 b1 . . . bc−k bc−k+1 . . . bk 0 . . .
dc−k dc−k−1 . . . d0 0 . . . 0 . . . dn−k . . .

∑k−c
i=0 dc−k−ibi je koeficient u xc−k v xn − 1, tj. nula.

T́ım jsme probrali všechny možná posunut́ı

Pozor, slovo dn, dn−1, . . . , d0 je δ pozpátku.
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Paritńı matice IV
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Př́ıpad 3: Posun o c ∈ {k + 1, k + 2, . . . , n − 1} doprava (cyklicky)

b0 b1 . . . bc−k bc−k+1 . . . bk 0 . . .
dc−k dc−k−1 . . . d0 0 . . . 0 . . . dn−k . . .

∑k−c
i=0 dc−k−ibi je koeficient u xc−k v xn − 1, tj. nula.

T́ım jsme probrali všechny možná posunut́ı
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Př́ıklad: Paritńı kód

n = 3, nad F2, C = {000, 011, 101, 110}.
Ze sťredy v́ıme, že β = 1 + x , (stupeň) k = 1

Generuj́ıćı matice

M =

(
1 1 0
0 1 1

)

δ = (x3 − 1)/(1 + x) = x2 + x + 1, tedy

P =
(
1 1 1

)
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Generuj́ıćı matice

M =

(
1 1 0
0 1 1

)

δ = (x3 − 1)/(1 + x) = x2 + x + 1, tedy

P =
(
1 1 1

)
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H3 jako cyklický kód

n = 7 nad F2

Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen

Půjdeme na to p̌res paritńı matici:
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Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen
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H3 jako cyklický kód

n = 7 nad F2

Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen

Půjdeme na to p̌res paritńı matici:

P =

? ? ? ? ? 0 0
0 ? ? ? ? ? 0
0 0 ? ? ? ? ?


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H3 jako cyklický kód

n = 7 nad F2

Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen

Půjdeme na to p̌res paritńı matici:

P =

1 ? ? ? 1 0 0
0 1 ? ? ? 1 0
0 0 1 ? ? ? 1


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H3 jako cyklický kód

n = 7 nad F2

Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen

Půjdeme na to p̌res paritńı matici:

P =

1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1


Vypadá to, že δ = x4 + x2 + x + 1
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H3 jako cyklický kód

n = 7 nad F2

Je ťreba p̌rerovnat pǒrad́ı ṕısmen

Půjdeme na to p̌res paritńı matici:

P =

1 0 1 1 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1


Vypadá to, že δ = x4 + x2 + x + 1

Dopočteme β = (x7 − 1)/(x4 + x2 + x + 1) = x3 + x + 1
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H3 jako cyklický kód II

Alternativńı odvozeńı: Projdeme všechny cyklické kódy s n = 7 nad F2

Numerologie: dimC = 4, tedy stupeň β = 7− 4 = 3

Chceme β dělitele x7 − 1 stupně 3 v F2[x ]

x7 − 1 = (1 + x)(1 + x + x3)(1 + x2 + x3), tedy dvě možné β

β = 1 + x + x3 i β = 1 + x2 + x3 jsou ekvivalentńı H3
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H3 jako cyklický kód II
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Numerologie: dimC = 4, tedy stupeň β = 7− 4 = 3
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Bonus: Kolik je cyklických kódů délky 3 nad F2?

Str. 52 v učebnici

Dělitelé x3 − 1 stupně < 3 v F2 nám daj́ı r̊uzné kódy (mohou být
ekvivalentńı)

x3 − 1 = (x + 1)(x2 + x + 1), tedy dělitelé β = 1, β = x + 1,
β = x2 + x + 1

Totálńı kód, paritńı kód, opakovaćı kód

Nesḿıme zapomenout kód {000}
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