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Z minula

A informačńı zdroj

Pro jednoduchost: Zdroj nemá pamět’, jednotlivé znaky jsou nezávislé
stejně rozdělené náhodné veličiny

Tedy informačńı zdroj = pravděpodobnostńı rozděleńı nad ṕısmeny
abecedy Σ

Funkce entropie H(A) = −
∑k

i=1 pi log pi

T. Kaiser: k = 2 a tedy H(p) = p log(1/p) + (1− p) log(1/(1− p))

Informace mě̌ŕı naši ḿıru p̌rekvapeńı zprávami ze zdroje A
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Kde žijeme

Značme binárńı slova {0, 1}?

Kód = zobrazeńı Σ→ {0, 1}?

Kódová slova (obrazy ṕısmen) nemuśı být stejně dlouhá. . .

Vyžadujeme, aby se žádná dvě slova nad Σ nekódovala na stejné
binárńı slova – jednoznačně dekódovatelný kód
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Prefixový kód

Bud’ Σ = {1, 2, . . . , k}; kódová slova h1, . . . , hk ∈ {0, 1}?

Prefixový kód: Žádné kódové slovo neńı prefixem (p̌redponou) jiného

Necht’ pro nějaké i1, . . . , in a j1, . . . , jm máme

hi1hi2 · · · hin = hj1hj2 · · · hjm

Pak hi1 je p̌redponou hj1 nebo naopak

⇒ i1 = j1

Indukćı i2 = j2, i3 = j3 . . .
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Huffmanovo kódováńı

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8

1/32

1/16

1/8

1/4

1/2

1/21

Máme ṕısmena s pravděpodobnostmi

p1 > p2 > · · · > pk

Slouč́ıme (k − 1)-ńı a k-té ṕısmeno a iterujeme

Postav́ıme si tak rozhodovaćı strom
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Vlastnosti Huffmanova kódovańı

Typicky kódová slova r̊uzných délek

Můžeme dekódovat pomoćı rozhodovaćıho stromu

Kódová slova=cesty z kǒrene do list̊u

Žádné kódové slovo neńı prefixem druhého – prefixový kód

Očekávaná délka kódového slova vyjde bĺızko entropie
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Délka kódového slova pro Huffmana

Theorem

Bud’ A informačńı zdroj s nezávislými znaky {1, 2, . . . , k} s
pravděpodobnostńım rozděleńım ṕısmen (p1, p2, . . . , pk). Potom
očekávaná délka kódového slova z Huffmanova kódovańı A lež́ı v intervalu
[H(A),H(A) + 1).

Očekávaná délka je

p1`(h1) + p2`(h2) + · · ·+ pk`(hk),

kde `(h1), . . . , `(hk) jsou kódová slova Huffmana.

Důkaz horńıho odhadu vynecháme (dělá se to p̌res to, že Huffman má
minimálńı očekávanou délku mezi všemi prefixovými kódy)

Dolńı odhad viz dále
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Kraft-McMillanova věta

Theorem

Bud’ C : Σ→ {0, 1}? jednoznačně dekódovatelný. Bud’te `1, . . . , `k délky
kódových slov kódu C. Potom

k∑
i=1

2−`i ≤ 1.

Intuitivńı význam: Délky kódových slov nemohou být libovolně malé

Intuitivńı argument: Vygeneruji si náhodné (nekonečné) binárńı slovo.
Jaká je pravděpodobnost, že se dekóduje na něco zač́ınaj́ıćıho na 1?
2−`1 .

Jevy
”
prvńı ṕısmeno se dekóduje na i“ a

”
prvńı ṕısmeno se dekóduje

na j“ jsou disjunktńı, tedy součet jejich pst́ı je ≤ 1
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Kraft-McMillanova věta, důkaz [dle S. Roman:
Introduction to Coding and Information Theory]

Bud’ α` počet kódových slov délky `

Bud’ m maximálńı délka kódového slova

Mějme pro spor
k∑

i=1

2−`i =
m∑
`=1

α`2
−` > 1

Zvolme velké u ∈ N a pojd’me si hrát(
m∑
`=1

α`2
−`

)u

=
∑

`1,...,`u

α`1α`2 · · ·α`u2−`1−`2−...−`u =

=
um∑
k=m

∑
`1+···+`u=k

α`1α`2 · · ·α`u2−k
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Kraft-McMillanova věta, důkaz II

Značme
Nk =

∑
`1+···+`u=k

α`1α`2 · · ·α`u

Čeho je Nk?

Mezi binárńımi slovy délky k zvolme ta, která lze dekódovat na slovo
délky u nad Σ

Takových slov je p̌resně Nk (tady poťrebuju jednoznačnou
dekódovatelnost)

Jsou to binárńı slova délky k , tedy Nk ≤ 2k
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Kraft-McMillanova věta, důkaz III

Pro spor at’
∑k

i=1 2−`i > 1.

Odvodili jsme(
m∑
`=1

α`2
−`

)u

=
∑

`1,...,`u

α`1α`2 · · ·α`u2−`1−`2−...−`u =

=
um∑
k=m

Nk2−k

≤
um∑
k=m

1 ≤ um

Co je na tom divného?

Levá strana roste s rostoućım u exponenciálně, pravá lineárně

Tedy pro dost velké u nebude nerovnost platit
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Entropie jako funkce pravděpodobnost́ı

H(p1, . . . , pk) =
k∑

i=1

pi log(1/pi ) = −
k∑

i=1

pi log pi

Funkce f (p) = −p log p je konkávńı (f ′′(p) = −1/p < 0 pro p > 0)

H(p1, . . . , pk) je součet konkávńıch funkćı ⇒ konkávńı

Chceme maximalizovat H na rovině p1 + · · ·+ pk = 1

Gradient H má být kolmý na tuto rovinu

∇H = (∂H/∂p1, . . . , ∂H/∂pk) = λ(1, 1, . . . , 1)

∂H/∂pi = − log pi − 1 = λ

Všechna pi jsou stejná, tedy pi = 1/k

Maximálńı entropie je log k
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Jensenova nerovnost

Pro libovolnou konkávńı funkci f (x) plat́ı, že kdykoli máme
α1, . . . , αk ≥ 0 splňuj́ıćı

∑k
i=1 αi = 1 a x1, . . . , xk ∈ dom f , tak

k∑
i=1

αi f (xi ) ≤ f

(
k∑

i=1

αixi

)

(a pravá strana je definovaná)

Funguje to ťreba pro entropii. . .

. . . ale my to časem použijeme pro logaritmus
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Důsledek: Entropie dává dolńı odhad na délku kódu

Theorem

Bud’ A informačńı zdroj s nezávislými znaky {1, 2, . . . , k} s
pravděpodobnostńım rozděleńım ṕısmen (p1, p2, . . . , pk). Bud’ C
jednoznačně dekódovatelný kód. Pak pr̊uměrná délka kódového slova je
aspoň entropie zdroje A.

Značme `1, . . . , `k délky kódových slov

Pr̊uměrná délka kódového slova je
∑k

i=1 pi`i

Chceme
∑k

i=1 pi log(1/pi )−
∑k

i=1 pi`i ≤ 0
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Entropie dává dolńı odhad na délku kódu

Chceme
∑k

i=1 pi log(1/pi )−
∑k

i=1 pi`i ≤ 0

Levá strana je
∑k

i=1 pi log(2−`i/pi )

Jensenova nerovnost pro f (x) = log x , αi = pi , xi = 2−`i/pi

k∑
i=1

pi log(2−`i/pi ) ≤ log

(
k∑

i=1

pi2
−`i/pi

)
= log

(
k∑

i=1

2−`i

)

Kraft-McMillan nám dá
∑k

i=1 2−`i ≤ 1
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Kódováńı bez šumu

Dokázali jsme, že bez šumu je pr̊uměrná délka (binárńıho) kódu
aspoň entropie zdroje

Entropie = ḿıra informace

Dolńı mez na ḿıru informace, kterou napěchujeme do {0, 1}n je n

Jak to bude, když pośıláme zprávy skrz kanál, co dělá chyby? Uvid́ıme
později
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Entropie a geometrie [Kaiser 11.1.1]

V (n, r) bud’ objem koule v {0, 1}n o poloměru r

V (n, r) =
∑r

i=0

(n
i

)
Zhruba H(r/n, 1− r/n) = 1

n log(V (n, r))

Theorem

Bud’ n ∈ N. Pro všechna 0 ≤ r ≤ n/2 plat́ı

V (n, r) < 2nH(r/n,1−r/n)
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V (n, r) < 2nH(r/n,1−r/n) [Drobné p̌reklepy opraveny]

Proč by něco takového mohlo platit: Pro r << n je zhruba

V (n, r) ≈
(
n

r

)
≈ nn

r r (n − r)(n−r)
=
(n
r

)r ( n

n − r

)n−r

Vezmeme logaritmus:

log(V (n, r)) ≈ r log(n/r) + (n − r) log(n/(n − r)) =

= n

(
r

n
log(n/r) +

n − r

n
log(n/(n − r))

)
= nH(r/n, 1− r/n)

V́ıme něco exaktně? Ano, máme

nH(r/n, 1− r/n) = −n
( r
n

log(r/n) +
(

1− r

n

)
log(1− r/n)

)
= −r log r/n + (r − n) log(1− r/n)
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V (n, r) < 2nH(r/n,1−r/n)

nH(r/n, 1− r/n) = −r log r/n + (r − n) log(1− r/n)

Dosad́ıme do exponenciálńı funkce:

2nH(r/n,1−r/n) = 2−r log(r/n)+(r−n) log(1−r/n) =

=
( r
n

)−r
(1− r/n)r−n =

nn

r r (n − r)n−r

To už vypadá skoro jako kombinačńı č́ıslo. . .

nn = (n − r + r)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
r i (n − r)n−i >

r∑
i=0

(
n

i

)
r i (n − r)n−i

Protože r ≤ n/2, tak r i (n − r)n−i ≥ r r (n − r)n−r pro i ≤ r

Tedy

nn >
r∑

i=0

(
n

i

)
r i (n − r)n−i ≥

r∑
i=0

(
n

i

)
r r (n − r)n−r
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V (n, r) < 2nH(r/n,1−r/n)

Máme

2nH(r/n,1−r/n) =
nn

r r (n − r)n−r

A zároveň

nn >
r∑

i=0

(
n

i

)
r r (n − r)n−r

Po vyděleńı druhé nerovnosti r r (n − r)n−r dosazeńı do prvńı rovnosti:

2nH(r/n,1−r/n) >

r∑
i=0

(
n

i

)
= V (n, r).
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