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/Z minula

Entropie dava dolni odhad na délku kédu (bez Sumu)
Entropie d4va horni odhad na objem koule v {0,1}"

Bindrni symetricky kandl o chybovosti p, kapacité¢ 1 — H(p)

Kéd, ktery se vzdy dekdduje spravné, ma hustotu shora omezenou
kapacitou kanalu

Problém: P¥i chybovosti kandlu € (0, 1) se kazdy kéd ob&as dekdduje
Spatné
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Problém ze cviceni

Ndhodné vyberu zdrojové slovo
Mdme BSC s chybovosti p = 1/2

Pro kazdé n € N a kazdou volbu blokového (bindrniho) kédu C délky
n bude pravdépodobnost, Ze spravné dekédujeme nejvyse 1/|C]|.

Tj. dekédovani neni lepsi neZ hadani
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Komunikace skrz kandl s p = 1/2

Posilam a € {0,1}", kanal generuje c € {0,1}", p¥ijimém b=a+ ¢
Még&jme kéd C a dekédovaci funkci D

Jaka je pro dané a € C pst, ze D(a+ ¢) = a?

Predpokladejme, Ze jsme odeslali a, jak vypada c¢?

Chybovost p = 1/2, tedy pro kazdy prvek x € {0,1}" je pst ¢ = x
presné 27"
Tedy: pro kazdy prvek b € {0,1}" je pst b = a+ c presn& 27"
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Komunikace skrz kandl s p = 1/2

@ Tedy: pro kazdy prvek b € {0,1}" je pst b= a+ c pfesn& 27"
@ Pravdépodobnostni rozdé&leni p¥ijatého slova nezdvisi na volb& a
@ Znaéme D~1(a) mnoZinu viech b, 7e D(b) = a
e Tedy pro a € C pst, 2e D(a+c) = a je 27"|D~1(a)|
e Pozorovani: . |D7t(a)| < 2"
@ V priiméru je pravdépodobnost spravného dekddovani
Z 2-7|p-1 pnon _ L
C] 2= <P "1
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Kanal ze zadatku semestru

o Kdysi ddvno jsme mé&li BSC s chybovosti p = 1%

e Entropie H(0,01) = 0,08, kapacita kandlu asi 0,92

@ Totalni kéd: Hustota 1, pst. chyby asi 63% na 100znakové zdrojové
slovo

o Uvazili jsme opakovaci kéd délky 3 — hustota 1/3 = 0,33, pst. chyby
asi 3% na 100znakové zdrojové slovo

e Dile jsme uvazili kéd Hs — hustota 4/7 = 0,57, pst. chyby asi 5% na
100znakové zdrojové slovo

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 29. dubna 2020 6/16



Jak zavisi pst prenosu 100 znaki bez chyby na kapacité

kanalu

I = = =
b= b = =

pst bezchybného prenasu

=
[~

=
=Y

D.ISD OéS O"i’ﬂ O.%S O.IBO O.éS O.‘QG OéS ]_(I]ﬂ
kapacita kanalu
@ Zelend plnd: Totalni kéd
@ Telkovand oranZova: Opakovaci kéd

@ Modra prerudovana: Hs
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S kolika chybami poditat

Bud p € [0,1],n € N, a > 0. Necht z,...,z, € {0,1} jsou volené
nezavisle tak, Ze pst z; = 1 je p. Pak pravdépodobnost, Ze
S0,z > n(p+a) je nejyse e~m/2,

le—32

pst i jednicek

& = M oW B owm @

@ Obrazek pro n =100, p=1/4, « =1/10
@ Pro velkd n to plyne ze zakona velkych &isel
o Diisledek Ceby3evovy nerovnosti (Kaiser Véta 11.2.1)
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Shannonova véta

@ Lze pro kazdou chybovost p najit kdd, ktery se presné trefi do
kapacity kanalu a bude mit spolehlivost skoro 17

@ Spolehlivost kédu C p¥i chybovosti kanalu p definujeme jako

1
pc(p) = Ci Z Plodeslané slovo ~ je spravn& dekdédovéano]
veC

@ Pozor: Na rozdil od pfedchozich Gvah neni spolehlivost normovana na
zdrojové slovo stejné délky

o UkdZeme, Ze pro kazdy kanal existuji spolehlivé kédy s hustotou
zhruba kapacita kanalu
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Shannonova véta (zhruba dle Kaisera)

Necht p € (0,1/2). M&me kandl s chybovosti p a kapacitou
C(p) =1 — H(p). Necht k < C(p). Potom pro kaZdé ¢ > 0 existuje
bindrni kéd s hustotou k/n aspoii r a spolehlivosti > 1 — ¢.

@ Oproti skriptim drobn& p¥ezna&eno.

o ME&li byste uz chdpat, pro¢ p =0, p=1/2 a p > 1/2 nejsou zajimavé

@ Z dikazu bude vidét, Ze dokonce pro kazdé € > 0 existuje ng, Ze pro
n > ng existuje kéd délky n spliiujici podminky

@ Trikovy dikaz: Neni to ,,C zkonstruujeme tak a tak", ale ,volme C
nahodné a ukdZzeme, Ze ¢asto ma dost dobré vlastnosti*
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Pravdépodobnostni metoda

@ Abychom ukazali, Ze existuje dobry C, zvolime C nahodné a
ukadZeme, Ze pravdépodobnost jevu , C je dobry" je kladna

@ Oblibend metoda v kombinatorice

@ Volme n dost velké a at k = [nk]|

@ Zvolme kéd C ndhodné tak, Ze 2k-krt nezavisle rovnomé&rné
vybereme ¢; € {0,1}"

o Pak vybereme nahodn& rovnomémé i € {1,2,...,2%}

o Odesleme ¢; kandlem, ten ndhodn& ud&la chyby (dal3i ndhodnost!)

@ Dekddujeme na nejblizsiho souseda; jaka je pst, Ze dekdédujeme
zpatky ¢;?
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Jesté jednou

@ Vyberu ndhodné C, i

Kanal ndhodng& vybere vektor chyb e € {0,1}" (nezavisle na C, i)
P¥ijmu & = ¢; + e; at D(€&) je nejblizi soused &

Pokud P[D(&) = ¢j] > 1 — ¢, tak vyhravdm

Z3adrhel: Véta tvrdi, ze existuje jeden spolehlivy kéd, ne ,,ndhodny
kéd*

Trik

P[D(&) = ci] = > _ P[D(&) = ci[zvolili jsme C]P[zvolili jsme C]
C

Pokud pro kazdé C je P[D(&) = cj|zvolili jsme C] <1 —¢, tak také
PID(¢)=c]<1-—¢
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Zvolim n velké, k = [nk], @« > 0aby p+a < 1/2
Vyberu ndhodné C, i
Kanal ndhodng& vybere vektor chyb e € {0,1}" (nezavisle na C, i)

Jakd je pravd&podobnost jevu ,nastalo vice nez n(p + «) chyb"?

Nejvyge e=""/2, viz slajd 8
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Chyb je nejvyde n(p + «)

Znatme X°€ jev ,nastalo vice nez n(p + «) chyb"
Vime P[X¢] < e="/2  yiz slajd 8

Zvolime n, «, aby e /2 < £/2

Ukazeme P[D(¢) = ¢i|X] >1—¢/2

Potom

ci| X]P[X¢] + P[D(¢) = ci| X]P[X]

P[D(&) = ci] = P[D(¢)
&) = ¢|XIP[X] > (1 — £/2)(1 — £/2)

> P[D(¢)
>1—¢
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PYedstavujme si, Ze nejdfiv kandl vygeneruje e € {0,1}" (s nejvys
n(p + «) jednitkami) ...

... pak zvolime i, pak ¢; € {0,1}"...

...a az pak zvolime zbytek kédovych slov C

Vsechno jsou to nezavislé veli¢iny, takZe na ¢asovém poradi nezalezi
Z tohoto potadi je ale vid&t, Ze ¢ je nezavisld na volb& C \ {c¢;}
Rozdéleni ¢ = ¢; + e je rovnom&rné na {0,1}" protoZe ¢; je
rovnomérn& rozd&lend (vzpomeiite si na zatdtek hodiny)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 29. dubna 2020 15/16



Pst, Ze d(ci, ¢;) < n(p + «)

Kandl ud&lal malo chyb, tedy ¢ leZi ve vzdélenosti < n(p + «) od ¢;

Jakd je pst, Ze pro né&jaké j # i leZi ¢j v kouli se stfedem ¢ a
polomé&rem n(p + «)?

Fixujme nejd¥iv j. Zajima nas

Pld(c, &) < n(p +a)lci + e = & X]

@ Prot¢? ProtoZe

PID(&) = ci|X] > 1— P[3j # i, d(c;, &) < n(p + a)lci + e = & X]

ProtoZe ¢, ¢; jsou nezadvislé rovnomérn& rozdélené, je

V(n, [n(p+ a)])
2!1

Pld(cj, &) < n(p+ a)lci+e=¢&X] <
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