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Ulohy ze cviceni

Problem

Odhadnéte pomoci Singletonova a pomoci Hammingova odhadu (viz
zaldtek semestru), jak velké musi byt n, aby existoval bindrni

@ (n, 100, 3)-kad,
@ (n,100,5)-kad.
Co z toho plyne pro hustotu takovych kodi?

@ Singleton: 100 < n—3+1resp. 100<n—5+1
o Tedy n > 102 resp. n > 104
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Hamminglv odhad pro kK = 100

Hamming prod =3: Vi, =1+n
100 + logy(1 4+ n) < n

logo(1+ n) € (6,7]

Nejmensi celotiselné ¥eSeni n = 107
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Hamminglv odhad pro kK = 100

Hamming pro d =5: Vo, =1+ n+ (5)

100 + logy(1 + (n+1)n/2) < n

log,(1 + (n+1)n/2) > logy(n?/2) = 2log,(n) — 1
99 + 2logy(n) < n

Nejmensi n je zhruba 113

Numericky vypo&et pro pfesné hodnoty to potvrdi (n = 112 nejde,
n =113 jde)
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Co to znamena pro hustotu?

Chybovost p = 0,01, n > 100, tedy aspoii jedna chyba nastdva €asto

Pokud chceme kédovat s jistotou opravy 1 chyby, potfebujeme
hustotu kédu nejvys 100/107 = 0,93

Pokud chceme kddovat s jistotou opravy 2 chyb, potfebujeme hustotu
kédu nejvys 100/113 = 0,88

@ Lze t&chto hodnot dosdhnout?
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Zkraceni kddu bez zmengeni d

Kéd H7 je [127,120, 3]-kéd, ale je moc dlouhy. ..

MEli jsme propichnuti kédu, typicky (n, k,d) — (n—1,k,d — 1)
Ale d je ,drahé", co kdybychom radg&ji zmensili k?

Bud C linedrni systematicky [n, k, d]-kéd

Kédujeme 0, wy, ..., w,_1 na kédové slovo Ocycs . . .

Prvni informa&ni symbol je vzdy 0 — zahodime ho

Dostaneme [n— 1,k —1,d'| kéd a d’ > d
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PouZiti pro nasi situaci

@ Vezmeme H7, kédujme systematicky

o Opakovan& zmensujme n, k:

[127,120,3] — [126,119,3] — [125,118,3] — - - - — [107,100, 3]

@ Dosdhli jsme meze z Hammingova odhadu!
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Pouziti pro d =5

Dosdhneme n = 114 (o jedna hordi nez Hammingtiv odhad)
Pot¥ebujeme [127, 113, 5]-kéd

UvaZme bindrni kéd BCH 7 5

Turdime, Ze je to [127,113, 5]-kéd

Kédova slova jsou polynomy p stupn& < 126 z Fy[x], které maji

v 2 3 4 ‘ *
kofeny o, o, o, ™ pro a generdtor [F75g

n =127 jasné, d > 5 bylo na prednasce, k =7
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Skute¢nd dimenze BCHj 75

@ P¥ipominam, Ze dimenze 55 nad Fy je 7

@ Na predndsce jsme méli k > 127 — 7 - 4 = 99; to nestali

e x — x? je automorfismus Fysg, ktery fixuje Fs, tedy
p(a) =0 = p(a?), p(a*) =0

@ Tedy ekvivalentni podminky na kédovy polynom p: deg p < 126,
p(a) =0, p(a®) =0

@ To je v Zy soustava 7 + 7 rovnic pro 127 nezndmych

@ Proto k > 127 — 14 = 113 (potitani generujiciho polynomu ukaze
k =113)
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Dokonéeni konstrukce [114, 100, 5]-kédu

o Mame [127,113, 5]-kéd

@ Dosazovanim a zapomindnim nul dostaneme

[127,113,5] — [126,112,5] — - - - — [114, 100, 5]

@ Spolehlivost aspofi 0,89, hustota 100/114 = 0,877
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Shannonova véta

Necht p € (0,1/2). M&me kanal s chybovosti p a kapacitou
C(p) =1 — H(p). Necht k < C(p). Potom pro kaZdé ¢ > 0 existuje
bindrni kéd s hustotou k/n aspori k a spolehlivosti > 1 — e.

@ Asymptoticky, nekonstruktivni vysledek

o Slo by to obratit?

@ Chceme néco jako: ,Pokud C je dlouhy a spolehlivy pro kandl
kapacity R, tak C musi mit hustotu nejvys R".
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Inverzni Shannonova véta [Kaiser 11.4.1]

Budtee,p>0a R >1— H(p). Pak existuje N takové, Ze kaZdy kéd
hustoty aspori R a délky aspori N md spolehlivost nejvys € pFi chybovosti
kanalu p.

@ VE&ta nic nefika o kratkych kdédech
@ Ale kratky kéd opakovany hodnékrat je dlouhy kéd. . .

@ Srovnejte s na¥i ,vétou": Kéd spolehlivosti 1 musi mit hustotu
nejvyde 1 — H(p)

e Dohromady se Shannonem to ¥ika, Ze kapacita kandlu urcuje (pro
dlouhé zpravy) hustotu (rychlost) posilani zprav skrz kanal
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|dea ditkazu (nepresna)

Budtee,p>0a R >1— H(p). Pak existuje N takové, Ze kaZdy kdd
hustoty aspori R a délky aspori N md spolehlivost nejvys € pFi chybovosti
kanalu p.

o Typicky udé&la kanal p¥i ptenosu asi pn chyb

@ Pro fixni odeslané slovo je pravdépodobnost kazdého pfijatého slova s
pn chybami asi pP"(1 — p)"P" = on(plog(p)+(1—p)log(1—p)) — o—nH(p)

e Bud D~!(c) mno¥ina slov & co se dekdduji na ¢

o Pak spolehlivost kédu je asi

Z ‘D |2—nH p) _ 2—Rn—nH(p) Z |D—1C| < 2”(—R—H(P)+1)
ceC ceC

[Cl

@ Pro R > 1— H(p) jde pravd strana k nule
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S kolika chybami poditat |l

Bud p €[0,1],n € N, a > 0. Necht z,...,z, € {0,1} jsou volené
nezavisle tak, Ze pst zi = 1 je p. Pak Y., z; leZ v intervalu
[n(p — @), n(p + a)] s pravd&podobnosti aspoif 1 — 2e~"/2,

le-32

pst i jednicek

o H M oW B ou @

@ Obrédzek pro n =100, p=1/4, « =1/10
@ Pro velkd n to plyne ze zakona velkych &isel
e | toto je diisledek Cernovovy nerovnosti (Kaiser Véta 11.2.1)
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Dukaz inverzniho Shannona

Budtee,p>0a R >1— H(p). Pak existuje N takové, Ze kaZdy kéd
hustoty aspori R a délky aspori N ma spolehlivost nejvys € pFi chybovosti
kanalu p.

Ditkaz je podrobn&jsi verze ditkazu pro p = 1/2, co jsme méli
Sporem. Zvolme e. Bino p € (0,1/2]

Necht C je kéd, D jeho dekédovaci funkce

At C m3 velkou délku n, hustotu R > 1 — H(p), spolehlivost aspoh
B>e

@ S pravdépodobnosti aspoii 1 — 2e~m?/2 5 1 — £/2 lezi poet chyb v
[n(p — @), n(p + a)]
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Slova s n(p — «) az n(p + a)) chybami

e Fixujme ¢ € C a znatme S(c) C {0,1}" v8echny body vzdalené od ¢
aspoii n(p — ) a nejvys n(p + «)

Jaka je pravdépodobnost, Ze ¢ + e = ¢ pro ¢ € 5(¢)?

Je to pd(c,E)(l _ p)n—d(c,E)

p < 1/2, tedy je to nerostouci funkce d(c, ¢)

Pro ¢ € 5(c) mdme d(c,¢) > n(p — «), tedy
P[& = ¢ + e|odeslano c] < p"P~¥)(1 — p)"—n(P=2)
< pnp(l - p)n(l—p)(l _ p)nap—na

< pnplog p+n(p—1) log(1—p) (1—P>"O‘
- p
< o—nH(p)+na(log(1—p)—log(p))
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P¥echod k pfipadu X

e Znatme X jev ,pocet chyb je v [n(p — ), n(p + )]

@ Chceme uvaZovat jenom pFipady, kdy nastane X

P[D(&) = c] = P[D(¢) = ¢, X] + P[D(&) = c|X|P[X¢]

P¥itom P[X€¢] < /2, P[D(¢) = ¢|X°] <1
Tedy odhadujeme

PID(&) = c] < P[D(&) = ¢, X] + £/2

Konetné P[D(&) = c] > ¢, takze

e/2 < P[D(€) = c] —¢/2 < P[D(¢) = ¢, X]
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P[D(¢) = ¢, X] > €/2 vede ke sporu

@ Znalme Y, jev ,odeslané slovo je c", Zz jev ,pf¥ijaté slovo je ¢

@ Vyslo nam

£/2 < P[D(&) = ¢, X] = ‘é‘ > PD(&) = ¢, X| Y]

ceC

e P¥itom X je sjednoceni jevli Zz pro ¢ € S(c¢), takze

PID(&) =c, X|Y]= Y P[D(&)=c,Ze Y] = > P[Ze|Y]

zes(c) £€s(c)
D(&)=c

< 1S(c) N D~ Y(c)[2~"H(p)+nallog(1=p)—log(p))
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P[D(¢) = c|X]P[X] > /2 vede ke sporu |l

e Dosadime odhad pro P[D(¢) = ¢, X] > ¢/2:

P[D(¢) = c,X] < \:CLTI 3 1S(c) N DY (c)[2H(P)Hnalloa(1-p)~los(p))
ceC

o Pritom Y . |S(c)ND7Hc)| £ X ec|D7He)| <27

o Tedy
£/2 < i2n2—nH(p)+na(log(l—p)—log(p))

€l

o Vzpome#ime si, Ze |C| > 2R pro R > 1 — H(p)

o Tedy
g/2 < 2~ Rntn=nH(p)+na(log(1=p)—log(p)
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Asymptotické kladivo

o Mame
£/2 < 2~ Rrtn—nH(p)+na(log(1-p)—log(p))

@ Vezméme dvojkovy logaritmus obou stran:

log(e/2) < n(—R+1— H(p) + a(log(1 — p) — log(p)))

Vime R > 1 — H(p)
Volme « > 0 tak, aby —R + 1 — H(p) + a(log(1 — p) — log(p)) < 0

@ Pak pro velké n jde prava strana k —oo, coZ je méne neZ libovolné
&islo log(e/2)
@ Mame spor. ..
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Zase konkrétni c&isla

Vysledek je opét asymptoticky

Rekn&me, %e bychom pro kandl s chybovosti p = 0,01 cht&li kéd s
hustotou 0,99 a spolehlivosti ¢ = 1/2

Volim «, aby

—0,99 + 0,92 + a(log(0,99) — log(0,01)) < 0

Reknéme o = 0,015

Volim n, aby e /2 < 1/4 a

log(1/4) > n(—R +1 — H(p) + a(log(1 — p) — log(p)))
Pro n > 3081 kdd neexistuje, pro kratsi kédy nevime
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Dalsi ¢iselné odhady

Shannon a inverzni Shannon nam pro p = 0,01 a n velké davaji
hustotu spolehlivého kédu asi 0,92

@ Pro malé n lze najit vselijaké , protip¥iklady"
@ Hammingovy kédy umi opravit jednu chybu, coZ zhruba sta&i

@ Kéd H7 ma pro p = 0,01 spolehlivost asi 0,64 a hustotu
120/127 = 0,94

@ Reed-Solomoniiv [31, 29, 3]32-kdd prelozeny do {0,1} je binarni
[155, 145, 3]-kéd s hustotou 0,93 a spolehlivosti asi 0,57

@ Kéd Hg ma hustotu asi 0,97, ale spolehlivost uz jen asi 0,28
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