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Cyklické kédy — opacko

Linedrni kédy nad Fq uzavrené na cyklické posuny
Generujici polynom 3 | x” — 1 v Fy[x] pro nenulovy kéd

»Paritni polynom* (x" — 1)/ &teny pozpatku ndm da paritni matici

Pozndmka: Vsimnéte si, Ze 5 a ¢ pro c € F, \ {0} generuji stejny
kod

B poskladame ze ireducibilnich faktori x" — 1
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@ Str. 52 v ulebnici

o Delitelé x3 — 1 stupn& < 3 v F, nam daji riizné kédy (mohou byt
ekvivalentnf)

0 x3—1=(x+1)(x>+x+1), tedy délitelé 3 =1, 3 =x+1,
B=x>+x+1

o Totalni kéd, paritni kéd, opakovaci kéd

@ Nesmime zapomenout kéd {000}
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P¥iklad: Kolik je cyklickych kéd@i délky 4 nad TF,?

ProtoZe 4 je sud4, tak x* — 1 = (x + 1)*
Mozné volby 3 jsou 0, 1, x + 1, X241, x3+x2+x+1

Nulovy kéd, totdIni kéd, paritni kéd, divny kéd a opakovaci kéd délky
4

Nemame radi vicendasobné kofeny. ..
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Algebra [l

@ Pokud p je nekonstantni polynom nesoud&lny se svou derivaci
[opraveno oproti prednaice], tak p nemd nasobné koteny.

@ x" — 1 nem4 ndsobné koteny, kdy? nx"~1 # 0, tedy n # 0 v F,

o Dile pfedpokladejme, Ze n, g jsou nesoudélné

@ Potom x" —1=(x —a1)(x —a2) -+ (x — a,) v n&akém rozsiteni
télesa Iy
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Rozkladové téleso v prikladu

P¥ipomindm: Nadtéleso g je isomorfni Fgm pro n&jaké m
x2 + x + 1 je nerozloZitelny v I,

P¥idejme si k F» prvek a, e o> + o +1=0

Tim dostaneme Fa[a]/(a? + a + 1) =Ty

Pak x> 4+ x + 1 = (x — a)(x — (a + 1))
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K ¢emu je automorfismus

o Jak vim, Ze a4+ 1 je také koten?

@ Zobecn&ni komplexniho sdruZeni: Zobrazeni a — a? je automorfismus
F4, ktery nehybe s prvky o

o Tedy 0°=(a® +a+1)?>=(a?)?+a? +1

o Pokud « je ko¥en, tak o> = a + 1 je také koten
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e PY¥ipomindm, Ze Fgm je cyklickd

@ Co jsou koteny x" — 17 P¥esné n-té odmocniny z 1; prvky ¥adu
déliciho n v multiplikativni grupé télesa

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 8/17



Rozklad x" — 1

e Pfipomindm (n,q) =1

e PY¥ipomindm, Ze Fgm je cyklickd

@ Co jsou koteny x" — 17 P¥esné n-té odmocniny z 1; prvky ¥adu
déliciho n v multiplikativni grupé télesa

o Kdy budu mit v Fym prvek o ¥adu n? Kdyz n | g™ — 1 (neboli ¢™ =

(mod n))

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 8/17



Rozklad x" — 1

e Pfipomindm (n,q) =1

e PY¥ipomindm, Ze Fgm je cyklickd

@ Co jsou koteny x" — 17 P¥esné n-té odmocniny z 1; prvky ¥adu
déliciho n v multiplikativni grupé télesa

o Kdy budu mit v Fym prvek o ¥adu n? Kdyz n | g™ — 1 (neboli ¢™ =

(mod n))
e Potom x" — 1 = [["25(x — o)
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Cyklotomické polynomy v pfikladu

@ g=2,n=7, madme v [y prvek o, Ze

x"—1 = (x+1)(34+x2+1) (3 +x+1) = (x+1)(x+a)(x+a?) - - - (x+a®)

@ Které mocniny a se ndm sdruZzi?

@ Zobrazeni a — a? je automorfismus Fg, které fixuje Fy, tedy pokud «
je koten t¥eba x3 + x? + 1, tak o a a* jsou taky kofeny

e Volim-li a, 2 a® + a2 +1 =0, tak madm
x+1=x+a°
B4 x?+1=(x+a)(x+a?)(x+a*)
x3+x+1:(x+a3)(x+a6)(x+a5)
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P¥ipravné tvrzeni

Bud' g mocnina prvocisla, m € N a vnoFme pFirozen& Fq do Fgqm. Potom
zobrazeni a — a9 je automorfismus Fqm takovy, Ze a = a9, pravé kdyZ
ack,.

Dikaz.
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P¥ipravné tvrzeni

Bud' g mocnina prvocisla, m € N a vnoFme pFirozen& Fq do Fgqm. Potom
zobrazeni a — a9 je automorfismus Fqm takovy, Ze a = a9, pravé kdyZ
ack,.

Diikaz.
o (a+ b)9 = a%+ b9 je binomicks véta

@ a= a9 pro a € Fy je Mald Fermatova véta
@ Polynom a9 — a ma nejvySe g kotent, tedy pro a € Fgm \ Fy neplati
a9 —a=0

Ol

v
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Kofeny cyklotomickych polynomii

Theorem (Po pfedndsce: Opravené exponenty u q)

Bud' q mocnina prvoéisla, n € N, (n,q) = 1, m takové, Ze q™ = 1
(mod n). Bud r ireducibilni faktor x" — 1 v Fq[x] (cyklotomicky polynom).
Bud ~y koten r v Fgm. Pak ve Fgm plati

r=(x—7)(x =70 (x =77 )x =77 )x = 79) - (x —77),

kde t je nejmensi takové, Ze 7qt+1 = (neboli ¥ad ~y d&li g+t —1).

Dikaz.

y
Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 11/17




Kofeny cyklotomickych polynomii

Theorem (Po pfedndsce: Opravené exponenty u q)

Bud' q mocnina prvoéisla, n € N, (n,q) = 1, m takové, Ze q™ = 1
(mod n). Bud r ireducibilni faktor x" — 1 v Fq[x] (cyklotomicky polynom).
Bud ~y koten r v Fgm. Pak ve Fgm plati

r=(x—7)(x =70 (x =77 )x =77 )x = 79) - (x —77),

kde t je nejmensi takové, Ze 7qt+1 = (neboli ¥ad ~y d&li g+t —1).

Dikaz.

e Automorfismus a — a9 si vynuti koteny v9' pro r

y
Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 11/17




Kofeny cyklotomickych polynomii

Theorem (Po pfedndsce: Opravené exponenty u q)

Bud' q mocnina prvoéisla, n € N, (n,q) = 1, m takové, Ze q™ = 1
(mod n). Bud r ireducibilni faktor x" — 1 v Fq[x] (cyklotomicky polynom).
Bud ~y koten r v Fgm. Pak ve Fgm plati

r=(x—7)(x =70 (x =77 )x =77 )x = 79) - (x —77),

kde t je nejmensi takové, Ze 7qt+1 = (neboli ¥ad ~y d&li g+t —1).

Dikaz.

e Automorfismus a — a9 si vynuti koteny v9' pro r

@ Znatme s = (x — y)(x — v9)(x — ’}’qz) s (x = ’th)
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Kofeny cyklotomickych polynomii

Theorem (Po pfedndsce: Opravené exponenty u q)

Bud' q mocnina prvoéisla, n € N, (n,q) = 1, m takové, Ze q™ = 1
(mod n). Bud r ireducibilni faktor x" — 1 v Fq[x] (cyklotomicky polynom).
Bud ~y koten r v Fgm. Pak ve Fgm plati

r=(x—7)(x =70 (x =77 )x =77 )x = 79) - (x —77),

kde t je nejmensi takové, Ze 7qt+1 = (neboli ¥ad ~y d&li g+t —1).

Dikaz.

@ Automorfismus a — a9 si vynuti kofeny 'yqi pro r
o Znatme s = (x — 7)(x — y)(x = 77) -+ (x — 77

@ Je to polynom z koeficienty z F,, protoZe s je invariantni na a — a“
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Kofeny cyklotomickych polynomii

Theorem (Po pfedndsce: Opravené exponenty u q)

Bud' q mocnina prvoéisla, n € N, (n,q) = 1, m takové, Ze q™ = 1
(mod n). Bud r ireducibilni faktor x" — 1 v Fq[x] (cyklotomicky polynom).
Bud ~y koten r v Fgm. Pak ve Fgm plati

t

r=(x—7)(x =70 (x =77 )x =77 )x = 79) - (x —77),

kde t je nejmensi takové, Ze 7qt+1 = (neboli ¥ad ~y d&li g+t —1).

Diikaz.
Automorfismus a — a9 si vynuti koreny v9 pro r

Znatme s = (x — v)(x —y9)(x — ’yqz) oo (x — fyqt)
Je to polynom z koeficienty z F, protoZe s je invariantni na a — a“

Tedy s | r v Fg[x] a r je ireducibilni, tj. s = r

Ol
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n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
o {0} (odpovida d&liteli x — 1)

e {1,3,9,7}

e {2,6,18,14}

o {4,12,16,8}
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
o {0} (odpovida d&liteli x — 1)

e {1,3,9,7}

e {2,6,18,14}

o {4,12,16,8}

e {5,15}
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
o {0} (odpovida d&liteli x — 1)

e {1,3,9,7}

e {2,6,18,14}

o {4,12,16,8}

e {5,15}

e {10} (odpovida x + 1)
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
o {0} (odpovida d&liteli x — 1)

e {1,3,9,7}

e {2,6,18,14}

o {4,12,16,8}

e {5,15}

e {10} (odpovida x + 1)

e {11,13,19,17}
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K ¢emu je to dobré?

o Jak se faktorizuje x?° — 1 nad F3?

@ n =20, chci m, ze 3™ =1 (mod 20) (funguje tfeba m = 4)
@ Volme « primitivni 20. odmocninu z 1 v F3m

@ Jak dopadnou ,skupinky” mocnin o — cyklotomické t¥idy?
o {0} (odpovida d&liteli x — 1)

e {1,3,9,7}

e {2,6,18,14}

o {4,12,16,8}

e {5,15}

e {10} (odpovida x + 1)

e {11,13,19,17}

o Tedy x?° — 1 ma 2 faktory st. 1, 1 faktor st. 2 a 4 faktory st. 4
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e BCHg, ms je cyklicky nad t&lesem Iy, délky g — 1, dimenze aspofi
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e BCHg, ms je cyklicky nad t&lesem Iy, délky g — 1, dimenze aspofi
g™ — m(d — 1) — 1 a min. vzddlenosti aspofi ¢
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BCH kédy (primitivni v uz8§im smyslu)

Raj Bose, Dijen K. Ray-Chaudhuri, Alexis Hocquenghem

BCHg, m,s je cyklicky nad t&lesem Iy, délky g — 1, dimenze aspofi
g™ — m(d — 1) — 1 a min. vzddlenosti aspofi ¢

Zvolme « generdtor Fgm

o : . m_2_
@ Kddova slova jsou (‘?0, ai,...,agm—2) € Fq, Ze polynom 27:0 ajx!
ma nuly v bodech o' pro i € {1,2,...,§ — 1}
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BCH kédy (primitivni v uz8§im smyslu)

Raj Bose, Dijen K. Ray-Chaudhuri, Alexis Hocquenghem

BCHg, m,s je cyklicky nad t&lesem Iy, délky g — 1, dimenze aspofi
g™ — m(d — 1) — 1 a min. vzddlenosti aspofi ¢

Zvolme « generdtor Fgm

o : . m_2_
@ Kddova slova jsou (a'g, ai,...,agm—2) € Fq, Ze polynom 27:0 ajx!
ma nuly v bodech o' pro i € {1,2,...,§ — 1}

Je to vibec cyklické?!
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BCH kédy (primitivni v uz8§im smyslu)

@ Raj Bose, Dijen K. Ray-Chaudhuri, Alexis Hocquenghem

e BCHg, ms je cyklicky nad t&lesem Iy, délky g — 1, dimenze aspofi
g™ — m(d — 1) — 1 a min. vzddlenosti aspofi ¢

@ Zvolme a generdtor Fgm

e Kddova slova jsou (ag, a1, . .., aqm—2) € Fq, Ze polynom Z;’:gz ajx
ma nuly v bodech o' pro i € {1,2,...,§ — 1}

o Je to vibec cyklické?!

@ Plati a9"1 =1, takze

2 g2y _ 2 3
a(agtaia+ara+- - +agm_10 ) = apataia+axa’+- - -+agm_1
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Dimenze BCH kdédu

o Délka g™ —1
@ Dimenze: Mdme ¢™ — 1 dimenzi prostoru nad [F; a 6 — 1 linedrnich
podminek. . .

@ Bacha! Kazdd linedrni podminka je nad Fgm; je to m linedrnich
podminek na Fq
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Dimenze BCH kdédu

o Délka g™ —1

@ Dimenze: Mdme ¢™ — 1 dimenzi prostoru nad [F; a 6 — 1 linedrnich
podminek. . .

@ Bacha! Kazdd linedrni podminka je nad Fgm; je to m linedrnich
podminek na Fq

@ Dimenze je tedy aspoii g™ — 1 —m(d — 1)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 14 /17



Minimalni vzdalenost BCH kddu
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Minimalni vzdalenost BCH kddu

@ Aby mél polynom § — 1 ko¥en(i, musi mit stupeii aspoii § — 1. ..
o Bacha! Ne&které koeficienty polynomu mohou byt nuly

o Je dllezité, ze ty kofeny nejsou ndhodné
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Minimalni vzdalenost BCH kddu

Aby mé&l polynom § — 1 koFenl, musi mit stupeii aspoii § — 1...
Bacha! Nékteré koeficienty polynomu mohou byt nuly

Je dilleZité, Ze ty kofeny nejsou ndhodné

Zvolme indexy {i,...,i5_1}
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Minimalni vzdalenost BCH kddu

Aby mé&l polynom § — 1 koFenl, musi mit stupeii aspoii § — 1...
Bacha! Nékteré koeficienty polynomu mohou byt nuly

Je dilleZité, Ze ty kofeny nejsou ndhodné

Zvolme indexy {i,...,i5_1}

Pak matice

al a® - Qo1
a2 Q2P . a2is—1

a((s_i)il QD (6-Dis

je reguldrni (transponuj!)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020
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Vzddlenost BCH kédu Il

@ Skoro paritni matice BCH kédu

1 « a? an—1

1 a? ot o a2(n=1)
P=

1 of1 q26-1) (1)1
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Vzddlenost BCH kédu Il

@ Skoro paritni matice BCH kédu

1 « a? an—1

1 a? ot o a2(n=1)
P=

1 of1 q26-1) (1)1

@ Vyberu si § — 1 sloupct libovoln&
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Vzddlenost BCH kédu Il

@ Skoro paritni matice BCH kédu

1 a a? o a1

1 a? ot o a2(n=1)
P=

1 of1 o26-1)  (n-1)(-1)

@ Vyberu si § — 1 sloupct libovoln&

@ Vznikne reguldrni (6 — 1) x (6 — 1) matice
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Vzddlenost BCH kédu Il

@ Skoro paritni matice BCH kédu

1 a a? o a1

1 a? ot o a2(n=1)
P=

1 of-1 o26-1) (=11

@ Vyberu si § — 1 sloupct libovoln&
@ Vznikne reguldrni (6 — 1) x (6 — 1) matice
e Tedy minimalni vzdélenost je aspofi § (BCH nerovnost)
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BCH kédy algebraicky
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BCH kédy algebraic

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny

a,a?,..., a1,

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 17 /17



BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny
a,a?,..., a1,

° /B = HeGE(X - ae)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 1. dubna 2020 17 /17



BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny

a,a?,..., a1,

° /B = HeGE(X - ae)
@ Zde E je nejmen3i podmnoZina Zgm_1 uzavfend na ndsobeni g a
obsahujici {1,2,...,6 — 1}
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BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny

a,a?,..., a1,

/B = HeGE(X - ae)

Zde E je nejmensi podmnoZina Zgm_1 uzavfend na ndsobeni g a
obsahujici {1,2,...,6 — 1}

Priklad: Hs je ekvivalentni BCH» 33
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BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny

a,a?,..., a1,

/B = HeGE(X - ae)

Zde E je nejmensi podmnoZina Zgm_1 uzavfend na ndsobeni g a
obsahujici {1,2,...,6 — 1}

o Ptiklad: H3 je ekvivalentni BCHj 33

o = (x—a)lx—a?)(x—a*
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BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny
a,a?,..., a1,

° /B = HeGE(X - ae)
@ Zde E je nejmen3i podmnoZina Zgm_1 uzavfend na ndsobeni g a
obsahujici {1,2,...,6 — 1}

o Ptiklad: H3 je ekvivalentni BCHj 33

o f=(x—a)(x—a®)(x—at)

o PYiklad: Paritnikéd Oprava: opakovaci kod délky 3 je
BCH27273 = BCH27272
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BCH kédy algebraicky

o Co je generujici polynom? Nejmensi polynom z F[x] s koFeny

a,a?,..., a1,

° /B = HeGE(X - ae)
@ Zde E je nejmen3i podmnoZina Zgm_1 uzavfend na ndsobeni g a
obsahujici {1,2,...,6 — 1}

o Ptiklad: H3 je ekvivalentni BCHj 33

o f=(x—a)(x—a®)(x—at)

o PYiklad: Paritnikéd Oprava: opakovaci kod délky 3 je
BCH27273 = BCH27272

o f=(x—a)(x—a?)=x>+x+1
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