Samoopravné kédy

Alexandr Kazda

Univerzita Karlova

15. dubna 2020

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 15. dubna 2020



2/21

15. dubna 2020

I O O - 00O
—H O A O A+ 00O

X~

H OO A A O OO N

‘c

— OO "1 O - O - O |%

e |

— O OO = O == O — =

O

A O OO0 A0+ O — — ,mw

I

N OO0 OO~ O 0
o B
HH 11000 HO O s B
o B
O A0 00— O - em
[N
N 9
]
eS

A H O A0 OO A O m

=]

O A A - - A -~ — — o

™

N L]

< N
8 Solll ©
...qlw. ,mm
s N
£ I N E
— N
S S Q B
= H
2 S N
< = B
[} A
o
o o K
3
<

S
)



Pro¢ D nem3d ¥adek vahy 10 ani dva ¥adky s prinikem 1

100 0 01 1
010 01
M—=|0 01 01 D
01
0 00O 11
@ Znalme my, my, ... tadky M
o Lepsi argument (diky za ndvrh!): Necht tfeba druhyprvni ¥adek D m3
vahu 10. ..
@ pak my +my=(1,1,0,...,0,1,[10 nul a 1 jedni¢ka]) ma vahu 4,
spor
o Necht soulet druého-a-t¥etthoprvniho a druhého ¥adku D m3a véhu
10. ..

e pak my +my+ m3 =(1,1,1,0,...,0,0,[10 nul a 1 jedni¢ka]) ma
vahu 4, spor
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Design pro zalate¢niky

100 00 1 1
010 01
M=1]0 01 01 D

01
000 11

D je 11 x 11 matice, jejiz kaZzdy ¥ddek ma 6 jedni¢ek a dva Fadky maji
»prianik" presné 3

Sloupce D: vrcholy, ¥adky D: bloky By, ...,Bi1 C {1,2,...11}
Minule bylo: KaZzda dvojice vrcholil leZi v pfesné 3 blocich

Potom systém By, ..., By; bude 2-(11, 6, 3) design

Zalezi na potadi Fadkl D? Ne! Permutace ¥adkl 2 aZ 11 a a stejnd
permutace sloupcli 2 aZz 11 zachova ,tvar“ M
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e (Jednoduchy) 2-(v, k, \) design je systém k-prvkovych podmnoZin
(blokd) By, By, ... mnoziny V ={1,2,...,v} takovy, Ze kaZda
dvojice vrcholl lezi v pfesné A blocich

o N33 systém By, ..., By je 2-(11,6, 3) design

@ Vime vice: Pocet nasich blok(i = pocet vrcholl; tomu se ¥ika
¢tvercovy design
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P¥iklad: Fanova rovina

[ 4 @

Ctvercovy 2-(7,3,1) design
7 vrchold, 7 bloki
KaZzdé dva body urluji blok (pfimku)

Fanova rovina je &asty (proti)pfiklad v kombinatorice a geometrii

P¥iklad pouZiti designu v ndvrhu pokust: Mame 7 1éki (vrchold), 7
pokusnych pacienti (bloki); otestujeme interakce kazdé dvojice léki
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Kazdy design je regularni

@ Reguldrni: Kazdy vrchol lezi ve stejném poctu bloki

Bud {Bi,...,Bp} 2-(v,k,\) design na V. Pak kazdy vrchol z V leZi v
A(v —1)/(k — 1) blocich.

o Bud a vrchol, ktery leZi v r blocich
o UvaZme bipartitni graf s partitami V' \ {a}, {Bx1,..., By}
o Hrany {i,j} pro {a,i} C B;:

vrcholy  bloky
o Spotteme polet hran dvéma zpisoby: r(k — 1) = A(v — 1)
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Design D uréeny D

Velikost blokl 6

KaZd4 dvojice vrchold je ve 3 blocich

Kazdy vrchol je v A(v — 1)/(k — 1) = 3-10/5 = 6 blocich (neni
ndhoda, Ze to vyslo stejné& jako velikost bloku)

Priinik kazdych dvou blokd ma velikost 3 (ani tohle neni ndhoda)
PIE: Sjednoceni kaZzdych dvou riznych bloki m3 velikost 6+6—3 =9

Chceme urdit jednoznalnost designu D aZ na permutace vrcholli
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Jednoznadnost designu |

Princip inkluze a exkluze: Bud'te A, B, C bloky designu D

JAUBUC|=3-6—-3-3+|ANBNC|=9+|ANBNC(C|<11

Tedy AN BN C ma nejvys 2 prvky

Pokud |[AN BN C| =2, tak AU B U C obsahuje vdechny vrcholy
P¥eznatime bloky a vrcholy jako ve skriptech (Véta 15.4.1)

V ={a, by, b1,...,bs,co,C1,...,Ca}

Bino a € A, By, B1, B2, B3, By

Bino A = {a, by, b1, ba, ..., ba}
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Jednoznadnost designu Il

Proi=0,1,2,3,4 madme |AN B;j| = 3, z toho jeden prvek je a

Mize byt AN B; = AN B;j pro i # j7 Ne, pak by bylo
|AN B;iN Bj| = |AN Bj| = 3, spor s predchozim slajdem

Definujme graf G na {bg, b1,...,ba}; hrany AN B;\ {a}

Mame celkem 5 hran

Kazdé b; lezi spolu s a v celkem 3 blocich: A a dvou mnoZinach B;,
tedy v8echny stupné& vrcholii G jsou 2

Graf s 5 vrcholy, 5 hranami a vrcholy stupné 2 je péticyklus
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Jednoznadnost designu Il

@ Graf s 5 vrcholy, 5 hranami a vrcholy stupné 2 je péticyklus

e Bino je AN B; ={a, bj, bi+1} (indexy modulo 5)

@ Vime, Ze B;_1 N B; tvofi vrcholy a, b; a jeden dalsi bod mimo
{a, by, ...,bs} — oznatme ho ¢;

e Jsou ¢p, c1, 2, €3, Ca po dvou rizné?
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Jednoznalnost designu IV

o Necht ca=¢.Pak BiNB,NBy = {a, C1}, tedy |Bl UuBu Bo| =11
@ Ale pak by € By nebo by € B, nebo by € By
@ Pak AN By nebo AN B, nebo AN By ma 4 prvky, coZ nejde
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Jednoznadnost designu V

@ Necht ¢; = c3. Pak ¢ € By, By a Bi N By = {a, by, co}, tedy
€1 = ¢ = c3 a spor jako na predchozim slajdu

e Ostatni p¥ipady c; = ¢j jsou symetrické
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Jednoznadnost designu VI

Médme V = {a, by, b1,...,bs,co,C1,...,Ca}
Mdme {a, b;, bj+1, ¢i, ci+1} C Bj; jaky prvek chybi?

NemiZe to byt b; ani ¢;_1, ¢ci;2, tedy zbyva ciy3

Dokazali jsme B; = {a, b;, bi11, ¢, Ciy1, Cit3}

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 15. dubna 2020 14 /21



Jednoznadnost designu V

Dokazali jsme B; = {a, bj, bit1, ¢i, Cit1, Ci+3}

Zbyva 5 blokd Cy, C1, Gy, C3, G4 neobsahujicich a

Dvojice {bs, c3} lezi v By, B3 a (bino) v C3

ProtoZe B, N B3 N C3 obsahuje dva prvky, tak by, by € Bo U B3 U G5
Tedy C3 = {b3, c3, bo, bl, ?, ?}
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Jednoznadnost designu VI

Cs = {bs, c3, bo, b1, 7,7}

P¥itom by, by € By, Bs, tedy by, by € C3
ANG = {b3, bo, bl}, tedy by, by ¢ G

Bo N C3 = {bo, b1, c3}, tedy ¢, c1 & C3
Zb§/va C3 = {b37 Cc3, bo, bl, Co, C4}
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Jednoznaénost D

) Symetricky C = {b,‘, b,'+2, bi_»,ci_1,¢j, C;+1}
o Ur¢ili jsme v8ech 11 blokid systému D

@ Ve je az na poradi vrcholl jednoznainé, tedy matice D je
jednoznaéna

e Vime, Ze Gog je [24,12,8]-kdd
e Tim padem je [24,12,8]-kdd vzdy ekvivalentni Gog
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Asymptotické odhady

o Jak vypada kédovani pro dlouhé bloky?

@ Nekonet¢né rodiny kédl: Totdlni, paritni, opakovaci Hammingovy,
Reed-Solomonovy, Reed-Mullerovy, BCH, QR kdédy. . .

o Kdy pouZit které?

@ Zhruba: Zvolim si abecedu a prahovou hodnotu p, pro danou velikost
abecedy chceme z kédi s relativni vzdalenosti d/n > p zvolit kéd s
nejv&tsi hustotou k/n

o Singletoniiv odhad k < n+1—-d<n+1—np=n(l—p)+1, 1t
horni mez na hustotu je asi 1 — p
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Asymptotické odhady

Totélni kédy: Hustota 1; rel. vzdalenost 1/n — 0

Paritni kédy: Hustota 1 — 1/n — 1; rel. vzdélenost 2/n — 0
Opakovaci kédy: Hustota 1/n — 0; rel. vzdélenost 1

Hammingovy kédy: Hustota asi (n — logn)/n — 1; rel. vzd. 3/n — 0

Reed-Solomonovy: Volme g = 27, k = 2™~ 17 Kédujme Fam v bindrni
abecedé, aby to bylo fér, tedy n = m2™
Hustota: m2m=17 /m2m = 217

o Rel. vzdélenost (2™ — k)/m2™ = (1 —271")/m =0
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Asymptotické odhady [na prednasce jsme tento slajd

preskotili]

@ Reed-Mullerovy kédy: Mdme parametry m, r. Chceme 2™~" > p

e Pro fixni r a velké m mame hustotu < 2(7)/2™ < 2m" /2™ — 0

e BCH (pesimisticky, pro fixni g): Hustota
g7 —(m+1)6§6-1/g"-1=1—(m+1)§/(¢q"—1)=1—(m+1)d/n
(pro velké m a konstantni jde relativni vzdélenost k nule)

e QR kédy (pesimisticky): Hustota (p + 1)/2p — 1/2; rel. vzd.
d/n=./p/p—0
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Otazky do budoucnosti

e Existuje vibec rodina kédi, kterda by méla pro n — oo jak k/n, tak
d/n odraZend od 07!

@ Je pravda, ze pokud je relativni vzdalenost kédu > pst chyby, tak je
chybné dekddovanych slov ,, malo*?

@ A co je to ,,malo" chyb?

@ A jak vlastn& modelovat komunikaéni kanal?
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