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QR kody, dokon&eni

p prvolislo, 2 je kvadraticky zbytek modulo p, a = 1

R kv. zbytky, N nezbytky modulo p

r =[I;cr(x — o) generuje kéd R

n = [T;en(x — @) generuje kéd N

Tvrdili jsme, Ze R, N jsou ekvivalentni a min. vzdalenost > /p
Cvieni: Bud v e N. Pak uR =N, uN = R.
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QR kédy, priklad

Necht p = 23

Kvadratické zbytky 1,4,9,16,2,13,3,18,12,8,6 (celkem je jich 11)
Polynomy r, n maji stuperi 11

Mdme [23,23 — 11, d] = [23,12, d] kéd

Tvrdil jsem, Zze d > V23, tj. d > 5; lze to zlepsSit na d =7

Vyjde kéd Gos
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P¥epinani kédi

Lemma

Bud u e N a bud ¢ € R. Necht
' =c[x"] (mod x? —1).

Potom ¢’ € N.

Diikaz.
o Stali ukazat, e ka*da o pro i € N je koFen ¢'.
@ Volme i € N. Vime jiu € R
o c'(a) = c((a’)) — r(a’)((a’)P = 1) = c(a™) = 0
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Co se to stalo?!

P¥iklad p =7, ¢ = x* + x + 1 (neni kédové slovo), u =3
=03+ x3+1) (mod x" — 1) =x>+x3+1

Zobrazeni ¢ — ¢’ ve skute&nosti permutuje koeficienty

Necht 7(i) = iu (mod p) a necht ¢ = co + c1x + -+ + cp_1xP71
Pak ¢ = cg + cx™ ) 4+ oox™@) ...+ cp,lx“(”_l)

Permutace pozic = ekvivalence R a N

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 8. dubna 2020 5/16



Minimalni vzdalenost |

Pozor, bude dira. ..
Bud ¢ € R polynom minimalni vdhy d

Zase pouziju lemma: ¢/ € N' m3 také vdhu d

c - ¢’ (potitano v F2[x]) mé za koFeny o' pro

ie RUN={1,2,....p—1}

c - ¢’ potitano modulo xP — 1 je proto 1 + x + - - - 4+ xP~1

Dira: Potfebuji cc’ Z 0 (mod xP — 1), tedy 1 neni ko¥en c, ¢/, tedy d
liché
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Minimalni vzdalenost I

@ ¢, ¢’ maji oba d nenulovych koeficientii

@ Moduleni xP — 1 nezvysi poet nenulovy koeficient(, tedy ¢ - ¢’ ma v
F2[x] aspoii p nenulovych koeficienti

o Ze vzoretku pro s&itani nasobeni polynomi je d? > p

@ Dikaz, ze QR kdéd ma vidy lichou minimalni vzdalenost, da zabrat
(umim to trikové pr¥es Fourierovu transformaci) a my ho vynechdme

e Dikaz d? > p Ize pro p= —1 (mod 8) vylep$it na d®> —d+1>p

(t&sny odhad pro G»3)
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Unikatnost G4

@ Bud C linedrni [24, 12, 8]-kéd, chceme ekvivalenci s Gag

@ C obsahuje slova vahy 0,8,12,16,24 (vahovy polynom), tj. ndsobky 4
o (u+v,u+v)=(uu)+2(uv)+(v,v) (mod 4)

e = 2(u,v) =0 (mod 4)

o Tedy C je samodudlni (dimenze sedi: 24 — 12 = 12)
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Generujici matice

@ Bino C obsahujeslovoc=1...10...0aslovol=1...1
N N ——
12x 12x 24x
o Generujici 12 x 24 matice (m3 nezdvislé ¥adky)

1...1 0...0
v= (e %50)

@ S je 11 x 12 a tvrdime, Ze ma nezdvislé ¥adky
o Kdyby S méla zavislé ¥adky, tak Ize z ¥adkia (R|S) linedrng&
nakombinovat nenulovy vektor g = (g1, 82,...,812,0...0)
12x
@ Zndme vahovy polynom! Vaha g je nutné 8, ale pak vdha g + c je 4,
spor
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Maticové operace

@ Protoze 0...01...1 € C, tak v8echny ¥adky matice S maji sudy
—
12x 12x
polet jednicek
o Radki S je 11, tedy ¥adky matice S generuji [12,11,2]-kéd (paritni)
o Radkové tpravy nam daji

11 1 00 0 . 0 0
010 0 . 01

M = RD 0 0 1 0 . 01
: 1

0 00O 11

@ PYerovndame prvnich 11 sloupci Gpln& doprava. . .
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Hezkd generujici matice [Iépe viz zalatek prednasky 15.4]

100 0 ... 01 1
010 0 1
M—]0 01 0 1 D

0 1
000 11

Povolené vahy ¥adki M: 8,12,16
D je 11 x 11, vahy ¥adkd 6 nebo 10
Kdyby faddek D mél vahu 10, tak-hop¥i&tu—kjinému [toto nefunuje],

tak pfi¢tu dany ¥adek M k prvnimu ¥adku M a dostanu kédové slovo
vahy 4, spor

Tedy ¥adek D ma vahu 6

Véaha souctu dvou rliznych ¥adkl D je také 6 = kaZzdé dva radky D
maji pravé 3 jedni¢ky na spole€nych pozicich

@ To je velmi pravidelnd matice!
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Design pro zalate¢niky

D je 11 x 11 matice, jejiZz kazdy ¥adek ma 6 jednicek a dva ¥adky maji
»prinik" presné 3

e Radky D = podmno¥iny {1,2,...,11}, ¥ikejme jim bloky B, ..., By
e Tvrdime, Ze kazda dvojice {i,j} leZi v ptesn& 3 blocich

e Potom systém Bj, ..., Bi1 bude 2 — (11,6, 3) design
°

UkdZeme jednoznalnost takového designu = jednoznaénost D
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Pravidelnost By, ..., B1

@ Spotteme primérny pocet bloki, ve kterych jsou dvojice z (121)
Mame (1)) = 55 dvojic, kazdy blok obsahuje (3) = 15 dvojic;
15-11/55 =3

Pokud nenf rozloZeni rovnomérné, tak (bdno) {1,2} lezi v

Bl7 827 837 B4

Odeberme {1,2}. Pak nové bloky Bj, B5, B, B, C {3,...,11} maji
velikost 4 a jednoprvkové priiniky

PIE: Bj UB,UB;U B} >4 x 4— (3) = 10, spor
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Rikejme prvkim V = {1,2,...,11} vrcholy

(Jednoduchy) 2 — (v, k, \) design je systém k-prvkovych podmnoZin
(blokl) By, Bz, ... mnoziny V ={1,2,...,v} takovy, Ze kazda
dvojice vrcholil leZi v pfesné ) blocich

N33 systém By, ..., B11 je 2 — (11,6, 3) design

@ Vime vice: Pocet nasich blokli = pocet vrcholl; tomu se ¥ika
¢tvercovy design

Design je reguldrni pokud kaZdy vrchol leZi ve stejném po&tu bloki
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P¥iklad: Fanova rovina

& - 9

Ctvercovy 2 — (7,3,21) design
7 vrchold, 7 blokd, reguldrni
Kazdé dva body urtuji blok (p¥imku)

Fanova rovina je &asty (proti)pfiklad v kombinatorice a geometrii

Navic: Kazdy bod lezi pfesné ve tfech blocich, tj. je to reguldrni
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Regularni ¢tvercovy design

@ Pokud mame v bloki velikosti k a kazdy vrchol leZi v pravé r blocich,

tak
rv = vk,
tedy r = k
@ Je nd% design By, By, ..., Bi1 regularni?

@ Tj. obsahuje kazdy sloupec matice D p¥esné k = 6 jednitek?

o .V priiméru” ano, ale mohlo by se ndm tt¥eba stdt, Ze prvni sloupec
ma 7 jednicek, posledni sloupec 5 jedni¢ek a ostatni sloupce maji 6
jedni&ek. . .

@ Pokradovani ptisté. ..

@ Veselé Velikonoce!
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