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Shannonova véta — co bylo

Necht p € (0,1/2). M&me kanal s chybovosti p a kapacitou
C(p) =1 — H(p). Necht k < C(p). Potom pro kaZdé ¢ > 0 existuje
bindrni kéd s hustotou k/n aspori k a spolehlivosti > 1 — e.

@ Mam kanial o kapacité o néco vétsi nez k
@ Vyberu si ¢ > 0, vypadne mi (n, k, d) kéd, ze k/n > k a spolehlivost
jel—e

@ Neni zaru€eno d velké, ale vysoka spolehlivost
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Co zatim bylo

Zvolim a > 0, aby p+ a < 1/2 (pomocny parametr)
Zvolim n velké (mj. chceme e="*/2 < ¢£/2)
Zvolim nadhodn& kéd C C {0,1}" velikosti 2/

Nahodné& vyberu i, poslu ¢; skrz kandl, dekéduji ¢ na nejbliZsiho
souseda (to je fce D)

Cll P[D(&)=¢]>1—¢
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Odbyté moZnosti

P¥edpoklddame, Ze kandl udélal < n(p + «) chyb

Pak ¢ a odeslané slovo ¢; jsou n(p + «)-blizko
Chceme: Pst, Ze € neleZi n(p + a)-blizko n&jakého ¢; € C (j # i) je
aspoit 1 —¢/2

o Mdme

PID(&) = IX] = 1— P[3j # 1, d(c, &) < n(p+a)lc; + e = & X]
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Odhad pro fixni j

Fixuji i, j # i. Pak ¢ = ¢; + e a ¢j jsou nezdvislé rovnomérng
rozdélené veliciny

Jaka je pst, Ze ¢j leZi v kouli se stfedem & a polom&rem n(p + «)?

PY¥edstavim si, Ze nejdfiv zvolim ¢, pak ¢;. Mdme

V(n, [n(p+ a)])
2!1

Pld(cj, €) < n(p+a)lci+e=¢&X] <

Pravou stranu odhadneme (entropie je na (0,1/2) rostouci)

V(n,|[n(p+ a)]) _ onH(Ln(p+a)]/n) _ onH(n(p+a)/n) _ onH(p+a)

2n 2n - 2n 2n
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Dokonéeni pro konkrétni j

e Mdme

nH(p+a)

Pld(c;, &) < n(p+alei+e=¢&X] < =——— = 2~ n(1=H(p+a))

@ Chceme znat

P[Ej # i, d(c,€) < n(p + a)|ci + e = & X]

o Kolik je kandidatskych j # i? P¥esn& 2k — 1
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Booleova nerovnost

Pld(c;, &) < n(p+ a)|c; + e = & X] < 27" H(pte)

o Ud&lame hruby odhad: Pokud mame 2% — 1 stejn& pravd&podobnych
jevi Y, tak

PILUY| <D PVl = (2~ 1)PVi] < 2°P[Yi]

@ Prvni nerovnost je tzv. Booleova nerovnost
o Tedy

P[3j # i, d(¢, &) < n(p+ a)ci + e = & X] < 2k (= H(p+e)
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Findlni odhady

e Mame

’D[D(E) = Ci|X] >1-— 2k_”(1_H(P+0‘))) —-1— 2n(k/n—(1_H(p+a)))

e Znatme ¢ = k/n— (1 — H(p+ o))

e Miame k < 1 — H(p), prava strana je spojitd fce p

@ Zvolme o > 0 dost malé, aby k <1 — H(p+ «)

e P¥itom jsme volili k = [nk] < nk+1prox <1—H(p+a)
@ Pro dost velké n bude k < n(1 — H(p + «))

@ Tedy( =k/n—(1—H(p+a)) <0

o Mdme

P[D(&) = ¢i|X] >1—2"
pritom ¢ < 0 nezdvisi na n (pro n velké)

o Volme n dost velké, aby 2"¢ < £/2 a vyhravame
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Findlni poznamky

Jak vime, e k/n > x? Volili jsme |C| = 2/ tedy k = log, |C| > nk
V jakém potadi volime n, o?
Nejd¥iv «, potom n dost velké

Namitka: Co kdyZ ndhodou ¢; = ¢j pro i # j (narozeninovy paradox)?

To se stane jen vzacné a spolehlivost to ovlivni mélo (kédovych slov
je 2°", tak par $patnych nevadi)

@ Pokud je n&jaky kéd spolehlivy a md ¢; = ¢; stejnd, zvolme ¢; znova
ndhodn& z {0,1}"\ C; spolehlivost nezhorsime
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Disledky Shannonovy véty

Necht p € (0,1/2). M&me kandl s chybovosti p a kapacitou
C(p) =1 — H(p). Necht < C(p). Potom pro kaZdé e > 0 existuje
bindrni kéd s hustotou k/n aspoii k a spolehlivosti > 1 — ¢.

o Z dikazu je vidét, Ze spolehlivy kéd existuje pro vSechna dost velka n,
ale nevime, jak ten kéd vyrobit

o V&imnéte si, Ze mluvi o kédech velké délky (asymptoticky vysledek)

@ Pro p=0,01, k =0,9, e =0,1 je nejvétsi « aby K <1 — H(p + )
jen asi 0,0029

e Pak pot¥ebuji n asi 1,26 milionu (blok 158 kB) aby e~ no?/2 < £/2
o Co délat pro mald n? Zkouset kédy, co nékdo navrhl
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Bonus: Spolehlivy kéd pro p = 0,01 a 99 bitl

o Uvazme Reed-Mullerlv kéd s parametry m=7, r =4
o Délkan=2" =128
7 7 7 7
o k=1+4() + () +(G) + &) =9
e Minimalni vzdalenost 2™~ " =23 =38
°

Dolni odhad spolehlivosti:

(1-pp128(0-p) o+ (157 ) 1-py2op (157 ) 1-p2° = 09

@ Na prenos zdrojového slova délky 99 pottebuji cca 130 bitl; o cca 45
méné nez pres H3, o 170 méné nez pro opakovaci kéd
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