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Shannonova věta – co bylo

Theorem

Necht’ p ∈ (0, 1/2). Mějme kanál s chybovost́ı p a kapacitou
C (p) = 1− H(p). Necht’ κ < C (p). Potom pro každé ε > 0 existuje
binárńı kód s hustotou k/n aspoň κ a spolehlivost́ı > 1− ε.

Mám kanál o kapacitě o něco věťśı než κ

Vyberu si ε > 0, vypadne mi (n, k, d) kód, že k/n ≥ κ a spolehlivost
je 1− ε
Neńı zaručeno d velké, ale vysoká spolehlivost
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Co zat́ım bylo

Zvoĺım α > 0, aby p + α < 1/2 (pomocný parametr)

Zvoĺım n velké (mj. chceme e−nα
2/2 < ε/2)

Zvoĺım náhodně kód C ⊂ {0, 1}n velikosti 2dnκe

Náhodně vyberu i , pošlu ci skrz kanál, dekóduji c̃ na nejbližš́ıho
souseda (to je fce D)

Ćıl P[D(c̃) = ci ] ≥ 1− ε
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Odbyté možnosti

Předpokládáme, že kanál udělal ≤ n(p + α) chyb

Pak c̃ a odeslané slovo ci jsou n(p + α)-bĺızko

Chceme: Pst, že c̃ nelež́ı n(p + α)-bĺızko nějakého cj ∈ C (j 6= i) je
aspoň 1− ε/2

Máme

P[D(c̃) = ci |X ] ≥ 1− P[∃j 6= i , d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃,X ]
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Odhad pro fixńı j

Fixuji i , j 6= i . Pak c̃ = ci + e a cj jsou nezávislé rovnoměrně
rozdělené veličiny

Jaká je pst, že cj lež́ı v kouli se sťredem c̃ a poloměrem n(p + α)?

Představ́ım si, že nejďŕıv zvoĺım c̃ , pak cj . Máme

P[d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃ ,X ] ≤ V (n, bn(p + α)c)
2n

Pravou stranu odhadneme (entropie je na (0, 1/2) rostoućı)

V (n, bn(p + α)c)
2n

<
2nH(bn(p+α)c/n)

2n
≤ 2nH(n(p+α)/n)

2n
=

2nH(p+α)

2n
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Dokončeńı pro konkrétńı j

Máme

P[d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃ ,X ] <
2nH(p+α)

2n
= 2−n(1−H(p+α))

Chceme znát

P[∃j 6= i , d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃ ,X ]

Kolik je kandidátských j 6= i? Přesně 2k − 1
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Booleova nerovnost

P[d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃,X ] < 2−n(1−H(p+α))

Uděláme hrubý odhad: Pokud máme 2k − 1 stejně pravděpodobných
jev̊u Yj , tak

P

⋃
j

Yj

 ≤∑
j

P[Yj ] = (2k − 1)P[Y1] ≤ 2kP[Y1]

Prvńı nerovnost je tzv. Booleova nerovnost

Tedy

P[∃j 6= i , d(cj , c̃) ≤ n(p + α)|ci + e = c̃ ,X ] < 2k−n(1−H(p+α))
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Finálńı odhady

Máme

P[D(c̃) = ci |X ] > 1− 2k−n(1−H(p+α))) = 1− 2n(k/n−(1−H(p+α)))

Značme ζ = k/n − (1− H(p + α))

Máme κ < 1− H(p), pravá strana je spojitá fce p

Zvolme α > 0 dost malé, aby κ < 1− H(p + α)

Přitom jsme volili k = dnκe ≤ nκ+ 1 pro κ < 1− H(p + α)

Pro dost velké n bude k < n(1− H(p + α))

Tedy ζ = k/n − (1− H(p + α)) < 0

Máme
P[D(c̃) = ci |X ] > 1− 2nζ

p̌ritom ζ < 0 nezáviśı na n (pro n velké)

Volme n dost velké, aby 2nζ < ε/2 a vyhráváme
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Finálńı poznámky

Jak v́ıme, že k/n ≥ κ? Volili jsme |C | = 2dnκe, tedy k = log2 |C | ≥ nκ

V jakém pǒrad́ı voĺıme n, α?

Nejďŕıv α, potom n dost velké

Námitka: Co když náhodou ci = cj pro i 6= j (narozeninový paradox)?

To se stane jen vzácně a spolehlivost to ovlivńı málo (kódových slov
je 2κn, tak pár špatných nevad́ı)

Pokud je nějaký kód spolehlivý a má ci = cj stejná, zvolme cj znova
náhodně z {0, 1}n \ C ; spolehlivost nezhořśıme
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Důsledky Shannonovy věty

Theorem

Necht’ p ∈ (0, 1/2). Mějme kanál s chybovost́ı p a kapacitou
C (p) = 1− H(p). Necht’ κ < C (p). Potom pro každé ε > 0 existuje
binárńı kód s hustotou k/n aspoň κ a spolehlivost́ı > 1− ε.

Z důkazu je vidět, že spolehlivý kód existuje pro všechna dost velká n,
ale nev́ıme, jak ten kód vyrobit

Všimněte si, že mluv́ı o kódech velké délky (asymptotický výsledek)

Pro p = 0,01, κ = 0,9, ε = 0,1 je nejvěťśı α aby κ < 1− H(p + α)
jen asi 0,0029

Pak poťrebuji n asi 1,26 milionu (blok 158 kB) aby e−nα
2/2 ≤ ε/2

Co dělat pro malá n? Zkoušet kódy, co někdo navrhl
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Bonus: Spolehlivý kód pro p = 0,01 a 99 bit̊u

Uvažme Reed-Muller̊uv kód s parametry m = 7, r = 4

Délka n = 27 = 128

k = 1 +
(7

1

)
+
(7

2

)
+
(7

3

)
+
(7

4

)
= 99

Minimálńı vzdálenost 2m−r = 23 = 8

Dolńı odhad spolehlivosti:

(1−p)128+128(1−p)127p+

(
128

2

)
(1−p)126p2+

(
128

3

)
(1−p)125p3 .

= 0,96

Na p̌renos zdrojového slova délky 99 poťrebuji cca 130 bit̊u; o cca 45
méně než p̌res H3, o 170 méně než pro opakovaćı kód
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