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/Z minula

A informaéni zdroj

Pro jednoduchost: Zdroj nemda pamét, jednotlivé znaky jsou nezavislé
stejné rozdélené ndhodné veliciny

Tedy informa&ni zdroj = pravd&podobnostni rozdéleni nad pismeny
abecedy X

Funkce entropie H(A) = — lele pilog p;
T. Kaiser: k =2 a tedy H(p) = plog(1/p) + (1 — p)log(1/(1 — p))
Informace m&Fi nasi miru prekvapeni zpravami ze zdroje A
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Kde Zijeme

@ Zna¢me bindrni slova {0,1}*
o Kéd = zobrazeni ¥ — {0,1}*
o Kddova slova (obrazy pismen) nemusi byt stejné dlouha. . .

o VyZadujeme, aby se zddna dvé& slova nad X nekddovala na stejné
binarni slova — jednoznacné dekddovatelny kod
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Prefixovy kdd

Bud ¥ ={1,2,...,k}; kédovd slova hy, ..., he € {0,1}*

Prefixovy kéd: Zadné kédové slovo neni prefixem (p¥edponou) jiného

Necht pro n&jaké i1,...,i, a ji1,...,Jjm mame

hi hiy - - - i, = hj hj, - hj

i 'm

e Pak hj, je predponou h;, nebo naopak
e = i1=j
o Indukci i2 Ij2, i3 I_j3
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Huffmanovo kédovani

@ Mdme pismena s pravdépodobnostmi

p1>p2> - > pg

@ Slou¢ime (k — 1)-ni a k-té pismeno a iterujeme
@ Postavime si tak rozhodovaci strom
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Vlastnosti Huffmanova kédovani

Typicky kédova slova riiznych délek

MiZeme dekdédovat pomoci rozhodovaciho stromu

°

°

@ Kddova slova=cesty z kofene do listi

o Z4dné kédové slovo nenf prefixem druhého — prefixovy kéd
°

Ocekdvana délka kédového slova vyjde blizko entropie
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Délka kédového slova pro Huffmana

Bud' A informa&ni zdroj s nezdvislymi znaky {1,2,... k} s
pravd&podobnostnim rozdé&lenim pismen (p1, p2, - .., pk). Potom
olekdvand délka kédového slova z Huffmanova kédovani' A leZi v intervalu

[H(A), H(A) +1).

@ Ocekavania délka je
p1€(h1) + ng(hg) +--+ pkﬁ(hk),

kde £(hy),...,L(hk) jsou kédova slova Huffmana.

e Diikaz horniho odhadu vynechdme (d&la se to pfes to, Ze Huffman ma
minimalni o¢ekavanou délku mezi viemi prefixovymi kédy)

@ Dolni odhad viz dale
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Kraft-McMillanova véta

Bud C: ¥ — {0,1}* jednozna&né& dekddovatelny. Bud'te (1, ...,y délky
kédovych slov kédu C. Potom

@ Intuitivni vyznam: Délky kédovych slov nemohou byt libovoln& malé

@ Intuitivni argument: Vygeneruji si ndhodné (nekone&né) binarni slovo.
Jaka je pravdépodobnost, Ze se dekdduje na néco zadinajiciho na 17
274,

@ Jevy ,prvni pismeno se dekdduje na i* a ,,prvni pismeno se dekéduje
na j" jsou disjunktni, tedy soulet jejich psti je <1
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Kraft-McMillanova vé&ta, dikaz [dle S. Roman:

Introduction to Coding and Information Theory]

e Bud ay polet kédovych slov délky ¢
o Bud m maximalni délka kédového slova

@ Mé&jme pro spor
k m
22—& = ZO&(2_Z >1
i=1 (=1

@ Zvolme velké u € N a pojdme si hrit

m
—/ —l1—ly—...—4
(ZO{@2 ) Z Qg Qg e, 272 u—
/=1

él: 7

—k

k=m f1+-+0,=k
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Kraft-McMillanova véta, dukaz |l

Znacme

N, = Z o, Oy, -y,
£1++£u=k

Ceho je Ni?
Mezi binarnimi slovy délky k zvolme ta, kterd lze dekédovat na slovo
délky u nad

Takovych slov je pfesn& N (tady potfebuju jednoznaZnou
dekddovatelnost)

@ Jsou to binarni slova délky k, tedy N, < 2k
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Kraft-McMillanova véta, dukaz Il

e Pro spor at 2K 270 > 1.
@ Odvaodili jsme

m u
Z Ongié = Z g, gy e alu2*£1*£2*...7fu —
=1 L1yeily

um

@ Co je na tom divného?
@ Leva strana roste s rostoucim u exponencidlng, prava linedrné
@ Tedy pro dost velké u nebude nerovnost platit
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Entropie jako funkce pravdépodobnosti

H(p1,...,px) = Zpllog (1/pi) = Zp,logp,

e Funkce f(p) = —plogp je konkavni (f"(p) = —1/p < 0 pro p > 0)
e H(pi,...,pk) je soutet konkdvnich funkci = konkavni

@ Chceme maximalizovat H naroviné p1 + -+ px =1

o Gradient H ma byt kolmy na tuto rovinu

VH = (0H/0py,...,0H/0p) = A(1,1,...,1)

OH/0pi = —logpi — 1= A
VZechna p; jsou stejna, tedy p; = 1/k

Maximdlni entropie je log k
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Jensenova nerovnost

@ Pro libovolnou konkavni funkci f(x) plati, Ze kdykoli mame
ai, ..., > 0 spliujici Zlea,- =laxy,...,xx €domf, tak

k k
Zoz,-f(x,-) <f Za,-x,-
i=1 i=1

(a prava strana je definovana)
@ Funguje to tfeba pro entropii. . .

@ ...ale my to ¢asem pouZijeme pro logaritmus
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Dasledek: Entropie dava dolni odhad na délku kédu

Bud' A informa&ni zdroj s nezdvislymi znaky {1,2,... k} s
pravd&podobnostnim rozd&lenim pismen (p1, p2, ..., pk). Bud C
jednoznaéné dekddovatelny kod. Pak priimérna délka kédového slova je
aspoli entropie zdroje A.

@ Znalme fy, ..., L, délky kédovych slov
@ Priimérna délka kédového slova je fozl pili
o Chceme S pilog(1/p;) — Sk, piti <0
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Entropie dava dolni odhad na délku kédu

Chceme Zf'(:l pilog(1/pi) — le'(:l piti <0
Leva strana je Zf:l pilog(27% /p;)
Jensenova nerovnost pro f(x) = log x, aj = pj, x; = 2*4i/p,-

k k k
> pilog(27"/pi) < log (Z Pi2_£i/Pi> = log (Z 24")
=1 i=1

i=1

Kraft-McMillan nam d& Sk, 276 <1
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Kodovani bez Sumu

Dokazali jsme, Ze bez Sumu je primé&rna délka (binarniho) kédu
aspoii entropie zdroje

Entropie = mira informace

Dolni mez na miru informace, kterou nap&chujeme do {0,1}" je n

Jak to bude, kdyZ posildme zpravy skrz kanal, co d&la chyby? Uvidime
pozdégji
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Entropie a geometrie [Kaiser 11.1.1]

e V(n,r) bud objem koule v {0,1}" o polom&ru r

o V(nr)=314(})
@ Zhruba H(r/n,1—r/n) = %Iog( V(n,r))

Bud n € N. Pro véechna 0 < r < n/2 plati

V(n, r) < 2nH(r/n,1—r/n)
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V(n, r) < 2nH(r/n1=r/n) [Drobné preklepy opraveny]

@ Pro¢ by néco takového mohlo platit: Pro r << n je zhruba

v~ ()~ e = (2 ()

o Vezmeme logaritmus:
08 (V(n.1)) ~ rlog(n/r) + (n — r)log(n/(n - 1)) =
=0 (L iog(n/r) + " tog(n/(n - 1))
— nH(r/n,1—r/n)

n

@ Vime néco exaktné&? Ano, mame

nH(r/n,1—r/n)=—n (% log(r/n) + (1 - %) log(1 — r/n))
= —rlogr/n+ (r—n)log(l —r/n)
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V(I’I, I’) < 2nH(r/n,1fr/n)

e nH(r/n,1—r/n) = —rlogr/n+ (r — n)log(1l—r/n)
@ Dosadime do exponencidlni funkce:
2nH(r/n,1—r/n) _ 2—r|og(r/n)+(r—n) log(1—~r/n) _

- (1)_r (L—rfn) "=

n rr(n—r)

To uZ vypada skoro jako kombinaé&ni &islo. . .

n”:(n—r—l—r)"zzn:(,;)r"n—r" '>Z<) itn— r)n=i

i=0

Protoze r < n/2, tak ri(n— )"~ > r"(n—r)" " proi <r

Tedy
,
n”>z<r_'>r’.(n— ”’>Z<> (n—r)""
i
i=0
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o Mdme

onH(r/md—r/n) _ "
r(n—r)n=r

@ A zaroveni

i=0

@ Po vyd&leni druhé nerovnosti r"(n — r)"~" dosazeni do prvni rovnosti:

2nH(r/n,1*r/") > Z (n> == V(na r)‘
1

i=0
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