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Dikaz Cernovevy Cebydevovy nerovnosti
Véta (Cernov)

Bud p € [0,1],n € N, a > 0. Necht z,...,z, € {0,1} jsou volené
nezavisle tak, Ze pst zy = 1 je p. Pak > ; z; leZ{ v intervalu
[n(p — a), n(p + a)] s pravd&podobnosti aspori 1 — 2e="/2.

Véta (CebyZev)

Bud X ndhodna veli¢ina se stfedni hodnotou i a rozptylem o (oboji
kone¢né). Bud' a > 0. Potom P[|X — p| > a] < 02/a°.

v

Pronds X =37 1 Zi md u=npa o =np(l—p)<n/4 volime a = na.
Pak

< np(l—p) _p(l—p) _ 1

P
n2a?2 na?2  ~ 4na?

> na

En: Zi—np
i=1
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Sme&tujeme k diikazu CebyZeva

Véta (Markov)

Bud' Y nezdpornd nahodna veli&ina se stfedni hodnotou ji. Pak pro kaZdé
a > 0 plati

PlY > a] < p/a.

o Udé&ldme dikaz pro Y nabyvajici kone¢né mnoha hodnot
0<y1 <" <Ym

@ Necht pro n&jaké Y aa>0je P[Y > a] > u/a
@ znalme j nejvétsi, Ze y; < a

o Potom

p= PIY=ylyi= Z PLY = yilyi + Z PLY = yilyi
i=1

i=j+1
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Markovova nerovnost

n= ZP[Y:y,-]y, ZP[Y y:]}/l + Z 'D[Y )/I])/l

i=j+1

@ Prvni soutet je > 0, druhy je > P[Y > a]a
o Tedy

,uZO—i—P[YZa]a>%-a:u

@ To je spor

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 7. kvétna 2020 4/16



CebyZev plyne z Markova

Véta (Markov)

Bud' Y nezdporna ndhodnd veli¢ina se stfedni hodnotou . Pak pro kaZdé
a > 0 plati

PlY > a] < pu/a.

Véta (CebyZev)

Bud' X nahodna veli&ina se stfedni hodnotou 11 a rozptylem o (oboji
kone¢né). Bud' a > 0. Potom P[|X — p| > a] < 02/a°.

Bud X ndhodnd veli¢ina; u = EX

Trik: Uvazme nahodnou veliginu Y = |X — pul?

Zaklady pravd&podobnosti: EY = var X = ¢2

Y je nezdpornd, tedy Markov da P[|X — pu|? > a°] < 02/a?
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Asymptotické odhady

e Mg&jme binarni (n, k, d)-kéd C
o PYed ¢asem jsem vdm tvrdil, Ze je rozumné mé¥it spolehlivost kédu
pomoci relativni vzdélenosti d/n

@ Zkusme dokazat, Ze pokud p je chybovost kandlu, n je velké a tfeba
d/n > 2,1p, tak spolehlivost jde k 1

@ Protoze d > 2,1pn > 2,09pn + 1, tak umime opravit asponi 1,04pn
chyb

@ Volme o = 0,04p. Pst, Ze polet chyb bude
< n(p+ «a)=n(p+0,04p) = 1,04pn je aspoii 1 — e’n/2 4 1

@ Tedy s pravdépodobnosti skoro 1 opravime v8echny chyby

e Drobn4 vada na krase: Pot¥ebuji n ¥adové 1250/ p?
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Hammingiv odhad a entropie

Hammingtiv odhad jsme odvodili kombinatoricky
V logaritmické formé& n > k + log,(V, p)
P¥itom se bavime o situaci, kdy vzdy opravime aspoii r chyb

Alternativni dilkaz pomoci entropie: UvaZme kanal, ktery z
odeslaného slova c € {0,1}" déld ¢ =c+ e

At vektor e € {0,1}" je rovnomé&rn& rozloZeny v kouli o stfedu 0 a
polomé&ru r

Pak entropie e je log,(V;,n)
Pokud kéd opravi < r chyb, tak kédujeme bezchybné

Z ¢, c vypolteme e, tedy p¥ijaté slovo je informaéni zdroj entropie
k + log,(Vr,n)
Véta o kédovéni bez Sumu: délka kédu musi byt aspoit k + log,(Vp)
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Asymptoticky Hamminglv odhad [Kaiser 12.4]

@ Pro 6 € [0,1] znatme «(d) = limsup,_, . A(n, [dn])/n [sekce 12.3]

@ Tedy «(0) je zhruba maximalni hustota kédu o relativni vzdalenosti &
pro n — oo

e Jaky je horni odhad na «(¢)?

@ Pro [dn] liché mdme z Hamminga

A(n, [3n]) + logy (Vi ,) <

Aln, [3n]) _ "2 (Visy-s,)
n o n

@ Pro [dn] sudé mame t¥eba

A, Toml) _ Al Tom] 1) o8 (Ve

n n n

o Na odhad a(8) zbyvé zdola odhadnout °820Yrn) ‘\de r ~ 6n/2
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I1

Pro kazdé n > k plati (}) >

@ Mdme

In ((Z)) =In(n)+In(n—1)+---+In(n—k+1)—
—In(k) —In(k — 1) — ... — In(1)

e Pomoci integrovani mame (In je rostouci fce)

k k+1
Zlnig/ In xdx = [x(In(x) — )]s = (k+1)(In(k+1)—1)+1
i=1 1
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Odhad na (Z)

@ Podobné

__Z Ini> /_k Inx = [x(In(x) = 1)]"_,
=n(In(n) —1) — (n— k)(In(n — k) — 1)
o Tedy

In (Z) > n(in(n) — 1) — (n — k)(In(n — k) — 1)—

—(k+1)(In(k+1)—-1)—-1
>nlnn—(n—k)In(n—k)—(k+1)In(k+ 1)

o Odlograritmujeme:

(D = (n— k)”—::k +1)kHL

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 7. kv&tna 2020 10/16



Odhad na log,(V, ,)/n

@ Upravme nerovnost z predchoziho slajdu na

n n" 1
<k> = (n— R Kk + DFFL (= kjm) R (k/n + /m)F(k + 1)

logo( Vi) > log, (<’r’>> >

—(n—r)logy(1 —r/n) — rlogy(r/n+1/n) — logy(r + 1)

o Mame

@ Po vydé&leni n mame dolni odhad na log,(V, 5)/n:

r. 1) _ logy(r+1)

r r r
—(1—--)I 1—-)——1 -
( n) ng( n) n ng(n n n

@ To vypada skoro jako H(r/n,1 —r/n)...
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log,(V;.n)/n vs. H(r/n)

@ Znatme x(r, n) rozdil

log(r + 1)
n

—(1—r/n)logy(1—r/n)—r/nlogy(r/n+1/n)— —H(r/n)

o Mame x(r,n) = —r/n(logy(r/n +1/n) — logy(r/m) — EL*1

n
@ Dopsdno po predndsce: ProtoZe log, je konkavni, tak pro x > 0 je

loga(x + %) > logy(x) + logh(x) - % = o820 + {5y

@ Pror <nan— oo jde x(r,n) k 0, tfeba protoZe (je r < n):

in(2)n + log,(n)/n < 3

Jn

Ix(r;n)| <

o Tedy logy(Vr,n)/n = H(r/n) + x(r,n) pro x(r,n) =0
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Asymptoticky Hamming

@ Spocetli jsme

log, (VL%JJ’)
n n

@ Zvolme pevné § > 0, znatme r(n) = L%J

@ PF¥itom
bgz(\,w > H(r(n)/n)+ x (r(n), n)
o Tedy
A(”’HW < 1—H(r(n)/n)— x(r(n)/n,n)
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Konec dukazu

Nechme § > 0 konstantni a posleme n — oc.
ProtoZe r(n) je ([0n] —1)/2 nebo ([dn] —2)/2, tak r(n)/n — §/2
Pak x (r(n)/n,n) — 0
Dale H (r(n)/n) — H(3)
Potom
a(d) = Iimnsup A(r),r[érﬂ) <1-H <g>
P¥ipad & = 0 musime udé&lat zvldst: je A(n,0)/n=n/n=1— H(0)

Pro zdjemce: Gilbert—Varshamoviiv odhad [Kaiser 12.3] ¥ika, Ze pro
5 €10,1/2] je
a(0) > 1 — H(9).
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Existuje rodina kédl s k/n, d/n odraZenymi od 07

@ Nihodné generovat mnoZinu velikosti 2" neni moc praktické
e Existuje n&jaky typ kédi, kde Ize n — oo, aby k/n ani d/n neslo k
nule (takovym mnoZindm kédi se ¥ika dobré kddy)

e Existuji: Justesenovy kédy (viz Kasier 12.5)
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e Pravd&podobnostni techniky (NTIN022)

o Konvoluéni kédy (libovolné velké bloky)
https://en.wikipedia.org/wiki/Convolutional_code

e LDPC kédy, Turbo kédy (hustota zhruba rovna kapacité kanalu)
https:
//en.wikipedia.org/wiki/Low-density_parity-check_code
https://en.wikipedia.org/wiki/Turbo_code

o Statistickd fyzika (NUFY0947)

e Vzdjemn3d informace a disledky pro 3ifrovani (jako na ptednasce
Kryptografické systémy NMMB201)

@ Zpracovani signalu (NPFL109)

Alexandr Kazda (Univerzita Karlova) Samoopravné kédy 7. kvétna 2020


https://en.wikipedia.org/wiki/Convolutional_code
https://en.wikipedia.org/wiki/Low-density_parity-check_code
https://en.wikipedia.org/wiki/Low-density_parity-check_code
https://en.wikipedia.org/wiki/Turbo_code

