Cviceni 12. 4. 2013

Cislo a je kvadraticky zbytek modulo n, pokud existuje m, ze m? = a (mod n).

Ne kazdé cislo je kvadraticky zbytek.

Znaceni: Pro p prvocislo vétsi neZ dva zachycuje vlastnost ,a je kvadraticky
zbytek modulo p“ takzvany Legendreuv symbol (%) s hodnotou 0 pokud p|a, 1
pokud a je kvadraticky zbytek a —1 pokud a je kvadraticky nezbytek (tj. nenf
kvadraticky zbytek).

S Legendreovymi symboly jde rozumné pocitat:

1. Pokud a = b (mod p), tak (%) = (%)7

2. (5) =a®" V72 (modp),

3. plati (“7}’) = (2)- (%)7

4. () =1prop=1,7 (wod 8) a —1 pro p = 3,5 (mod 8).

5. Pokud p, g jsou prvocisla ruznd od 2, tak plati kvadraticka reciprocita

B -

(Tj. napravo vychézi —1, pravé kdyz p,q = 3 (mod 4), jinak vyjde 1.)

Piiklad 1. Spoctéte:

L (3)

2 (@)

3. (3)

1 (12
Piiklad 2. Najdéte vSechny kvadratické zbytky modulo:

1. 17,

2. 15.

Priklad 3. Kolik fesenf mé rovnice 22 = 23 (mod 113)? A co rovnice 22 = 37
(mod 91) (pozor, neni prvocislo)?



Piiklad 4. Méjme rovnici ax? + bz + ¢ = 0 (mod p), kde prvocislo p > 2
nedéli a. Oznaéme D = b% —4ac. Dokazte, e tato rovnice ma Feseni, prave kdyz
(%) > 0. Jak je to s po¢tem feSeni?

Piiklad 5. Bud p > 2 prvoéislo, n € N. DokaZte, Ze a nesoudélné s p je

kvadraticky zbytek modulo p™, pravée kdyz (%) =1.

Kreativni priklady

Priklad 6. Spoctéte 2;} (%) pro p prvocéislo.
Piiklad 7. Pomoci zékona kvadratické reciprocity vyjadiete v zavislosti na p

hodnoty (%) a (;‘57)

Piiklad 8. Bud p > 2 prvoéislo. Oznaéme X souéin viech kvadratickych zbytka
modulo p (zbytky bereme z mnoziny {1,...,p — 1}). Dokazte, ze pokud p =
4k 4+ 1, tak X = —1 (mod p) a pokud p = 4k + 3, tak X =1 (mod p).

Opakovani: Rady prvka v grupach
Priklad 9. Rozhodnéte, zda néasledujici grupy jsou cyklické:

1. Zy X Zo,
2. T,
3. Ziy,
4. 7%,
Priklad 10. Pro danou grupu G najdéte vSechny prvky g € G, ze (g) = G:
1. G=12,
2. G =7y,
3. G =175 X Zs,

4. G = Zy, pro obecné n € N.
Priklad 11. Urcete, kolik prvku kterého tddu obsahuje grupa:
1. Zyo,
2. 7,
3. Zs X Zs.
Piiklad 12. Najdéte m # n takovd, ze Zy ~ Zr,.
Priklad 13. Existuje n takové, ze Z; je isomorfni:
1. Zr,
2. Zs,
3. Zg?



