
Cvičeńı 10. 5. 2013

Řetězový zlomek je výraz tvaru
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Takový zlomek se zapisuje také jako [a0; a1, . . . ], kde posloupnost může být
konečná i nekonečná. Typicky povolujeme a0 ∈ Z, ai ∈ N a kv̊uli jednoznačnosti
vyžadujeme, aby konečný řetězový zlomek r̊uzný od 1 nekončil jedničkou. Ta-
kovým zlomk̊um ř́ıkáme čisté.

Pomoćı konvergent̊u lze překvapivě přesně aproximovat reálná č́ısla.
Jak vyrobit řetězový zlomek pro č́ıslo x ∈ R:

1. Najdeme a0 ∈ Z tak, aby x− a0 ∈ [0, 1). Položme e1 = x− a0

2. Pokud ei neńı 0, tak položme ai = b 1
ei
c, ei+1 = 1

ei
− ai a zvýš́ıme i o 1.

3. Pro racionálńı x se algoritmus zastav́ı a my doplńıme zbytek posloupnosti
nulami, pro iracionálńı x je výsledkem nekonečná posloupnost.

Základńı fakta o řetězových zlomćıch:

Věta 1. Každé č́ıslo má jednoznačné vyjádřeńı ve tvaru čistého řetězového
zlomku.

Věta 2. Každému čistému řetězovému zlomku odpov́ıdá nějaké reálné č́ıslo,
které je limitou posloupnosti jeho konvergent̊u.

Věta 3. Pokud α ∈ R a plat́ı ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ < 1

2q2
,

pak je zlomek p
q konvergentem pro α.
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Věta 4. Pokud α ∈ R a p/q je nějaký konvergent pro řetězový zlomek pro α
(p, q nesoudělná), tak ∣∣∣∣α− p

q

∣∣∣∣ ≤ 1

q2
,

Př́ıklad 1. Jakým č́ısl̊um odpov́ıdaj́ı řetězové zlomky:

1. [1; 2, 3, 4],

2. [−3; 3, 3, . . . ],

3. [1; 13, 7],

4. [1; 2, 1, 2, 1, 2, . . . ]?

Př́ıklad 2. Napǐste řetězový zlomek pro 4/9, 31/27, (1 +
√

5)/2 a pro
√

2.

Př́ıklad 3. Spočtěte [1; 1, . . . , 1], kde jedniček je n.

Př́ıklad 4. Spočtěte [a; a, a, a, . . . ] pro a ∈ N libovolné.

Kreativńı úlohy

Př́ıklad 5 (převzato z poznámek k přednášce). Při experimentu jsme dostali
hodnotu 0.15328, o které v́ıme, že vznikla zaokrouhleńım (s přesnost́ı na sto-
tiśıciny, tj. chybou maximálně 5 · 106) pod́ılu neznámých nejvýše osmibitových
č́ısel. Najděte tento pod́ıl.

Př́ıklad 6. Bud’te a, b ∈ N. Zjistěte, jak spolu souviśı výpočet konvergent̊u pro
a/b a Euklid̊uv algoritmus pro NSD(a, b).


