Cviceni 26. 4. 2013

Dnes si ukdzeme, jak vyzrat na vypecené diofantické rovnice pomoci algebry.
Mnozina Gaussovych celych ¢isel Z[i] je tvotend &isly a + bi,a,b € Z. Je to

euklidovsky obor, takze mdme velmi péknou délitelnost (existuji NSD, kazdé

¢islo 1ze rozlozit na soucin prvocinitelu, plati Bézoutova véta a tak podobné).

Véta 1. Cislo z = a + bi je v Z[i] prvocinitel, pravé kdyz je a® + b prvocislo,
nebo pokud z = +p, +ip pro p € N prvocislo tvaru 4k + 3.

Piiklad 1. Najdéte v8echny invertibilni prvky v Z[i].
Piiklad 2. Rozhodnéte, zda je prvoéinitel v Z[i]:
1. 2,
9. 3,
3. 9+ 3i,
4. 441,
5. &+ 3.
Piiklad 3. Bud z,y € Z feseni rovnice 22 4+ 1 = y3. Dokaite, ze:
1. Cisla © +1i a = — i jsou v Z[i] nesoudélna.
2. Vyraz x — i je v Z[i] tfet{ mocnina néjakého prvku.
3. Jediné x spliujici, ze © + ¢ je tfeti mocnina v Z[i], je = 0.

Priklad 4 (Obecnd Pellova rovnice). Bud d > 0 ne¢tvercové celé ¢islo. Oznaéme
G mnozinu viech kladnych ¢&isel a + Vdb, ze a,b € Z a plati a® — db* = 1.
Piedpoklddejme, Zze G obsahuje aspoii jeden prvek ruzny od 1 (tak tomu vzdy
je). Dokazte:

1. G s nasobenim zdédénym z R tvoii grupu

2. (G je nekonecna cyklicka grupa



