Cviceni 22. 2. 2013

Bud R komutativni okruh. Rekneme, ze prvek 7 déli prvek s (a napieme r|s),
pokud existuje t € R, ze rt = s. Délitelnost je reflexivni a tranzitivni relace.
Okruh R je:

e QObor integrity, pokud méa komutativni ndsobeni a z rs = 0 plyne r = 0
nebo s = 0.

e Obor integrity hlavnich idedli, pokud je obor integrity a kazdy ideal je
tvaru 7R pro néjaké r € R.

e Fuklidovsky, pokud je obor integrity a (zhruba fe¢eno) funguje rozumné
déleni se zbytkem pro Eukliduv algoritmus. Pfiklady: Z, polynomy nad
telesem, Z[i].

Plati: Euklid = obor integrity hlavnich idedli. A pro m,n € R lze hledat
x,y € R, ze mz + ny = NSD(m,n) pomoci rozsifeného Euklidova algoritmu.

Pi#iklad 1. Spoctéte pro dané m,n &isla z,y, aby ma + ny = (m,n):
1. m=84,n =33
2. m = 168,n = 396
3. m=20_—1n=2%_-1

Priklad 2. Pro kterd n € N je okruh Z,, oborem integrity?

Piiklad 3. Okruh Q[z] je euklidovsky. Pomoci Euklidova algoritmu najdéte
nejvétsiho spole¢ného délitele polynomi:

l.p=a3+2z+1,g=2%2+3
2. p=daxt+623+22+1,¢g=2>+42+3
Piiklad 4. Spoctéte pomoci Euklidova algoritmu inverzni prvky k:
1. 5 modulo 11
2. 3 modulo 206
3. 133 modulo 275
4. z + 2 modulo 22 + 1 (nad télesem Q)



5. 22 4+ 2 modulo 2% — 1 (nad Q)

Priklad 5. Nakreslete usporadani délitelnosti okruhu Zy. Co ,,divného“ pozo-
rujete oproti obortm integrity?

Piiklad 6. Dokazte, ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni pro kazdou dvo-
jicin € Nya € Z:

1. a,n jsou nesoudélna

2. (a mod n) € Z7,

w

. i+ ai (mod n) je automorfismus grupy Z,
4. aZ,, = 7y,
Kreativni ulohy
Piiklad 7. Najdéte vSsechna n € N takova, ze pocet prvocisel v mnoziné
{1+n,24mn,...,10+n}
je maximalni mozny.
Priiklad 8. Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho prvocisel tvaru 3k+2, k € Z.

Priklad 9. Dokazte, Ze existuje nekoneéné mnoho n takovych, ze n|2"™ + 1.



