
Cvičeńı 22. 2. 2013

Bud’ R komutativńı okruh. Řekneme, že prvek r děĺı prvek s (a naṕı̌seme r|s),
pokud existuje t ∈ R, že rt = s. Dělitelnost je reflexivńı a tranzitivńı relace.

Okruh R je:

• Obor integrity, pokud má komutativńı násobeńı a z rs = 0 plyne r = 0
nebo s = 0.

• Obor integrity hlavńıch ideál̊u, pokud je obor integrity a každý ideál je
tvaru rR pro nějaké r ∈ R.

• Euklidovský, pokud je obor integrity a (zhruba řečeno) funguje rozumné
děleńı se zbytkem pro Euklid̊uv algoritmus. Př́ıklady: Z, polynomy nad
tělesem, Z[i].

Plat́ı: Euklid ⇒ obor integrity hlavńıch ideál̊u. A pro m,n ∈ R lze hledat
x, y ∈ R, že mx + ny = NSD(m,n) pomoćı rozš́ı̌reného Euklidova algoritmu.

Př́ıklad 1. Spočtěte pro dané m,n č́ısla x, y, aby mx + ny = (m,n):

1. m = 84, n = 33

2. m = 168, n = 396

3. m = 263 − 1, n = 298 − 1

Př́ıklad 2. Pro která n ∈ N je okruh Zn oborem integrity?

Př́ıklad 3. Okruh Q[x] je euklidovský. Pomoćı Euklidova algoritmu najděte
největš́ıho společného dělitele polynomů:

1. p = x3 + 2x + 1, q = x2 + 3

2. p = 4x4 + 6x3 + x2 + 1, q = x2 + 4x + 3

Př́ıklad 4. Spočtěte pomoćı Euklidova algoritmu inverzńı prvky k:

1. 5 modulo 11

2. 3 modulo 206

3. 133 modulo 275

4. x + 2 modulo x2 + 1 (nad tělesem Q)
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5. x2 + 2 modulo x3 − 1 (nad Q)

Př́ıklad 5. Nakreslete uspořádáńı dělitelnost́ı okruhu Z10. Co
”
divného“ pozo-

rujete oproti obor̊um integrity?

Př́ıklad 6. Dokažte, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı pro každou dvo-
jici n ∈ N, a ∈ Z:

1. a, n jsou nesoudělná

2. (a mod n) ∈ Z?
n

3. i 7→ ai (mod n) je automorfismus grupy Zn

4. aZn = Zn

Kreativńı úlohy

Př́ıklad 7. Najděte všechna n ∈ N taková, že počet prvoč́ısel v množině

{1 + n, 2 + n, . . . , 10 + n}

je maximálńı možný.

Př́ıklad 8. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel tvaru 3k+2, k ∈ Z.

Př́ıklad 9. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho n takových, že n|2n + 1.


