Cviceni 22. 3. 2012 — TeSeni

Priklad 1. Najdéte vSechny kofeny polynom:
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Regent: Pii hleddni odmocnin budeme pouzivat fakt, ze grupa Zy je pro p
prvocislo konecné generovand a je tedy isomorfni Z,_;. Najit néjaky generator
(primitivn{ prvek) Zs da uréitou praci, my se spokojime s tim, Ze takovy prvek
uhodneme a ovérime, ze ma fad p — 1.

1.

Resime vlastné rovnici
z3=5 (mod 11)

Pfitom Z3; m4 primitivn{ prvek 2 (mocniny 1,2,4,8,5,10,9,7,3,6), tedy
muzeme substituovat: x = 2¥ (mod 11) a rovnici piepsat na (2¥)3 = 2*
(mod 11). Protoze 7ad 2 je 10, nastane rovnost pravé tehdy, kdyz 3y = 4
(mod 10).

Nyni je potfeba ur¢ité opatrnosti; aby upravy byly ekvivalentni, muzeme
prondsobovat obé strany rovnice pouze ¢isly nesoudélnymi s 10 (jinak do-
staneme neekvivalentni{ dpravy a musime provddét zkousku). V naSem
pifpadé 3-7 =1 (mod 10), tedy po vyndsobeni obou stran 7 (vSimnéte si,
ze vlastné aplikujeme automorfismus grupy Zjp) mame rovnici

y=4-7=8 (mod 10)
r=2=3 (mod 11).
ijravy byly ekvivalentni, rovnice ma tedy jediné feseni x = 3.

Zacétek je podobny: Mame rovnici 22! = 3 (mod 29). Evidentné z # 0.
Grupa Z3q mé primitivni prvek 2 (posloupnost mocnin 1, 2, 4, 8, 16, 3, 6,
12,24, 19, 9, 18, 7, 14, 28, 27, 25,...). Substituujeme 2¥ = x a mame

221 =25 (mod 29).



Tedy
2ly =5 (mod 28)

Nyni leva strana této rovnice je délitelna 7 stejné jako 28, tedy bychom
museli mit 28|21y — 5, ¢ili 7|21y — 5, ¢ili 7|5, coz nejde. Polynom tedy nemé
zadny koten.

Funguje také postup vyndsobeni obou stran 4. Na cvicenich jsem byl
vuci této upravé opatrny, protoze neni ekvivalentni, ale byl jsem opa-
trny zbytecné: Pokud dokazujeme, Ze rovnice nemad feSeni, tak nam staci
odvodit nepravdivé tvrzeni. V nasem piipadé:

84y =20 (mod 28)
Pfitom 84 = 0 (mod 28), tedy 0 = 20 (mod 28), coz je spor.

. Opét mame primitivni prvek 2. Tentokrat dostaneme po substituci 2¥ = z
rovnici

4y =2 (mod 18).

Nyni se nabizi vynasobit obé strany rovnice 9, ale tim dostaneme vzdy
pravdivé tvrzeni 0 = 0 (mod 18), ackoli nase rovnice urcité nems za fesenf
v8echna x. Budeme postupovat jinak: 18|4y — 2 je ekvivalentnf 9|2y — 1
(Ize ,zkratit dvojku®), takze jsme rovnici piepsali na

2y=1 (mod9),

coz po vyndsobeni obou stran 5 davd y = 5 (mod 9). Nyni prejdeme
zpatky. V Z19 mame pravé dvé ¢isla, co po vydéleni 9 daji zbytek 5, y = 5
ay = 14. Prvni d4 z; = 13, druhé x5 = 6, coz jsou hledané kofeny
(v&imnéte si, ze 1 = —x5 (mod 19).

. Upravime rovnici jako béznou kvadratickou rovnici:

(x+1)>+1 (mod0) (mod 7)
(r+1)> (mod 6) (mod 7)
Vyzkousenim vsech moznosti (nebo opét pies primitivn{ prvky, chcete-li)

ale zjistime, ze 6 neni kvadraticky zbytek modulo 7, tedy rovnice nem&
feseni.

. Upravujeme jako vyse (lo by i dosadit do zndmého vzorecku pro kvadra-
tickou rovnici). Prvni uprava je vydeéleni 2 (tj. vyndsobeni 21):

207 +32+1=0 ( )

2?2 +2224+21=0 (mod 41)

(x+11)2-100=0 ( )

(x+11)> =100 ( )



Pritom odmocniny ze 100 jsou i v Z4; rovny +10. Tedy: = 4+ 11 = +10
(mod 4)1 a mdme dva kofeny x; = 40 a o = 20.

Priklad 2. Najdéte n a polynom stupné 2, ktery ma v Z, aspon tii ruzné
kofeny.

Reseni: Vyhovuje napifklad z(z + 1) v Zg. Ten mé kofeny 0, 5 a 2.

Piiklad 3. Dokazte, ze pro kazdé p prvocislo existuje polynom ¢, stupné aspoi
1, ktery nemé v Z, zadny kofen.

Reseni: Volme t,(z) = 1+ Hf;ol (x — 1), to je polynom stupné p. Potom nutné
ty(x) =1 pro kazdé = € Z,,.

Piiklad 4. Bud p prvoéislo. Kolik existuje:
L. prvki Zy, které lze psdt jako n? pro néjaké n € Ly,
2. primitivnich prvki v grupé Z;?

Priklad 5. Pokud p = 2, tak je Zj trividlni a odpovéd je jedna a nula (pokud
pfistoupime na to, ze trivialni grupa je nejmensi grupa obsahujici prazdnou
mnozinu).

Diky isomorfismu Z; a Z,_1 muzeme otdzky pro p > 2 piepsat na problémy
ve zndméjsi grupé Z,_1.

1. Hleddme velikost mnoziny {2z : © € Z,_1}. Pro n € Z,_1 je rovnice
2x =n (mod p — 1) fesitelnd pravée kdyz n je sudé (protoze p — 1 je sudé.
Takovych prvki n je (p — 1)/2, coz je také odpoved.

2. Hledame pocet primitivnich prvka grupy Z,—_;. To jsou pravé vsechna ¢isla
z {0,1,...,p — 2} nesoudélnd s p — 1, tedy ¢(p — 1) cisel.



