
Cvičeńı 29. 3. 2012

Č́ıslo a je kvadratický zbytek modulo n, pokud existuje m, že m2 ≡ a (mod n).
Ne každé č́ıslo je kvadratický zbytek.

Značeńı: Pro p prvoč́ıslo (to je d̊uležité!) zachycuje vlastnost
”
a je kvadra-

tický zbytek modulo p“ takzvaný Legendre̊uv symbol
(

a
p

)

s hodnotou 0 pokud

p|a, 1 pokud a je kvadratický zbytek a −1 pokud a je kvadratický nezbytek (tj.
neńı kvadratický zbytek).

S Legendreovými symboly jde rozumně poč́ıtat:

1. Pokud a ≡ b (mod p), tak
(

a
p

)

=
(

b
p

)

,

2. pro p liché plat́ı
(

a
p

)

≡ a(p−1)/2 (mod p) ,

3. plat́ı
(

ab
p

)

=
(

a
p

)

·
(

b
p

)

,

4.
(

2
p

)

= 1 pro p ≡ 1, 7 (mod 8) a −1 pro p ≡ 3, 5 (mod 8).

5. Pokud p, q jsou prvoč́ısla r̊uzná od 2, tak plat́ı kvadratická reciprocita
(

p

q

)(

q

p

)

= (−1)
(p−1)(q−1)

4 .

(Tj. napravo vycháźı −1, právě když p, q ≡ 3 (mod 4), jinak vyjde 1.)

Př́ıklad 1. Spočtěte:

1.
(

24
37

)

2.
(

31
71

)

3.
(

512
29

)

4.
(

12345
331

)

Př́ıklad 2. Kolik řešeńı má rovnice x2 ≡ 23 (mod 113)? A co rovnice x2 ≡ 37
(mod 91) (pozor, neńı prvoč́ıslo)?

Př́ıklad 3. Mějme rovnici ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod p), kde p neděĺı a. Označme
D = b2 − 4ac. Dokažte, že tato rovnice má řešeńı, právě když

(

D
p

)

≥ 0. Jak je
to s počtem řešeńı?

Př́ıklad 4. Spočtěte
∑p−1

a=1

(

a
p

)

pro p prvoč́ıslo.

1



Př́ıklad 5. Dokažte, že pro p liché plat́ı
(

a
p

)

≡ a(p−1)/2 (mod p).

Př́ıklad 6. Bud’ p prvoč́ıslo, n ∈ N. Dokažte, že a nesoudělné s p je kvadratický
zbytek modulo pn, právě když

(

a
p

)

= 1.

Př́ıklad 7. Pomoćı zákona kvadratické reciprocity vyjádřete v závislosti na p

hodnoty
(

3
p

)

a
(

5
p

)

.


