
Cvičeńı 3. 5. 2012

Diofantické rovnice jsou rovnice, jejichž řešeńı hledáme pouze mezi celými (nebo
přirozenými) č́ısly. Obecně je jejich řešeńı těžké, ale existuj́ı na ně užitečné triky:

1. Poč́ıtat modulo nějaké malé č́ıslo.

2. Využ́ıt jednoznačného rozkladu na prvočinitele. Např́ıklad pokud a, b ∈ Z
jsou nesoudělá a ab = un, tak existuj́ı r, s, že a = ±rn, b = ±sn.

3. Na úlohu se pod́ıvat v gaussovském oboru integrity Z[i].

4. Použit́ı odhad̊u a nerovnost́ı (jedna obĺıbená: Pokud a > b jsou celá, tak
a ≥ b + 1).

5. Zkusit se omezit na nesoudělná řešeńı.

6. Ukázat, že z existence nějakého řešeńı plyne existence menš́ıho řešeńı v N
(a t́ım sporem ukázat neexistenci řešeńı).

Př́ıklad 1. Najděte všechna celoč́ıselná řešeńı rovnic:

1. 2x + 3y = 5

2. 2x2 = y2

3. x(x + 3) = 4y − 1

4. y3 − x3 = 91

5. x2 + x = y3

Př́ıklad 2. Bud’te a1, . . . , an, d ∈ Z. Dokažte, že rovnice

a1x1 + · · ·+ anxn = d

má celoč́ıselné řešeńı, právě když NSD(a1, . . . , an)|d.

Př́ıklad 3 (opakovaćı). Popǐste všechny svědky a silné lháře pro 21 a 25.

Př́ıklad 4. Popǐste všechna (nebo aspoň všechna, která dokážete) celoč́ıselná
řešeńı rovnice x2 + y2 = z2.

Př́ıklad 5. Bud’ x, y ∈ Z řešeńı rovnice x2 + 1 = y3. Dokažte, že:

1. Č́ısla x + i a x− i jsou v Z[i] nesoudělná.

2. Výraz x± i je v Z[i] třet́ı mocnina nějakého prvku.

3. Jediné x splňuj́ıćı, že x + i je třet́ı mocnina v Z[i], je x = 0.
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