Opakovaci cviceni 10. 11. 2011

Priklad 1. Najdéte vSechny podgrupy:
1. 53
2. Zs
3. Z13

Resent:

1. Grupa S5 sestdvé z identity, ti{ transpozic a dvou trojcyklu. Podgrupy S3
generované jednim prvkem jsou: {id}, {id, (1,2)} (plus 2 dals{ moznosti
symetricky) a {id, (1,2, 3), (1, 3,2)}. Pokud H podgrupa Ss obsahuje prvek
radu 2 a fadu 3, musi mit z Lagrangeovy véty H iad aspon 6, tedy H = S3.
Podobné pokud H obsahuje dva rizné prvky fadu 2, tak musi mit fad sudé
¢islo vétsi nez 2, které déli 6, coz lze jen tak, ze |H| = 6. Proto nemdme
zadné 2-generované podgrupy krom Sj.

2. Vime, ze kazdé ¢islo nesoudélné s 8 (tj. liché) ndm nageneruje celou grupu.
Zbyvéa uvazit, co generuji sudé ¢isla. Dostaneme podgrupy {0,2,4,6} a
{0,4} a nic vic (krom v8udypiftomné jednoprvkové a celé grupy).

3. Vime, ze mame trividlni podgrupu a celou grupu coby podgrupy. Uvazme
ted prvek g # 0. Pak g generuje celou grupu, nebot idd g musi byt délitel
13 ruzny od 1. Tedy g € H implikuje H = Z13 a vidime, Ze Z13 ma pouze
dvé podgrupy.

4. Sy je pomérné velkd. Postupnym zkoumanim 1-generovanych a 2-generovanych
grup (obcas s pouzitim znalosti o tom, jak se konjuguji permutace) dosta-
neme nasledujici moznosti (krom jasnych {id} a Sy):

e 6 podgrup slozenych jen z identity a transpozice (isomorfnich Zs)
e 3 podgrupy tvaru {id, (i5)(kl)} (isomorfni Zs)

e 4 podgrupy slozené pouze z identity, trojcyklu a inverzniho trojcyklu
(isomorfni Zs)

3 podgrupy generované ¢tyicyklem (isomorfni Zy)



4 podgrupy slozené z permutaci s danym pevnym bodem (isomorfnf
S3)

3 osmiprvkové podgrupy (isomorfni grupé symetrif ¢tverce)

e Kleinovu podgrupu slozenou z {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23) } (normalni

podgrupa isomorfn{ Z3)

3 podgrupy tvaru {id, (ij), (kl), (i5)(kl)} pro i,j,k,l po dvou ruzna
(isomorfni Kleinové grupé Z3)

1 alternujici podgrupu slozenou ze 12 sudych permutaci (také normélni
podgrupa).

Z4dné dalsi podgrupa uz se v Sy nevyskytuje. Pokud by totiz existovala,
musela by vzniknout tak, ze k néjaké necyklické 2-generované podgrupé
pridame dalsi prvek. Diky Lagrangeové vété vime, ze pridanim ¢ehokoli k
osmiprvkové nebo dvanactiprvkové podgrupé vytvoiime 24prvkovou pod-
grupu, tedy celé Sy. Zbyvaji ¢tyi- a Sestiprvkové podgrupy.

Pokud ke grupé permutaci s pevnym bodem 4 piidame permutaci 7, co 4
nefixuje, nedd uz moc prace vyrobit libovolnou permutaci ,,oblozenim“ w
zleva i zprava vhodnymi permutacemi na {1,2, 3}.

U podgrup isomorfnich Z3 ndm rozbor moznost{ d4, ze pridanfm dalstho
prvku vznikne bud’ alternujici grupa, kopie dihedralni grupy, nebo celd Sy,
¢ili nic nového a dukaz je hotov.

Na analyzu kone¢nych grup méme i silnéjsi kanény ve formé tiidové rov-
nice a Sylowovych vét, ale ty se ve druhacké algebte nevyskytuji.

Priiklad 2. Rozhodnéte, zda je homomorfismus:

Lof(Q% ) = R,+) fla) =¢
2. g:GL(2,R) — GL(2,R); g(A) = AT
3. w: Sy = Zyyw(m) =7(1)

4 h:7 - GLE2,R): h(k) = <(1) ’f)

Resent:

1. Nenf, protoze 1 +1 = f(1)+ f(1) # f(1-1) = f(1) = 1.

2. Nenf, protoze obecné neplati (AB)T = AT BT (protipiiklad je téméf libo-
volnd dvojice matic).

3. Neni, protoze napiiklad plati w((13) o (12)) =2 # 1 = w(13) + w(12).

0 1) )= ")

4. Je, protoze plati:



Piiklad 3. Rozhodnéte, zda S99 obsahuje podgrupu isomorfni:
1. S5
2. Zo
3. Zs
4. Z
Resen:
1. S5 1ze vnofit do S1po dodefinovanim 7 (i) =4 pro i > 3
2. Napiiklad {id, (12)}.
3. Napiiklad podgrupa generovang cyklem (1,2,3,4,5).

4. Nejde, Z je nekone¢nd a fad Sigp je koneény.

Piiklad 4. Pro nésledujici H < G nakreslete levé a pravé rozkladové tiidy G
podle H a rozhodnéte, zda je H normalni:

1. 62 < Z
2. {0,3,6,9,12,15,18,21} < Zy4

4. {(g 2) ta € R*} < GL(2,R)

Resent:

1. Tfidy jsou cisla davajici zbytek ¢ po déleni 6, kde ¢ probihd mnozinu
0,1,2,3,4 a 5. Podgrupa H je normalni, protoze G je komutativni.

2. Rozkladové tifdy jsou: {0,3,6,9,12,15,18,21}, {1,4,7,10,13,16,19,22} a
{2,5,8,11,14,17,20,23}. Opét je H normélni, protoze G je komutativni.

3. Tr{d je 12 levych a 12 pravych, obecné ruznych (¢ili nejde o normdlni pod-
grupu). Napiiklad permutace (1,3) patii do levé tiidy {(1,3),(1,2,3,4)}
a do pravé tiidy {(13),(1,4,3,2)}.

4. Matice A patf{ do tiidy {aA : a € RT}, kterd je stejna levd i pravd (diky
tomu, Ze diagondlni matice komutuje se vSemi ostatnimi). Podgrupa je
tudiz normalni.

Piiklad 5. Pro néasledujici H <G vypiste rozkladové tiidy G dle H, z kazdé t¥idy
vyberte jednoho zdstupce a na vzniklé mnoziné zastupcu Z definujte grupovou
operaci o, aby (Z, o) byla isomorfn{ G/H.



1. A3 Q55

2. {#£1} < (R\ {0}, )
3. Z4R

4. {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} < S,

Reseni:

1. Médme dvé tridy: A3 a mnozinu vsech lichych permutaci. Vybereme-li
zdstupce id a (1,2) muzeme za grupovou operaci zvolit bézné sklddéni.

2. Mdme pro kazdé r € RY tifdu {—r,r}, vyberme zastupce r > 0 a za

grupovou operaci berme bézné nasobeni.

3. Pro kazdé ¢islo r € [0,1) mdme t¥idu r 4+ Z, volme tedy r jako zdstupce a
za grupovou operaci muzeme zvolit s¢itani ,modulo 1“ tedy bereme vzdy
desetinnou ¢ast souctu.

4. Znaéme podgrupu V (jako Vierergruppe, protoze je to Kleinova grupa).

Méme rozkladové tiidy V,

Vyberu-li si zéstupce id, (12), (13), (23), (123), (132), tak si mohu ponechat
sklddani jako grupovou operaci a dostanu grupu isomorfni S3. To je ale
jenom dilo ndhody, obecné neni faktorgrupa isomorfni podgrupé grupy, z

niz vzesla.

12), (34), (1324), (1423)},
13), (24), (1234), (1432)},
), (23), (1243), (



