Cviceni 12. 1. 2012

Teorie kategorii je obecny jazyk matematiky (podobné jako teorie mnozin).
Zakladni pojmy jsou objekty (puntiky) a morfismy (sipky). O morfismech vime,
ze je lze skladat, ale morfismy nemusi byt zobrazend. Morfismy mohou byt prosté
abstraktni Sipky. Definice kategorie viz skripta Definice 2.53.

Pojmy limity a kolimity v kategorii jsou (a¢ to tak na prvn{ pohled nevy-
padd) prirozené zpusoby, jak z néjaké konfigurace objekti a morfismu dostat
novy objekt, propojeny pomoci dobrych morfismu s objekty puvodnimi. Pfesnéd
definice limity a kolimity viz skripta Definice 2.60.

Priklad 1. Ovéite, Ze axiomy teorie kategorii spliuje:
1. Kategorie grup s objekty grupami a morfismy grupovymi homomorfismy.

2. Kategorie okruhu s objekty okruhy a morfismy okruhovymi homomor-
fismy.

3. Kategorie mnozin s objekty mnozinami a morfismy zobrazenimi.

4. Kategorie D s objekty pfirozenymi ¢isly a mnozinou morfismia z n do m
jednoprvkovou pokud n|m a prazdnou jinak.

Reseni:

1.-3. Primocaré ovéreni definice ze skript (pokud nevite, jaky je rozdil mezi
tfidou a mnozinou, prosté si v§ude, kde se ve skriptech pise ,,tfida“ predstavujte
,mnozina“).

4. V zadéni neni specifikované skladani morfismu v kategorii D, ale z toho, ze
mezi libovolnou dvojici objektu vede nejvyse jeden morfismus, uz plyne, ze
skladéani lze definovat pouze jednim zpusobem. Z tranzitivity délitelnosti
plyne, ze skldddni viubec lze definovat (tj. pokud a — b,b — ¢, tak také
a — ¢). Protoze n|n pro kazdé n, mame identické morfismy a ovéfit axiomy
kategorie uz je pak pfimocaré.

Piiklad 2. Necht trojiihelniky v nésledujicim diagramu komutujf:
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Dokazte, ze pak komutuje i ¢tverec.

Resend: To, ze trojihelniky komutuji, znamens, ze go f = h a h = j oi. Potom
ale uz nutné g o f = j o4, takze komutuje i ¢tverec.

Piiklad 3. Napiste tabulku skladédni morfismu, aby véc na obrazku byla kate-
gorie:

Reseni: Je potieba sklddani volit tak, aby operace o respektovala axiomy o
identickych morfismech a asociativité skladani. Nékterd skladani nebudou defi-
novand, protoze nedavaji smysl. Protoze mame jen mélo objektt a morfismu,
staci vyzkouSet vSechny moznosti a ovérit, ze vysledek spliuje axiomy kategorie.
Jedno mozné teseni pak je (prvni argument pro o je v fddku, druhy ve sloupci):
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Piiklad 4. Bud K kategorie, A, B dva jeji objekty, — morfismus z A do B.
Jak potom vypadd limita diagramu A — B?

Regent: Oznaéme morfismus A — B ze zadani jako g. Definici limity vyhovuje
v kazdé kategorii objekt A a dvojice morfismi 14 a g. Pfimocaie se ovéri, ze
takto definovnd limita spliuje vSe, co definice limity pozaduje.

Asi nejzajimavéjsi je posledni podminka z definice limity: Kdykoli ndm pfijde
objekt L a dvojice morfismu o« : L - A, 8 : L — B, 7ze go a = (3, tak ndm
existuje pravé jeden morfismus n : L — A, ze 1u,n = o a gon = . Z prvni
podminky totiz musi byt n = « a z vlastnosti L vidime, ze go a = 5.



Piiklad 5. V kategorii D z prvniho piikladu popiste souciny a kosouciny.

Resend: Souciny v D budou odpovidat nejvétsim spoleénym déliteliim, kosouciny
nejmensim spoleénym nésobkium (morfismy z definice limity jsou jednoznacéné
uréené diky tomu, ze v.D méme mezi kazdymi dvéma objekty nejvyse jeden
morfismus).

Kosouéiny pfitom nemusi existovat pro nekonecéné diskrétni diagramy. (V N
nenajdeme naptiklad nejmensi spoleény ndsobek vech sudych ¢isel.)

Priklad 6. V kategorii moduli nad Z (tj. komutativnich grup) najdéte limitu
diagramu:
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Zde morfismy f; jsou zobrazeni f;(n) = 2n.
Jak na to: Nejprve zapomeiite na morfismy f; a vyrobte soucin Z, potom
najdéte co nejvétsi podmodul tohoto soucinu, aby vSe komutovalo.

Regeni: 7 obrazku se to mozné nezda, ale fetézec Z v zadéni pokracuje done-
konec¢na doprava (jsou tam tii tecky).

Uvazme jako ,polotovar® komutativni grupu G, jejiz prvky budou posloup-
nosti celych ¢isel s operaci s¢itani po slozkach. To by spolu s projekcemi na i-ty
prvek posloupnosti byla limita diskrétniho diagramu (tj. diagramu bez zobrazen{
fi). Nyni v G najdeme podgrupu sestévajici ze vsech posloupnosti ag, a1, as, . ..
takovych, ze fi(a;) = a;—1.

To je soustava rovnic 2a; = a;_1, jejiz feSeni jsou tvaru a; = 5%, coz ale v
celych ¢islech lze realizovat pouze jako a; = 0 pro vSechny ¢. Jinak bychom totiz
museli mit ag délitelné libovolné vysokou mocninou 2.

Tvrdime tedy, ze limita zadaného diagramu je trivialni grupa H s morfismy
m;, které pfifadi nulovému prvku H nulovy prvek i-té kopie Z. Nechf existuje
jiny kandiddt na limitu L se sadou morfismu ¢; : L — Z, ze f;og; = gi_1.
Tvrdime, ze pak obrazy vSech g; musi byt rovny {0}. Pokud by to byla pravda,
tak zobrazeni n : L — H, které vSe posle na nulu, je hledané unikatni zobrazeni,
7e m; om = g;. Nechf neméme pravdu a existuje x € L a index 4, Ze g;(x) # 0.
Potom nutné

gi(z) = 2gi41(x) = 4gi42(z) = ...,

tedy g;(z) je celé ¢islo délitelné libovolné vysokou mocninou dvojky, spor.



