Bonusové cviceni 12. 1. 2012

Pi#iklad 1. Ovéite, ze R[z] je algebra nad R.

Reseni: Pro r € R definujeme 7 - (apz™ + --- + ag) jako ra,z™ + --- + rag a
ovéfime axiomy algebry.

Priklad 2. Kterym znamym algebram jsou isomorfni{ algebry cest nasledujicich
grafu (nad R)?
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Resend: Prvni grafové algebra je jednodimenzionalni vektorovy prostor, jehoz
prvky muzeme psat jako av pro a probihajici R. Nasobeni je pfitom defino-
vané jako (av) - (bv) = (ab)v, tedy snadno ovérime, ze zobrazen{ av — a je
isomorfismus (RG) s R.

Prvky (RG’) vypadajf jako au 4+ bv a néasobi se ,po slozkdch“, tj. (au +
bv)(a'u+b'v) = aa’u+ bb'v. Proto bude fungovat isomorfismus au + bv — (a,b)
na algebru R x R s nasobenim po slozkéach.

Prvky (RG") vypadaji jako au + bv 4 ce a vzorec pro ndsobeni zni: (au +
bv+ce)(d'u+bv+ce) = aa’u+bb'v+ (acd + cb’)e. Vymyslet tady isomorfismus
da vice prace, ale bude fungovat zobrazeni do algebry hornich trojihelnikovych

matic, které prvku au + bv + ce prifadi matici g g
Priklad 3. Bud K téleso, G graf. Jak vypada jednotkovy prvek v (KG)?

Reseni: Bud V(G) mnozina vrcholi G. Potom volme j = Yvevigyl v Z
definice ndsobeni se potom snadno ovéii, ze j - p = p-j = p pro kazdou cestu v
G, tedy i pro kazdou linedrni kombinaci cest.

Piiklad 4. Bud K téleso, G graf. Kdy m4 (KG) koneénou dimenzi jako vek-
torovy prostor?

Resend: Dimenze je rovna poctu cest, tedy koneéna dimenze nastane prave kdyz
neexistuje v G orientovany cyklus (ktery by bylo mozné probihat stéle dokola).



Piiklad 5. Rozhodnéte, zda je prvoidedl:

1. 7Zv Z

2. 15Z v Z

3. zR[z] v R[z]

4. (22 4+1)C[z] v Cla]
Regent: Viechny uvazované mnoziny jsou ideély; zbyva tedy rozhodnout, zda
platipge I =pelvqgel.

1. Je, protoze 7 je prvocislo a 7|pg implikuje 7|p nebo 7|q.

2. Neni, protoze 3 -5 € 15Z, ackoli 3,5 & 15Z.

3. Mnozina zR[z] je prdvé mnozina vSech polynomu s nulovym absolutnim
¢lenem. Pokud p,q jsou polynomy a pg méa nulovy absolutni ¢len, pak
nutné aspon jeden z p, ¢ musi mit nulovy absolutni ¢len.

4. Nenf prvoidedl, nebot (v —i)(z +i) = 2% + 1 € (2% + 1)Cla], ackoli = + i
nelezi v (2% + 1)Clz].

Piiklad 6. Bud P = 13Z v Z.
1. Dokazte, ze P je prvoideal.

2. V Z¢py najdéte vSechny invertibilni prvky (tj. prvky, ke kterym existuje
multiplikativn{ invers).

3. V Z(py najdéte aspon jedno fesent (rizné od (0, 1), (1,0)) rovnice 22 +y? =
1

4. M4 v Zpy teseni rovnice 13x = 57
Resent:
1. Cislo 13 je prvoéislo, tedy 13|pq implikuje 13|p nebo 13|q.

2. Okruh Zpy sestdva ze zlomki, jejichz jmenovatel nenf délitelny 13. Uvazme

jeden takovy zlomek 7. Jak by mohl vypadat inverzni prvek? Rovnost
a c

75 =1 je z definice podilového okrhuhu splnéna préve tehdy, kdyz ac =

bd.

Pokud a neni ndsobek 13, muzeme volit ¢ = b,d = a a dostat tak inverzni
prvek g Naopak pokud a = 13e, tak rovnost ac = bd implikuje, ze 13 déli
bd, tedy 13|d. To je ale spor s definici Z(p), kde jmenovatelé nemohou byt

délitelni 13.
3. Z(py je podokruh Q, funguje tedy napiiklad reseni z = %, y = % Naopak

nefunguje (kvili délitelnosti jmenovatele 13) fesen{ x = %, y=1.



4. Necht tato rovnice mé feseni z = %. Potom 13% = 5 implikuje 13a = 5b,
tedy nutné 13[b. To je ale spor, protoze § ma lezet v Zpy. Rovnice tedy
nema Feseni.

Piiklad 7. Bud S = {1,z,22,...}. Uvazme podilovy okruh R[z]S~! (ra-
ciondln{ lomené funkce se jmenovatelem z S). Dokazte, Ze tento okruh je iso-
morfni okruhu Laurentovych polynomu nad R, tj. vyrazu tvaru

n
E a;x’,
i=m

kde a; € R am < n € Z (tj. povolujeme i zdporné exponenty) se s¢itdnim a
nasobenim jako bézné algebraické vyrazy.

Resent: Oznaéme R = R[z]S~'. Prvky R jsou raciondlni lomené funkce se jme-
1
novatelem tvaru xz*. Uvazme zobrazeni ¢, které zlomku W

rentuv polynom

priradi Lau-

1
w =aqz' ™"+t agr
x
Toto zobrazen{ je dobie definované (vysledek se nezmeéni pii rozsiten{ zlomku),
prosté a na. Zobrazeni ¢ také posila jednotku na jednotku, nulu na nulu, za-
chovavd soucty i souciny (ovéfit to posledni d4 trochu préce s indexy). Proto je
¢ hledany isomorfismus.



