Cviceni 22. 12. 2011

Priiklad 1. Které z nasledujicih okruhu jsou isomorfni?

Regeni 1. Prvni dva okruhy jsou isomorfni pomoci zobrazeni a 4+ 12Z — a
(mod 12).

Treti okruh je isomorfni okruhu Zjs[z], ktery mé nekoneéné mnoho prvkd,
a neni tedy isomorfn{ prvnim dvéma okruhum.

Priiklad 2. Dokazte, ze:

1.

Rese

1.

Rlz]/(z + 1)R[z] ~ R
R[z]/(z? + 1)R[z] ~ C
R[z]/(2? — 1)R[z] ~ R? (Nésoben{ v okruhu R? funguje po slozkach.)

ni 2. Klicové je uvédomit si, Ze polynomy muzeme délit se zbytkem.

Prvky okrubu R[z]/(z + 1)R[x] muzeme diky déleni se zbytkem psét ve
tvaru a + (z + 1)R[z], pficemz a € R je polynom tvofeny pouze abso-
lutnim ¢lenem. Nyni se snadno ovéii, ze zobrazeni a + (x + 1)R[z] — a je
isomorfismus.

Podobné jako vyse lze prvky R[z]/(z? + 1)R[z] psét ve tvaru az + b +
(22 + 1)R[z], kde a,b € R. Isomorfismus dostaneme volbou az + b + (2% +
1)R[z] — ai + b (Existuje ale jesté jeden mozny isomorfismus. Najdete
ho?).

Prvky faktorokruhu vypadaji podobné jako v bodé 2, totiz jako ax + b +
(22 —1)R[z]. Rozdil je v tom, ze v R[z]/(2? —1)R[z] funguje jinak ndsobenf;
mame
(ax + b+ (2% — DR[z])(cx + d + (2? — DR[z]) =
= acx® + (ad + be)x + bd + (2* — 1)R[z] =
= (ad + bc)x + bd + ac + (2 — 1)R[z].
Dostatecné dlouhym pozorovéanim tohoto vzorecku (napiiklad srovnanim

mnoziny prvku r, které splituji r> = r) zjistime, ze potiebujeme volit
isomorfismus az + b + R[z](2? — 1) — (a + b, —a + b).



Rychlejsi a elegantnéjsi je v tomto pripadé pouzit 1. vétu o isomorfismu,
kde volfme zobrazen{ f : R[z] — R?, které polynomu p(x) ptifadi dvojici
(p(1),p(—1)). Toto zobrazen{ mé totiz jadro presné (x? — 1)R[z].

Pro pokrocilejsi: Zkuste si rozmyslet, jak souvisi rozlozeni kofenu polynomu,
podle kterého faktorizujeme, se strukturou vysledného faktorokruhu.

Piiklad 3. Rozhodnéte, zda okruh Zs[z]/(2? + 1)Z2[z] je téleso.

Reseni 3. Pomoci déleni se zbytkem zjistime, ze zadany faktorokruh mé pouze
ctyti prvky:

0+ (22 + 1) Zo[x], 1 + (22 + 1) Za[z], 2 + (2% + 1) Zo[x], v + 1 + (2% 4 1)Zs[2]

Nynf (z + 1+ (22 + 1)Za[2])? = 22 + 1 + (22 + 1)Za[x] = 0+ (22 + 1)Zo[2], ¢ili
zadany okruh neni ani obor integrity, natoz téleso.

Piiklad 4. Dokazte, ze matice 2 x 2, jejichz prvky jsou suda ¢isla, tvori idedl
v okruhu M5 (Z). Dokazte, ze pifslusny faktorokruh je isomorfni Ms(Zs).

Regeni 4. Definujme zobrazeni f : Mz(Z) — Ma(Zs) tak, 7e matici <Lcl b)

d
a (mod 2) b (mod 2)
¢ (mod 2) d (mod 2)
okruhovy homomorfismus (nejvic priace dd ndsobeni matic) a Ker f jsou prave
vSechny matice se sudymi prvky. Prvni véta o isomorfismus pak dava zbytek.

prifadime matici ( ) . Snadno se ovéri, ze f je surjektivni

Priklad 5. Bud R obor integrity. Napiste inverzni prvek (na ndsobeni) k prvku
% € C?cl(}%)a a 7é 0.

Reseni 5. Mame %g = Z—fl’ = % = 1, kde jsme pouzili rovnost ab — ba = 0

(soucésti definice oboru integrity je komutativita).

Priklad 6. Bud R obor integrity. Najdéte prosty homomorfismus (vnofeni)
R — Cgcl(}%)

Reseni 6. Funguje 7 I
Piiklad 7. Popiste Q. (Z[x]).

Regent 7. Jsou to raciondlni lomené funkce; dvé takové funkce povazujeme (na

rozdil od analyzy) za sobé rovné, pokud se rovnaji na celé redlné ose az na
1

konecné mnoho bodu (abychom mohli psét tfeba T = 7).

Piiklad 8. Bud K komutativni téleso. Popiste Qg (K).
Regeni 8. Vyjde Qu(K) ~ K, protoze pokud je ¢ prvek podilového télesa, tak
b

ab”!
1

takze vnofeni z ptikladu 6 je bijekce.



