Druhd pisemka II

Piiklad 1. Najdéte H normdlni podgrupu grupy G = Zg X Z takovou, aby
G/ H byla isomorfn{ grupé Zs x Zs. Svuj postup podrobné zduvodnéte.

Resend: Uvazme zobrazeni f : G — Zs x Zs, které dvojici (m,n) € G pfitadi
dvojici (m (mod 3),n (mod 3)). Protoze 9 je ndsobek 3 a kongruence jsou kom-
patibilini se s¢itanim, je toto zobrazeni dobie definované a je to homomorfismus.
Navic je f zobrazeni na (pro kazdy prvek Zs x Zz najdu jeho vzor), tedy pouzitim
1. véty o isomorfismu pro grupy mame:

G/Kerf =~ Zg X Zg.
Grupa H ze zadani tedy bude jadro zobrazeni f, tj. mnozina
{(m.n) € G : 3|m, 3[n},

coz lze prepsat jako {0,3,6} x 3Z.

Ulohu lze Fesit i bez pouziti 1. véty o isomorfismu, pak je dobfe zkusit ji Fesit
»po Cdstech: Najit Hy 1Zg, ze Zg/H; ~ Z3 (bude Hy = {0,3,6}) a Hy <Z, ze
Z/Hy ~ Zs (bude Hy = 3Z), nacez zvolime H = H; x Hs. Tento postup nemusi
vzdy vést k cili, ale zde se vyplati.

Naopak se nevyplati volit H = {0} XZ, protoze Zg a Z3 x Zs nejsou isomorfni,
a¢ maji stejny pocet prvku.

Priklad 2. Kolik existuje navzajem neisomorfnich grafu (neorientovanych) na
¢tytech vrcholech, pokud povolime smycky (hrany se stejnym pocdtkem a kon-
cem)?

Resend: Ulohu vyfesime pomoci Burnsideova lemmatu. Uvazme akci Sy na
mnoziné vsech grafu (neorientovanych s moznosti smycek) na vrcholech {1, 2, 3,4},
kde permutace permutuji vrcholy. Potfebujeme uréit pocty pevnych bodu ruznych
permutaci z Sy.

Pro permutace z S4 mame nékolik moznosti:

1. Identita m4 za pevné body vsechny grafy (téch je 219).

2. Jedna transpozice (takovych je v .Sy celkem (3) = 6) m4 pevnych bodi 27
(kreslete si obrézek!).

3. Dvé disjunktn{ transpozice (takové jsou tii) maji pevnych bodii 2°.



4. Trojcyklus (téch je osm) mé pevnych bodu 2%.
5. Ctyicyklus (rovnéz Sest) ma pevnych bodi 2.

Burnsideovo lemma tedy dévé odpovéd o (2194627 +3-206+8-2446-23) = 90.

Pi#iklad 3. Pro G grupu znac¢me Ag = {(g,9) : ¢ € G} C G x G. Rozhodnéte,
zda vzdy plati:

1. A¢ je podgrupa grupy G x G.
2. Pokud Ag <G x G, tak G je komutativni.

Regeni: Obé tvrzeni plati. Abychom ukazali platnost prvniho, staci ovéfit, ze
Ag je uzaviend na grupovou operaci (to je pravda, nebot (g,9) ogxg (h,h) =
(g oG h,gog h)) a na inverzni prvky (podobné: (g,g)~tex¢ = (g~te, g=1e)).

Abychom dokéazali druhé tvrzeni, ukdzeme ze Vg,h € G,goh = ho g.
Méjme tedy dva takové prvky g, h. Paklize je Ag < G x G, tak musi platit
(e, h)Ag(e, h)fl = Ag.

Specidlné (e, h)(g,g)(e,h)~t € Ag. Ovsem (e, h)(g,9)(e,h)~! = (g,h " gh),
takze aby tento prvek lezel v Ag, musi platit g = h~'gh, coz snadno upravime
na pozadovanou rovnost hg = gh.



