
Cvičeńı 1. 12. 2011

Z přednášky v́ıme (Frobenius-Stickelberger), že každá konečná komutativńı grupa
je isomorfńı součinu grup Zp

ni

i

, kde pi jsou prvoč́ısla.
Jak takový součin naj́ıt? Pomoćı řád̊u prvk̊u G. Nejprve identifikujeme p-

primárńı komponenty, tj. podgrupy G tvořené prvky řádu mocniny p. Pǐsme

Gp = {g ∈ G : ∃l, |g| = pl}.

Nutně bude Gp isomorfńı součinu
∏k

i=1
Zpmi pro nějaká m1, . . . ,mk, která

potřebujeme naj́ıt. To se dá provést pomoćı faktorizace jako ve skriptech, nebo
na koleně pomoćı zkoumáńı prvk̊u Gp největš́ıho řádu. Např́ıklad pokud v G2

nemáme prvek řádu větš́ıho než 2, tak G2 bude součin grup Z2 (tj. nenajdeme
tam třeba Z4).

Užitečné je, že pokud je G cyklická, tak je nutně cyklická i každá p-primárńı
komponenta, tedy Gp = Zpm .

Pro n přirozené č́ıslo nadefinujeme grupu

Zm = ({k ∈ {1, . . . ,m} : k a m jsou nesoudělná}, ·m),

kde ·m je násobeńı modulo m.

Př́ıklad 1. Které z následuj́ıćıch grup jsou cyklické? Z365, Z
⋆
8
a Z

⋆
25
.

Př́ıklad 2. Dokažte, že grupa Zm × Zn je cyklická právě když jsou m,n ne-
soudělná.

Př́ıklad 3. Napǐste následuj́ıćı grupy ve tvaru součinu grup Zp
ni

i

: Z4, Z12, Z30

a Z144.

Př́ıklad 4. Napǐste následuj́ıćı grupy ve tvaru součinu grup Zp
ni

i

: Z⋆
7
, Z⋆

17
, Z⋆

25

a podgrupa diagonálńıch matic v GL(3,Z3).

Př́ıklad 5. Najděte n 6= m taková, že Z
⋆
n ≃ Z

⋆
m.

Př́ıklad 6. Dokažte, že Z
⋆
m je grupa pro každé m ∈ N.
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