Algebraici nejsou hustodémoni

Alexandr Kazda

Cilem tohoto kratkého textu je vAm pomoci tspésné piezit prvni kontakt s
teorii grup, okruht a moduli. Nechci vés tu ucit matematiku, ale spis naznagcit,
jaky druh mysleni je v algebfe potieba.

Abstraktni algebra je oproti tfeba analyze méné intuitivni; sice tu nemame
epsilony a delty, ale zato se bavime o objektech, které jako by spadly z Mésice.
Grupy? Okruhy? Télesa? Moduly? Kam na ty nazvy ti matematici chodi?

Odpovéd na posledni otdzku je, ze ndzvy matematickych pojmu vyplyvaji
z historického vyvoje — algebra z Meésice nespadla, je to lidské dilo. V dnesni
podobé se algebra zformovala relativné neddvno, béhem 19. a prvni poloviny 20.
stoleti. (Vérte nevérte, na zacdtku byla geometrie a otdzka Fesitelnosti rovnic.)
Pokud vam bude algebra ptipadat jako ndhodny shluk tvrzeni, séhnéte po néjaké
knizce o vyvoji moderni matematiky — v historickém kontextu by vam mohly
viechny ty faktorgrupy zaéit ddvat smysl. Dobré (byt ne vzdy zcela piesné) étent
je treba knizka Simona Singha ,Velkd Fermatova véta“ nebo webovy ¢lanecek
“The Origins of Abstract Algebra”.
http://www.math.hawaii.edu/ lee/algebra/history.html

Tak feknéme, ze uzndvame pravo algebry na existenci a vime, ze se alge-
braické objekty hodi pro mnoho ryze praktickych aplikaci (napiiklad t¥i véci
na k: kryptografie, krystalografie a krutd ¢asticova fyzika). Jak si na algebru
zvyknout? Existuje nékolik triku, které vam putovani po grupéach a okruzich
ulehdd.

1 Tipy a triky

e Pamatujte, ze ekvivalence se typicky dokazuje jako dvé implikace.

Podobné rovnost mnozin se nejsnaze ovéii jako dveé inkluze.

Obecné: Velky problém se nejlépe vytesi tak, ze si ho rozlozite na nékolik
lehéich problému (hleddm mista, kudy lze na problém zaitocit).

Je problém piilis tézky? Zkuste zformulovat a vyfesit jeho lehéi variantu
(tfeba pro komutativni grupy misto obecnych grup).

e Nezapomiite, ze pokud mame Vg, h¢(g, h), kde ¢(g, h) je néjakd podminka
(tfeba rovnice), tak muze byt g=h.



1.1

Kdyz na vas vybafne rovnice, muzete ji zleva i zprava nasobit pismenky a
dostanete dusledky rovnice (Gasto dokonce dostanete rovnici ekvivalentnf
s tou puvodni). Jakd pismenka volit? To je obéas orfsek, ale na druhou
stranu nékdy ja to o¢ividné: Rovnici zy~! = zy~! tfeba skoro ur¢ité chci
vynasobit y zprava, abych dostal x = z.

Z dobrych divodi je v piipadé grup oblibend posloupnost pismenek ghg~!
(konjugace). Pokud nevite, co dél, zkuste najit/vyrobit podobny vyraz.

Tajmeny vyraz homomorfismus znamena ,chovd se dobie na operace®.
Pokud se v zaddni problému vyskytuje homomorfismus, nejspis v néjaky
okamzik budete potiebovat pouzit vztah typu f(xy) = f(x)f(y).

A konecné: Spousta véci ze skript se d4 dokazat z definice: Prosté dosad'te
do definice pojmu X vlastnosti pojmu Y a pouzijte selsky rozum. Kdyz
budete mit stésti (jakoze asi v deseti procentech pifpadu ho mit nebudete,
protoze to jsou tézké véty), tak dokédzete, ze kazdé Y je X.

Intuice

Algebra bez intuice je na houby. Abyste méli Sanci tenhle kurs se cti absolvovat,
potfebujete si pfi slové ,,grupa“ predstavit néco jiného nez ,,to je ta divnd véc ze
skript“. Proto silné doporucuji vybudovat si zoo z grup a okruhu. Na pomeérné
konkrétnich obyvatelich tohoto zoo pak muzete testovat hypotézy a zkouset
dokazovat véty.

1.1.1 Pavilon grup

(nedéste se, detaily budou na cvicenich):

(Zn, +) (komutativni, koneénd, snadno se v ni pocita)

Z, (pordd komutativn{ a konetnd, ale uz dd praci spocitat inverzy)
(Z,+) (komutativni, nekone¢nd, péknd)

Grupa D,, symetrii n-thelnika s operaci skladdni symetrii

Sy (nejobecnéjsi koneéné grupy)

1.1.2 Pavilon okruhu

Stara dobrd télesa: R, Q,Z,.
L

Z

M(n,R) (matice)

M(n, Zy,)

Polynomy v jedné neurc¢ité nad R, Z



1.1.3 Kabinet modulia
e R™ (jako vektorovy prostor) nad R
e R™ jako modul nad M(n,R)
e Z nad Z (ndsobeni je ndsobeni v Z)

e (Z,,+) nad Z (ndsobeni jako v Z,,)



