Domaci ukol ¢islo 6 — reseni

Zadani. Bud d € N ¢islo takové, Ze \/d neni celé ¢islo. Dokazte, Ze potom pro
kazdy polynom f € Z[x] a kazdé a,b € 7 plati, ze a + \/db je kofenem f, prdvé
kdyz a — /db je kotenem f (analogie komplezné sdruzengjch kofenti redlngch
polynomai,).

Reseni: Uvazme okruh Z[\/ﬁ] Protoze d neni ¢tvercem prirozeného ¢isla, plati
a++Vdb =0, pravé kdyz a = b = 0.

Nadefinujeme si nyni zobrazeni h : Z[v/d] — Z[/d], které ¢islu a + v/db
piifadi ¢islo a — v/db. Zjevné h je bijekce a plati h(k) = k pro kazdé k € Z.
Chceme ted ukézat, ze h je dokonce automorfismus (isomorfismus ze Z[v/d] do
sebe).

Nenf tézké si rozmyslet, ze plati h(s-+7) = h(s)+h(r) pro kazdé r, s € Z[/d|.
Ukazeme podrobné, 7e také h(s-r) = h(s) - h(r) pro kazdé r,s € Z[Vd):

hl(a + Vdb) - (a' +Vdb')] = hlad’ + dbb’ + Vd(ba' + ab’)] =

= aa’ + dbb' —Vd(ba' + ab') = (a — Vdb) - (a/ = Vdb') = h(a + Vdb) - h(a' + Vdb').
Mate tedy h automorfismus okruhu Z[\/&], ktery je identita na Z, coz je

presné ten spradvny néstroj pro dokonéeni dikazu. Bud nyni f € Z[z] a m&jme

a,b € Z, ze plati f(a++/db) = 0. To je rovnost v Z[+/d]. Zaptisobme tedy na obé

strany této rovnosti automorfismem h a dostaneme h(f(a + v/db)) = h(0) = 0.

Protoze koeficienty f jsou celd ¢isla, kterd se aplikaci h nezmeéni, plati h(f(r)) =
f(h(r)) pro kazdé r € Z[\/d]. Potom ale:

fla=Vdb) = f(h(a+Vdb)) = h(f(a+ Vdb)) = h(0) =0,

coz jsme chtéli.



