Domaci ukol ¢islo 5 — reseni

Zadani. Najdéte vsechna x,y € Z, pro kterd plati x* + x = 3.

Reseni: Protoze celd cisla tvoii UFD (Gaussiv obor), lze y* psit ve tvaru
:i:p?"1 . pin’“, kde p; jsou po dvou ruzné prvocisla a znaménko volime tak, aby
vSe fungovalo.

Nutné tedy

z(z+1) = +pi™ . i

Nyni z, x+1 jsou zjevné nesoudélna ¢isla, takze kazdé z x, x + 1 si ze soucinu
:i:p:l)’"1 . pin’“ ,vezme“ jiné prvocislo (tohle pozorovani lze hodné zobecnit, ale
my to délat nebudeme). Dostdvame, Ze jak x, tak x + 1 musi byt tFet{ mocninou
néjakého celého ¢isla. (Obecné podobné véci plati az na prondsobeni néjakou
jednotkou, ale nastésti v Z mame jednotky jenom +1 a tfeti mocnina umoziuje
piipadnou —1 ,schovat® dovnitt.) To vypadd pomérné nepravdépodobné.

Bud tedy z =3,  + 1 = 53 pro néjakd r, s € Z. Mame
P4l=s
1=35—1r3=(s—7)(s* + s +17)
Vime pfitom, ze s> > 72 a protoze tfeti mocnina je funkce prostd, musi byt
s —r > 0. Protoze s,r jsou celd, musi byt s —r = s +sr +r2 = 1.
Ted je asi nejjednodussi prosté dosadit s = r+1 do rovnice s2 4+ sr+7r2 =1,
¢imz dostaneme rovnici
(r+12+rr+1)+r2=1
rP42r+ 147 +r+r°=1

3r +3r=0
2 4+r=0
Posledni rovnice ma v Z dvé feseni r = 0 a r = —1. Kdyz nyni dosadime = = r3,

y = /x(x + 1), dostaneme dvojice =0,y = 0 ax = —1,y = 0, které skutecné
fesi i puvodni rovnici (jak jsme mohli uhddnout uz na zacdtku). Jind feseni
existovat nemohou.



