1. PoLYNOMY

Definice 1.1. Nechf R = (R, +, —,0,,1) je okruh a G = (G, ®, e) je monoid. Pak definujeme
monoidovy okruh RG = (RG,+, —,0,+,1), kde RG = {f: G — R | f(g) = 0az na kone¢né mnoho g €
G} a piislusné operace jsou definovany nasledovné:

_l._
f.f'eRrG, f+f:G — R
g = fl9)+f9)

fERG, —f:G
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1:G — R
e — 1

e#tg — 0

Poznamka 1.2. (1) Prvky mnoziny RG ¢asto zapisujeme formdlné jako f = ) 4G T99>
kde f(g) =ry € R.
(2) V definici - s¢itdme pies viechny rozklady prvku g, tj. pfes vSechny usporadané dvojice
[h, W] takové, ze g = h®h'. Takovych rozkladu muze byt nekoneéné, nicméné z definice
mnoziny RG je ihned vidét, ze i tak se jedna o kone¢ny soucet prvku z R. (¢ili - je
dobfe definovana operace).
(3) Dokazeme nyni, ze - je asociativni bindrni operace na mnoziné RG. Pro x,y, z € RG,

g € Gméme [(z-y)-2](9) = X (z-y)(h)-2(h)= > ( > =(") y(h")-

g:hGh/ g:th/ h:h///Qh//
2h)y= > w(h)-y(h") - 2(h).
g:h///®h//®h/
Stejné tak [z-(y-2)[(9) = > «(h”)-(y-2)(h) = > =(")-( > y(h"):
g=h""®h g=h""®h h=h""Oh
z(h')) = > z(h")-y(h") - z(W'). Cili - je asociativni bindrni operace. Nyn{ jiz
g:h///Qh/IGh/

neni tézké ovérit, ze (RG,+, 1) je monoid a ze (RG,+,—,0,+,1) je skuteéné okruh.

Lemma 1.3. Nechf G = (G,®,¢) je monoid a R = (R,+,—,0,-,1) je okruh. Pak G je
podmonoidem v monoidu (RG,-,1) a R je podokruhem v okruhu RG.
1
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Diikaz. Dukazem prvniho tvrzeni bud’ ndsledujici prosty monoidovy homomorfismus

kde zobrazeni f,; je definovdno nasledovné

fg:G — R
g — 1
h#g — 0
Diikazem druhého tvrzeni bud nésledujici prosty okruhovy homomorfismus
Yr: R — RG
o= fr

kde zobrazeni f, je definovano nasledovné

frG — R
e +— r
g#e — 0
Ovétte si jako cviceni, Ze 1g 1 g jsou skutetné prosté homomorfismy. O

Priklad 1.4 (Polynomy jedné neurcité nad okruhem R). Uvazme monoid G = (N,+,0) ~
({z™ | n € N}, -, 1), kde bindrni operace - a nuldrni operace 1 jsou definovdny nésledovné:
2™ 2" = 2™t a1 = 20, Isomorfismem téchto dvou monoidl je zobrazeni ¢ : n +— ™.
Mnozina RG pak formalné vypada nasledovné: f € RG < f = ) yra2", pricemz f(x")
je definovano jako r, € R. Okruh RG znac¢ime R[z| a fikdme, Ze je to okruh polynomi jedné
neurcité nad R. PopiSme jesté dvé zakladni vnoreni.

vg: G — Rz

n — T
Yr: R — R[]
r o= rex

Priklad 1.5 (Polynomy koneéné mnoha komutujicich neuréitych nad okruhem R). Bud 1 <
n € N. Uvazme monoid G, = (N*,+,0) ~ ({z¥*,...,2k | (k1,...,k,) € N"},-,1), kde
operace +, 0, -, 1 jsou definovany nésledovné: (ky, ..., ky)+(k}, ..., k) = (ki+k], ... kn+k)),

A k ! k141 ..

0=(0,...,0), (z7", ..., 2k) - (a7,... 2lr) = (:U11+ Loake ey a1 = (29, ..., 20). Mnozina

RG,, formalné vypada nésledovné: f € RG, < f = > r(khm’kn)xlfl <o gkn | pricemsz
(k1,....kn)EN

f(zlfl .. zFn) je definovano jako T(ky, kn) € B. Okruh RG,, znacime Ry, ..., z,] a fikdme,

ze je to okruh polynomi n-neurditych nad R. Popisme jesté dvé zakladni vnofeni.
Yg,: Gn — Rxy1,...,2,]

(ki,... kn) +— xlflxﬁn

Yr: R — Rlxy,...,xq)

T r-m(l)---:n%
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Pro obraz zobrazeni g, plati Im g, ~ G, = {x’fla:fl" | (ki,...,kn) € N"}, coz jsou
takzvané monické monocleny. Pro zobrazen{ ¢g plati Im g R = {r-a%---20 =r-1|r €
R}, coz jsou takzvané konstantni polynomy.

Priklad 1.6 (Polynomy x komutujicich neur¢itych nad R). Bud  libovolny kardinél. Uvazme
monoid G = (N, +,0) ~ ({pes 2k | (ko) € N1 . 1). Analogicky jako v predchozich
piikladech dostavame RG, okruh polynomi k-neurcityjch nad R.

Pozndmka 1.7. Necht R, R1, Ro jsou okruhy, necht G, Gy, Gy jsou monoidy, necht p: Ry — Ry
je okruhovy homomorfismus a necht ¢': G; — G35 je monoidovy homomorfismus. Krdsnou
vlastnosti konstrukce monoidového okruhu je to, ze se z ¢ resp. ¢’ dd snadno udélat okruhovy
homomorfismus ¢: R1G — RoG, resp. 45’ : RG1 — RG5y. A to nésledovné:

Q: RlG — RQG

drgg = > plrg)g

geG geG

@’:RGl —  RG9

D rgg = Y e (g)

geG geG

Oveérte jako cviceni, ze se skuteéné v obou pfipadech jedna o okruhovy homomorfismus.
Pokud si za G zvolime {e} a za ¢’ zvolime . : G1 — {e},g — e, dostaneme okruhovy
homorfismus z RG; do R:

Ye: RGi — R{e} =R

ngg — ng

geG geqG

Jeho jadrem je pfirozené idedl a tento idedl ma svuj ndzev (protoze se s nim ¢asto pracuje) a
fikd se mu fundamentding idedl.

Priklad 1.8 (Grupové okruhy). Pokud G je dokonce grupa a necht R je okruh, pak okruh RG
nazyvame grupovym okruhem grupy G nad okruhem R.

Véta 1.9. Necht G je grupa, K komutationi téleso a 1 < n € N. Pak existuje vzdjemné
jednoznacénd korespondence mezi tridami ekvivalence reprezentaci grupy G stupnén nad K a
tridami izomorfismi levijch KG-modulu jejichz K -dimenze je n.

Dukaz. Uvedeme pouze naznak dukazu. Nejdiivé poznamenejme, ze diky vnoreni K — KG je
kazdy K G-modul i K-modul, takze skute¢né muzeme pozadovat, aby K-dimenze KG-modulu
byla n. Nyni ke tfidé ekvivalentnich reprezentaci najdeme KG-modul. Méjme tedy T tiidu
ekvivalentnich reprezentaci stupné n nad K. Poznamenejme, Ze se jednd o tfidu zobrazeni
¢: G — GL(n, K). Jako nosi¢ modulu M si vezmeme aritmeticky prostor n-tic prvku z K,
tedy M = K. Definujeme levé ndsobeni prvky z KG nésledovné:

kl kl
def.

O k9) - =N kg plg) x|

9 kn 9 kn
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A nyni ke KG-modulu, jekoz K-dimeze je n najdeme reprezentaci grupy G stupné n nad K.
Necht tedy N € KG-Mod, dimg N = n a necht B je baze N jako K-modulu. Definujme
reprezentaci

¢:G — GL(n,K)
g = Ag
kde A, je matice nasledujictho automorfismu ay modulu A vzhledem k bézi B.
ag: N — N
n +— g-n
ag je tedy ndsobeni zleva prvkem g. O

Priklad 1.10. Bud’ G kone¢nd grupa, |G| = n, K bud komutativni téleso. Oznac¢me ¢ reguldrni
reprezentaci G nad K. Uzijeme-li znaceni z véty 77, ma ¢ nasledujici tvar:
¢:G — GL(n,K)
g — YbolLyo b1
Podivejme se jesté jak vypada odpovidajici levy KG-modul. Jako nosi¢ si vezmeme mnozinu

M = K", coz je linearni aritmeticky prostor dimenze n a ndsobeni zleva prvky z KG je
definovano néasledovné:

kl kl
O kg | 1| =D kg tp(boLgob ) x| :
9<C k) o ko
Definice 1.11. Necht R je okruh a necht R|[x1,...,z,] znaci okruh polynomu n-neurcitych
nad R. Z piikladu 1.5 vime, ze f € RG & f = > T(kl,...,kn)xlfl - zFn. Definujeme
(k1,0 kon ) ENP

nosic¢ polynomu f jako supp (f) = {(k1,---,kn) | 7(ky,... kn) 7 0}. Polynom f se da tedy zapsat

také jako f = > r(kl,‘_”kn)mlfl e xﬁ”. Jiz by mélo byt zfejmé, ze nosi¢ libovolného
(k1,....,kn)€supp (f)
polynomu je kone¢nd mnozina.

Definice 1.12. Na mnoziné N” definujeme lexikografické uspordidani <pgx klasickym zpusobem:
pro (ki,....kn) # (li,-.-,ln) je (k1,...,kn) <cex (l1,...,0n), pravé kdyz pro i nejmensi
takové, ze k; # [; plati, ze k; < l;. Definujeme téz neostrou verzi tohoto uspotfadéni.

Definice 1.13. Bud f = > r(kl,wkn)x’fl -~ zFn nenulovy polynom z Rx1,. .., z,].
(k1,....kn)ENT
Kazdému ¢lenu r(kl,wkn)mlfl - zkn ve formalnim zdpise polynomu f se iikd monoclen, pokud

navic 7(x, . x,) = 1, mluvime o monickém monoclenu. Déle definujeme:
(i) Stuperi polynomu f jako deg(f) = max{> " ki | (ki,...,kn) € supp(f)}inN.
Stupen nulového polynomu definujeme jako —1.
(ii) Vysku polynomu f jako ht (f) = maxppx {(k1,...,kn) | (k1,...,kn) € supp (f)} €
N”.
(iii) Vedouci monoclen polynomu f jako Im (f) = xlfl coogkn kde (i, ..., k) = ht (f).
(iv) Vedouct koeficient polynomu f jako lc (f) = r, .. k), kde (ki1,..., kn) = ht (f).

Priklad 1.14. Uvazme okruh Q[z1,...,7,] a polynom f = 3x3xs + 10232z, + 2. Pak plati
deg (f) =13, ht (f) = (2,0,0,0,1), Im (f) = 2325 a lc (f) = 3.
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Priklad 1.15. Uvazme okruh R[x] a libovolny nenulovy polynom f = Zﬁ:o anx™, ap # 0 z
tohoto okruhu. Pak plati deg (f) = k, ht (f) = (k), Im (f) = 2%, lc (f) = a.

2. MOCNINNE RADY

Definice 2.1. Nechf G = (G, ®,¢€) je monoid. Rekneme, ze monoid G je finitdrni, pokud
kazdé g € G méa jen konecné mnoho vyjadieni tvaru g =h © b/, h, i € G.

Pozndamka 2.2. V piikladech 1.4, 1.5 a 1.6 byly monoidy G (defini¢ni obory zobrazeni z RG)
finitdrnimi monoidy. Déle ziejmé plati, ze grupa G je finitarnim monoidem, pravé kdyz je to
kone¢nda grupa.

Definice 2.3. Necht G = (G,®,e) je finitdrni monoid a R = (R, +, —,0,,1) je okruh. Pak
definujeme okruh formdinich mocninngch 7ad (RG) = (R%, 4, —,0,-,1), kde R® je mnozina
véech zobrazeni z G do R a operace na R jsou definovény stejné jako v pripadé monoidového
okruhu.

Pozndmka 2.4. Ziejmé RG je podokruhem v (RG).

Priklad 2.5. (1) V piipadé, kdy G = N se (RG) znacéi R (z) a prvkum tohoto okruhu
itkdme formdini mocninné fady a ¢asto je zapisujeme ve tvaru Y o rpa™.
(2) V pripadé, kdy G = N” se (RG) znaéi R (x1,...,2,) a prvkum tohoto okruhu iikdme
formdIni mocninné tady neurcitych x1, . .., x, a Casto je zapisujeme ve tvaru Z(kl,...7kn)e/\f” T(kl,‘..,kn)l“’{
(3) Aby grupa G byla finitdrnim monoidem, musi byt koneénd. Pokud ale G je konecny
monoid, pak (RG) = RG. Cili v pifpadé kdy G je grupa, nepfinese konstrukce okruhu
formélnich mocninnych fad oproti grupovému okruhu nic nového.

3. OBORY INTEGRITY

Lemma 3.1. Pokud R je navic obor integity, pak pro libovolné dva nenulové polynomy f, g
z R[x1, ...,y plati:
(i) im(f-g) = Im(f)-Im(g)
(ii) le(f - g) = lc(f) - le(g)
(iti) At (f - g) = ht(f) + ht(g)
(iv) deg(f-g) = deg(f) - deg(g)-

Dukaz. Oveéite jako snadné cviceni. O
Lemma 3.2. Necht R je obor integrity. Pak i R[z1,...,xy] je obor integrity.

Dikaz. Méjme dva nenulové polynomy z R[x1, ..., z,]. Potfebujeme dokazat, ze i jejich soucin
je nenulovy polynom. To je vSak snadnym dusledkem 3.1. O

Lemma 3.3. Necht R je obor itegrity, f,g € R[z], g # 0 a necht lc(g) je invertibilni v R. Pak
existuji jednoznacéné urcené polynomy p,q € Rlx| takové, Ze f =q-g+p a deg(p) < deg(g).

Dikaz. Nejdiive dokézeme existenci polynomu p a q. Pokud je deg(f) < deg(g), vezmeme
jako p polynom f a jako ¢ nulovy polynom. Necht tedy deg (f) = deg(g)+k, k > 0. Polynomy
f a g muzeme vyjadiit v nasledujicim tvaru:

m—+k m

f= Z anr”, g = ana:”
n=0 n=0
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kde a1k # 0 a by, je invertibilni v R. Dikaz existence p a ¢ provedeme indukei dle k. Pokud
je k rovno nule, zvolime p a ¢ nasledovné:

q = ambr_nl
p o= f—q-g=Ff—amb' O bma™)
n=0

Ziejmé plati, ze f = q¢- g+ p a deg(p) < m = deg(g). Nechf nyni je k& > 0. Polozme
fi = f — amarb; x*g, pak deg (f1) < m + k. Polynomy f; a g spliiuji indukéni predpoklad,
takze existuji ¢; a p1 € R[x] takové, ze fi = q1 - g + p1 a deg(p1) < deg(g). Dostavame:

f=Ffi+ amirby'©g = (@1 + amirby'a)g + py
Volbou ¢ = (q1 + amarb;,'z¥) a p=p; méme f = q-g+p a deg(p) < deg(g). Zbyva ukazat
jednoznacnost p a q. Necht tedy f = q1-g+p1 = g2 g+ p2, deg (p;) < deg(g) pro i = 1.2.
Upravou predchoziho dostavame:

(@1 —q2)g=p2—m
Predpokladejme pro spor, ze (¢1 — q2) # 0. Nyni spoc¢itdme stupné polynomu na levé a pravé

strané rovnosti: deg ((q1—q2)g) = deg ((q1—q2))+deg (g) > deg(g), ale deg (p2—p1) < deg(g),
z ¢ehoz plyne, Ze q1 = qo, takze p1 = ps, ¢imz je dokdzdna jednoznacnost polynomu p a ¢g. O

Definice 3.4. Necht R je okruh. Potom R je obor integrity hlavnich idedli (OTHI), pokud
R je obor integrity a kazdy idedl v R je hlavni (tj. generovany jednim prvkem).

Priklad 3.5. Uvedme par piikladii oborti integrity hlavnich ideald.
(1) Okruh Z je oborem integrity hlavnich idedlu. Idedly v Z jsou pravé vsechny podmnoziny
tvaru n - Z, n € N, tedy vzdy generované jednim prvkem n.
(2) Kazdé komutativni téleso K je jisté oborem integrity hlavnich idedlt, nebof K ob-
sahuje praveé dva idedly ato0=0-K a K =1- K.

Véta 3.6. Necht K je komutativni téleso, pak R = K[x] je obor integrity hlavnich idedli
(OIHI).

Diikaz. Necht Z je vlastni idedl v R. Ozna¢me ng minimdlni prvek mnoziny {n € N | 3 f €
I: f#0Adeg(f) =n}a fo piislusny polynom z Z. Dokézeme, ze I = Rfy ={g- fo | g € R}.
Ziejmé Rfy C I nebot T je idedl. Naopak pro libovolny polynom h € I existuji podle lemmatu
3.3 polynomy p a q € R takové, ze h = q- fo+p a deg (p) < deg (fo). Jelikoz polynomy h a q- fo
jsou z idedlu Z, je i polynom p z Z. Stupen polynomu fy byl minimalni ze v8ech nenulovych
polynomu z 7, z ¢ehoz plyne, Ze p je nulovy polynom. Takze mame h = ¢ - fo, coz dokazuje
opacnou inkluzi. O

Priklad 3.7. Nasledujici ptiklad ukazuje, ze dusledek 3.6 nelze zobecnit na okruh polynomii
vice nez jedné proménné. Nechf R = K|z1, 2], kde K je komutativni téleso. Uvazme vlastni
idedl I = R - x1 + R - x2, ukdzeme, Ze tento idedl neni hlavni. Pro spor pfedpokladejme, ze
R-z14+ R-z2 = R- f. Pro polynomy z1 a z2 tedy existuji polynomy g1 a go tak, ze x1 = g1 - f
axo =gy f. Z 3.1 dostavame néaledujici rovnost:

r1 =1m(z1) = lm (g1) - Im (f)
Ze které plyne, ze f = x1 nebo f = 1. Obdobné:

9 =1m (z2) = lm (g2) - lm (f)
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7Z tehoz plyne, 7ze f = x5 nebo f = 1. TakZe f = 1 a tedy I = R, coZ je spor nebot ideal T
je jisté vlastni. Tento piiklad zaroven ukazuje, ze vlastnost okruhu byt OIHI se nepfenasi na
okruh polynomu jedné proménné (dukaz sporem: pokud by se vlastnost byt OIHI pfendasela
z okruhu R na okruh R[z], méli bychom, ze pokud je R OIHI, je jim i R[x] a protoze
(R[z1])[x2] ~ Rlx1, z2], je OIHI i R[z1,x2], coz je ale spor s nasim piikladem).

4. NOETHEROVSKE OKRUHY

Definice 4.1. Okruh R je noetherovsky, pokud v R neexistuje nekonecny ostie rostouci
fetézec idedlu (ostie rostoucim fetézcem se mysli posloupnost tvaru I1 C Is € Is C ... ).

Lemma 4.2. Okruh R je noetherovsky prdveé, kdyz kazdy idedl v R je konecéné generovany.

Dukaz. Predpokladejme, ze R je noetherovsky a pro spor predpokladejme déle, ze v R existuje
ideal I, ktery nemé& kone¢nou podmnozinu generatoru. Jelikoz I nemé kone¢nou podmnozinu
generatoru, muzeme postupné vybirat prvky ri,rs,--- € I tak, abychom dostali nésledujici
ostie rostouci fetézec idealu

Ogerngg---glgR.

Coz je ale spor s tim, ze R je noetherovsky okruh.

Ptredpoklddejme nyni, ze kazdy ideal v ‘R je konecné generovany a pro spor piedpokladejme
dal, ze R neni noetherovsky okruh, tedy, ze v R existuje nasledujici nekoneény ostie rostouci
fetézec idedlu

NChG - ClLChu G- CR
Polozme I = |J, . In- Je snadné ovéfit, ze I je idedl (pro libovolné dva prvky a, b € I
existujen € Ntak,zea € I, abe I, takzeiatbe I, Clar-a¢€l, CI,zcehoz plyne, ze

I s restrikcemi operaci z R je ideél). Necht tedy {r1,...,7,} C I je jeho koneéna podmnozina
generatoru. Jisté pro kazdé r; existuje j,, € N tak, ze r; € I'ri' Polozme j = max;—1, i jr;-
Pak ale I C I, cili I = I}, coz je spor s tim, Ze I 11 2 I;. ([l

Véta 4.3 (Hilbertova o bazi). Nechf R je noetherovsky okruh. Pak okruh R[zi,...,x] je
také noetherovsks).

Diikaz. V prvni fadé si uvédomime, ze tvrzeni staci dokdzat jen pro ptipad n = 1, zbytek
totiz plyne z isomorfismu okruhu R[z1, o] ~ (R[x1])[x2]. Déle dle 4.2 staci ukazat, ze kazdy
ideal okruhu R[z1] je konetné generovany. Oznacme S = R[x1].

Necht T je idedl v S. Pro kazdé n > 0 piirozené definujme mnozinu J, = {r € R | 30 #
fr€l:lc(fy) =rdeg(fr) =n}U{0}. Ukdzeme, ze J, jsou idedly v R a ze mame nésledujici
fetézec idedlu v R

JoC S/ C--CJp Cpp1 ©--- C R
e Jiste 0 € J,. Pokud r,7" € J,,, pak i r + 1" € Jy, nebot lc(f,. + f.) = r + ' (pokud
r+1' #0). Pokud r € J,, pak i —r € J,,, nebot lc(—f,) = —r. Pokud 0 # s € R a
zéroven 0 # r € J,,, pak i sr € J,, nebot lc (sf,.) = sr.
e Pokud 0 # r € J,, pak r € J,4+1, nebot deg (zf.) =n+1alc(zf,)=r.
Podle predpokladu je R noetherovsky okruh, tedy existuje m > 0 pfirozené takové, ze se
fetézec u Jp, zastavi, tedy takové m, ze Jp, 4+ = Jm pro kazdé k > 0 pfirozené. Déle vSechny
idedly J,, jsou konecné generované dle 4.2. Ozna¢me {r; o, . .., ik, } kone¢nou generujici podmnozinu
idedlu J;. Ukéazeme, ze koneénd mnozina F' polynomii

{f’r‘(),oa'"7f7’(),k07f7’1,07"' 7f7‘17k17"'7f7’m,07"' 7f7'm,km} = F g I
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generuje [
Ziejmeé fer Sf C I, protoze T je idedl. Pro opac¢nou inkluzi predpoklddejme pro spor,

ze existuje nenulovy polynom g € I\ > ser S f. Vyberme takové g minimalniho stupné a

oznac¢me n = deg (g), r = lc (g). Rozlisme dva ptipady

n < m: Mame r € Jy, proto r = ry o1+ -+ 7, 7, Pro néjaké rg, ... € R. Tedy lc(g) =
le (fr,0)r0+- - +le(fr, )7, Pakale g = g—fr, o0+ 4 fro 0, T, €I\ ger Sf
a navic deg (¢') < deg(g), coz je spor s predpokladem, ze g je minimélnfho stupné.

n > m: Mame r € J,, proto r = r, or{+- - -—&—rn,knr;% pro néjaké ry, .. .rfgn € R. Tedy lc (g) =
le (f?"n,o)r(l) +---+le (fT‘n,kn)T;fn' Pak ale ¢’ = g — xnimfrn,oré) +e xnimfrn,knrfcn €
I\>_ tep S anavic deg (¢") < deg(g), coz je spor s piedpokladem, ze g je minimalniho
stupné.

Dokékzali jsme ze v R[z1] je kazdy ideél kone¢né generovany, dle 4.2 je R[x1] noetherovsky

okruh. 0

Nyni se opét budeme vénovat vyhradné oborum integrity, tedy komutativnim okruhtum, ve
kterych plati ab=0= (a =0V b=0)

Lemma 4.4. Necht R je obor integrity hlavnich idedli, pak R je noetherovsky obor integrity.

Dukaz. Pro spor predpokladejme, ze v R existuje nekonetny ostie rostouci fetézec idealu
IL CIy... I, € Iy € ... Uvazme mnozinu I = J,, o In- Je snadné ovérit, ze I je ideal.
Protoze I je idedl, existuje r € R takové, ze I = R - r, ale zaroven musi existovat i n € N
takové, ze r € I,. Protoze I, je idedl, plati, ze R -r C I, coz implikuje I C I,, C I. Takze
dostavame I = I, = I, 11, coz je spor s tim, ze fetézec ideala byl ostie rostouci. O

5. (GAUSSOVY OBORY INTEGRITY A OBORY INTEGRITY JEDNOZNACN{’CH ROZKLAD{I
(UFD)

Definice 5.1. Nechf R je obor integrity, a,b € R. Rekneme, ze a déli b (a je délitelem b),
pokud Jc¢ € R tak, ze b = ac (ekvivalentné Rb C Ra). Znaceni a | b. Pokud navic Rb C Ra,
fekneme, ze a je vlastnim délitelem b. Déle fekneme, ze a je asociovdno s b, pokud a | b a
zéroven b | a (ekvivalentné Ra = Rb). Znaceni a || b. Relace byt asociovan je relace ekvivalence
na mnoziné R.

Priklad 5.2. Necht R je obor integrity, r € R. Pak r || 1 pravé, kdyz r je invertibiln{. Dukaz
muzeme provést napiiklad takto: r || 1 préavé tehdy, kdyz R-r = R-1 = R, coz je pravé
tehdy, kdyz existuje prvek s € R takovy, ze s-r = 1, tedy pravé tehdy, kdyz r je invertibilni
prvek R.

Priklad 5.3. Necht R je obor integrity, r € R. Pak r || 0 prave kdyz r = 0.

Lemma 5.4. Necht R je obor integrity a necht v a s jsou jeho dva nenulové prvky. Pak r je
asociovdno s s v R, prdvée kdyz v R existuje invertibilni prvek u takovy, Ze r = u - s.

Dukaz. Pokud je r asociovdno s s v R, existuji 71, s1 € R tak, ze ri -r = sa s;-s =r.
Dostavame (71 - s1) - s = s, z ¢ehoz plyne s- (1 —ry - s1) = 0 a jelikoz je dle predpokladu s
nenulové, mame rq - s1 = 1. Hledané u je tedy si.

Pokud v R existuje invertibilni prvek u takovy, ze r =u-s,pak R-r=R-u-s=R-s,z
¢ehoz plyne, Zze r a s jsou asociované. ]
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Definice 5.5. Nechf R je obor integrity, € R. Rekneme, ze r je ireducibilni prvek, pokud
r# 0, 7} 1 a kdykoli s | r, pak bud’ s || r nebo s || 1 (tj. » nemé vlastn{ délitele).

Definice 5.6. Nechf R je obor integrity, 7 € R. Rekneme, ze r je prvocinitel , pokud r # 0,
r }f 1 a kdykoli r | st, pak r | s nebo r | t (tj. Rr je prvoidedl v R).

Pozndmka 5.7. Necht R je obor integrity, necht r € R je prvocinitel a necht si,...,s, € R.
Z definice prvocinitele se snadno indukei dokéze nésledujici implikace: r | (s1---sx) = Ik €
{1,...,n}:7 | sg.

Lemma 5.8. Necht R je obor integrity. Pak kazdy prvoéinitel je ireducibilni.

Diikaz. Necht r je prvocinitel. Pokud prvek s déli r, pak existuje prvek s’ € R takovy, ze
r=s-s. Jiste r | s-s aprotoze r je prvocinitel, plati, ze r | s nebo r | s’. Pokud nastane
prvni moznost, jsme hotovi. Pfedpoklddejme tedy druhou moznost, tedy s’ = r-7’. Dostdvdme
r=s-s' =s-r-r', coz implikuje r- (1 —s-r') = 0 a protoze r je jisté nenulové, mame 1 = s-7/,
z ¢ehoz plyne, ze s || 1 . O

Priklad 5.9. Podmnozina Rs = {a+bv/5 | a,b € Z} C R spolu s operacemi z R tvoii okruh. Lze
ukézat, Ze prvek 2 je ireducibilni, ale nejedna se o prvoéinitel, nebot 2 | 4 = (14++/5)(—1+/5),
ale 2 nedéli 14 /5, ani —1 + /5.

Definice 5.10. Necht R je obor integrity. R spliuje podminku (K) (podminku koneénosti
fetézcu vlastnich déliteli), pokud v R neexistuje nekonecny ostie rostouci fetézec hlavnich
idedlu.

Pozndmka 5.11. Ziejmé kazdy noetherovsky obor integrity spliuje podminku (K).

Definice 5.12. Necht R je obor integrity. R spliiuje podminku (D) (podminku existence
nejuétsiho spoleéného délitele), pokud pro kazdé r, s € R existuje t € R takové, ze
(1) t|rat|s,cilitje spolecny délitel r a s, coz znacime t = SD (r, s),
(2) pro kazdé t' € R plati nésledujici implikace: (' | » At' | s) = t' | ¢, ¢ili t je délen
kazdym spole¢nym délitelem r a s.
Toto t zna¢ime NSD (7, s) a fikdme, ze je to nejuétsi spolecny délitel r a s.

Definice 5.13. Necht R je obor integrity. R spliiuje podminku (P) (prvociselnou podminku),
pokud kazdy ireducibilni prvek R je prvocinitelem.

Definice 5.14. Necht R je obor integrity. R splituje podminku (E) (podminku existence ire-
ducibilnich rozkladu), pokud pro kazdy nenulovy prvek a € R, ktery neni asociovany s 1 plati,
ze a je soucinem ireducibilnich prvku (tj. 3n € N,Jaq,...a, € R, a;ireducibilni pro kazdéi:
a=aj--ap).

Definice 5.15. Necht R je obor integrity. R splituje podminku (J) (podminku jednozna¢nosti
ireducibilnich rozkladu), pokud plati ndsledujici implikace. Necht {a1,...,am}, {b1,...,bn}
jsou dvé neprazdné mnoziny ireducibilnich prvka z R takové, ze ai---an = by--- by, pak
n = m a existuje permutace 7 € Sy, takova, ze a; || br(;) pro kazdé i =1,...,m.

Definice 5.16. Necht R je obor integrity. Pak
(i) R je Gaussuv, pokud R spliuje podminky (K) a (D),
(ii) R je UFD (obor integrity jednoznacnych rozkladu), pokud kazdé nenulové r € R, pro
které plati r Jf 1, 1ze vyjadrit jako souéin prvoéinitelu.
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Pozndmka 5.17. Necht R je UFD. Ukdzeme, Ze z existence plyne jednoznaénost. Vezméme
nenulové r € R, pro které plati r }f 1. Mame r = p; - p2 - - - pp, & piedpokladejme déle, ze
T=q1-q2 " Qn. JiSte p1 | q1-q2- - qn, takze existuje index i, ze p1 | ¢ (BfJNO i =1, jinak
muzeme prvoéinitele ¢; precislovat). Z definice prvocinitele méme, ze nutné p; || ¢1. Takto
muzeme postupovat indukei déle, az dostaneme, ze m = n a 3w € S, : p; || Ir(i) Pro kazdé
1=1,...,n.

Pozndmka 5.18. Nyni dokazeme, ze mezi pravé definovanymi podminkami plati nasledujici
vztahy:

Z
>
S

Lemma 5.19. Necht R je obor integrity. Pak plati: (K) = (E).

Diikaz. Pro spor predpokladejme, ze mame nenulové a € R, které neni asociovano s 1 takové,
ze a neni sou¢inem ireducibilnich prvkia. Pro a tedy plati, ze a = ag - a1, kde ag a a; jsou
vlastni délitelé a. Takto muzeme pokracovat dale (napf. ag = ago-ap1) a dostaneme nasledujici

nutné nekonecny strom 71"
/ a \
ao ai
ao1 aio

Tento strom je spocetné nekonecny a 2-vétvici, takze z Konigovy véty plyne, ze v T existuje
nekone¢na vétev, coz znamenad, ze v R existuje nasledujici nekoneény ostie rostouci fetézec
hlavnich idedla: R-a C R-a1 € R-a190 € R-apio--., ¢imz jsme dostali spor s podminkou
(K). O

Dausledek 5.20. Okruh R = K|x1,...,xy,] spliuje podminku (E).

7

aoo

AN

a1

Lemma 5.21. Necht R je obor integrity spliiujici podminku (D) a necht a, b€ R, 0 # d € R.
Pak plati nasledujici implikace: ¢ = NSD (a,b) = cd = NSD (ad, bd).

Dukaz. Ozna¢me e = NSD (ad, bd). Protoze ¢ = NSD (a, b), existuji x, y € R tak, ze cx = a
a cy = b. Mame tedy cdr = ad a cdy = bd, takze cd je spoletnym délitelem ad a bd. Z
definice nejvétsiho spole¢ného délitele plyne, ze existuje f € R tak, ze cdf = e. NaS§im cilem
bude ukézat, ze f || 1 (pak totiz e¢d || e, z ¢ehoz plyne ze cd = NSD (ad, bd)). Protoze
e = NSD (ad,bd), existuji u, v € R tak, ze eu = ad a ev = bd. Dostdvame cdfu = ad a
cdfv = bd, coz implikuje d(cfu —a) = 0 a d(b — cfv) = 0 a podle predpokladu véty mame
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cfu = a a cfv =0b. Takze ¢f = SD (a,b), z ¢ehoz plyne, ze cf | ¢ a to konetné implikuje
f 1. O

Lemma 5.22. Necht R je obor integrity. Pak plati: (D) = (P).

Dukaz. Uvazme nenulovy prvek r» € R, ktery nenif asociovan s 1 a je ireducibilni, dokdzeme, ze
7 je prvocinitel. Predpokladejme, ze r | s1-s2 a ze r 1 s1, nasim cilem je tedy ukazat, ze r | sa.
Oznacéme t = NSD (r, s1). Protoze t jisté déli r, dostavame z definice ireducibilniho prvku, ze
t || r nebo t || 1. Pokud by nastala prvni moznost, méli bychom r | s1, coz podle pfedpokladu
neni mozné. Plati tedy druhd moznost. Z lemmatu 5.21 plyne nésledujici implikace 1 =
NSD (7, 81) = so = NSD (7 - s9, 81 - $2) a protoze r | s1 - so mame, ze r = SD (r - s9, 81 - 82), z
¢ehoz plyne, ze r | so. O

Lemma 5.23. Necht R je obor integrity. Pak plati: (P) = (J).

Diikaz. Dokézeme nésledujici silngjsi tvrzeni. Necht {ay,...,am}, {b1,..., by} jsou dvé neprazdné
mnoziny ireducibilnich prvka z R takové, ze (a1 ---am) || (b1---by), pak n = m a exis-
tuje permutace ™ € Sy, takovd, ze a; || br;) pro kazdé i = 1,...,m. Dikaz provedeme

indukci dle £ = m + n. Pokud k = 2, je tvrzeni trividlné splnéné. Pokud k = 3, vypada cast
predpokladu silngjsiho tvzeni nasledovné: ag-ag || b1 (popf. a1 || bi-be), jenze v obou piipadech
dostdvame spor s ireducibilitou prvki z obou mnozin. Nechf tedy je m +n = k > 4 a necht
(a1 am) || (br---by). Madme ay -+ apy =u-by---by, kde u || 1. Jisté ap, | (w-by) - ba---by a
protoze a,, je prvocinitel, existuje podle poznamky 5.7 j € {1,...,n} (toto j oznacime jako
m(m)) tak, Ze am | br(m) @ protoze amy, i by(m) jsou prvocinitelé, plati, ze am || by, z Cehoz
plyne by () = Um - @m, kde uyy, || 1. Dostavame:

al...am — ublbn
ar - am = b begny—1 (Um @m) bemys1 o
ap---am-1 = (u, “by) - 'bﬂ(m)—l ) bw(m)-l—l by
kde v je asociovéno s 1 a protoze m —1+n—1 = k — 2, muzeme pouzit indukéni predpoklad,
ze kterého plyne m = n a existence ' € Sy, tak, ze a; || by prod = 1,...,m — 1.
Hledanou permutaci m € S,, ziskdme z permutace 7’ € S,,_1 dodefinovdnim na prvku m a to
nasledovné: w(m) = j. O

Lemma 5.24. Necht R je obor integrity. Pak plati: ((E) A (J)) = (K).
Dukaz. Pro spor predpokladejme, Ze existuje néasledujici ostie rosouci fetézec hlavnich idedlu:
R-aiyCR-a2CR-a3C---CR-an CR-apy1 & ..

Prvek a; jisté neni asociovén s 1, nebof pak by R-a; = R a mizeme téz piedpokladat, ze
a1 # 0 (pokud by a; = 0, zacali bychom fetézec prvkem R - a3). Z podminky (E) plyne, ze
prvek a; ma ireducibilni rozklad, tedy a; = b1 - - - b,, n € N. Z ostfe rostouciho fetézce plyne
nasledujici:
a] = CLle = a3d2d1 =...= an+1dndn_1 cee d1 = ...

Jak pro prvky a;, tak pro prvky d;, ¢ = 1,2,... plati, Ze jsou nenulové a nejsou asociované
s 1. Z podminky (E) plyne, ze prvek a,41 a kazdy z prvku d;, ¢ = 1,2,... ma ireducibilni
rozklad. Kazdy z téchto rozkladi obsahuje alesponi jeden ireducibilni prvek, ¢imz jsme dostali
ireducibilni rozklad prvku ap, ktery ma alespon n + 1 ¢lent, coz je spor s podminkou (J). O

Lemma 5.25. Necht R je obor integrity. Pak plati: ((E) A (J)) = (D).
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Diikaz. Mé&jme dva prvky a, b € R, chceme ukazat, ze existuje jejich nejvétsi spolecny délitel
c. Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze a i b jsou nenulové a nejsou asociovany s
1. Z predpokladu plyne existence nasledujicich rozkladu:

k K
a | pi* o
l In
bl ' ay

kde prvky p;,i = 1,...,m a ¢;,i = 1,...,n, jsou ireducibilni a plati, ze p; }f p; pro i #
Js 4,7 <magq; [ gy proi # j, i,j < n. Ziejmé existuje j < m tak, ze prvky rozkladii mizeme
preusporadat tak, aby platilo nasledujici:

pi | a vie{l,...,j}
pi H Vie{j+1,...,m}, Vke{l,...,n}
% ¥ o Vie{j+1,...,n}, Vke{l,...,m}
Proi € {1,...,7} oznaéme r; = min (k;, ;). Nyni dokdzeme, ze prvek
o p?---p;j, pokud j > 0
1, pokud j =0

je nejvétsim spoleénym délitelem prvku a a b. Ziejmé ¢ je spole¢nym délitelem a a b. Méjme
libovolny spoleény délitel d prvku a a b, ukdzeme, ze d | c¢. Ze vztahu d = SD (a,b) plyne
exitence prvku z, y € R takovych, ze dr = a a dy = b. Z predpokladi mame existenci

ireducibilniho rozkladu d = slfl e si“. Ze vztahu dz = a a podminky (J) plyne, ze t < m a ze
existuje zobrazeni m: {1,...,t} — {1,...,m} takové, ze plati s; || pr(;y, i = 1,...,t a zérovei
dostdvame, ze h; < k;, i = 1,...t. Ze vztahu dy = b a podminky (J) plyne, ze t < n a ze
existuje zobrazeni o: {1,...,t} — {1,...,n} takové, ze plati s; || g5y, i = 1,...,t a zéroveil
dostévame, ze h; < l;, i = 1,...t. Z piedchozich vzatht plyne, ze g, || Pr(i), coz implikuje

hy
7(
mame d | ¢, ¢imz je dukaz hotov. O

o(i) = m(i) < j. Dostédvame, ze d || pﬁzl) Py @ protoze h; < min (k;, ;) =1y, i =1,...,t,

Véta 5.26. Necht R je obor integrity. Pak ndsledujici je ekvivalentni

(1) R je Gaussuv,

(2) R je UFD,

(3) R spliuje podminky (K) a (D),
(4) R spliuje podminky (E) a (J),
(5) R spliiuje podminky (E) a (P).

(vSchny tyto podminky spliiuje obor integrity R = K|[z], kde K je komutativni téleso)

Diikaz. (1) < (3): je pfimo definice. (1) = (4): plyne z 5.19, 5.22, 5.23. (4) = (1): plyne z
5.24,5.25. (4) = (5): plyne z 5.25, 5.22. (5) = (4): plyne z 5.23. (2) = (5): lehké cviceni. [
Lemma 5.27. Necht R je obor integrity hlavnich idedli. Pak R je UFD.

Dikaz. V prvni fadé, R je noetherovsky okruh podle 4.4, ¢ili 5.11 implikuje podminku (K).
Zbyva dokazat, ze R spliuje podminku (D). Vezméme libovolnd a,b € R. Vime, ze idedl

Ra + Rb je hlavni, takze Ra + Rb = Rc pro néjaké ¢ € R. Je snadné cviceni ukazat, ze
¢ =NSD (a,b). O
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6. EUKLIDOVSKE OBORY INTEGRITY

Definice 6.1. Necht R je obor integrity. Pak R je Euklidovsky obor integrity, pokud existuje
zobrazeni ¢: R — 7 majici nasledujici vlastnosti:

(1)
(2)

(Va,be Rb#0):a|b= ¢(a) < p(d).
(Va,be Rb#0)(3e,de R):a=b-c+d A ¢o(d) < p(b)

Zobrazeni ¢ se nazyva Fuklidovskd norma na R.

Priklad 6.2. Uvedme par piikladu Euklidovskych oboru integrity.

(1)

Bud R = Z a Euklidovskou normu na R definujeme nasledovné:

p:R — 7Z
z — |z
Tento piiklad zaroven ukazuje, ze prvky ¢, d € R z definice 6.1 nemusi byt urceny
jednozna¢né (napi. 5=3-2—1ab=2-2+1).
Bud R = K|[z], kde K je komutativn{ téleso a Euklidovskou normu na R definujeme
nasledovne:

p:R — 7
0 — -1
f#0 = deg(f)

Bud R ={a+b-i] ab e Z} C C (této mnoziné fikdme Gaussova celd &isla),
Fuklidovskou normu na R definujeme néasledovné:

p:R — Z
a+b-i — a+0b%

Dokézeme, zZe zobrazeni ¢ méa vlastnosti (1) a (2) z definice 6.1. Mame ¢((a + bi)(c +
di)) = (ac —bd)? + (ad + cb)? = (a® + b?)(c? + d?) = p(a + bi) - p(c + di). Nyni pokud
r | s # 0, existuje nenulové r’ € R tak, ze s = -1/, coz implikuje ¢(s) = ¢(r) - (1) a
jelikoz (r') > 1, mdme ¢(r) < p(s), coz jsme chtéli dokdzat. Méjme nyni ¢ = a + bi
a0 # ¢ = d + Vi, pak jisté existuje d € C, d = e + fi, (e, f € R) takové, ze
¢ =cdd. Oznac¢me d' = ¢’ + f'i, (¢/, f' € Z) takovy prvek R, ze plati: e —e/| < 1/2 a
|f — f'] <1/2. Dale ozna¢me g = ¢ — dd’, coz je také prvek R. Pak jisté ¢ = dd' + ¢
a také p(g) = p(c — dd') = o(dd — dd') = () - p(d — d') < (') nebot (') >0 a
o(d—d') <1/2, &mz je dukaz hotov.

Bud R = {a++v2-b | a,b € Z} C R a Euklidovskou normu na R definujeme
nasledovneé:

p:R — Z
a+V2-b — a®+2b

Lemma 6.3. Necht R je Euklidovsky obor integrity s Euklidovskou mnormou @. Pak plati:

(i)
(i)

vre R\{0}: p(0) <o(1) < ¢(r)
Vr,s € R\{0}:7 || s & o(r) = @(s), specidlné: r je invertibilni pravé, kdyz ¢(r) =

e(1)



14

(iii) Pro kazdé z € Z je ndsledugici zobrazeni:
p,: R — Z
o= () -z
Euklidovskd norma na R.

Dikaz. Pro kazdé nenulové r € R plati, ze 1 | r, coz implikuje ¢(1) < ¢(r). Uvazme prvky 0,
1 € R, pak podle definice 6.1 existuji prvky ¢, d € R takové, ze 0 = 1-c+d a ¢(d) < ¢(1).
Prvky ¢, d mtizeme oba dva zvolit nulové, cimz dostavame ¢(0) < ¢(1), coz dokazuje prvni
tvrzeni. Nechf nyni r || s, to implikuje existenci prvku r’ € R takového, 7ze s = r - v’ a také
vztah o(r) < ¢(s), ale podobné také vztah ¢(s) < ¢(r), coz implikuje ¢(r) = ¢(s). Pokud
naopak ¢(r) = ¢(s), existuji prvky ¢, d € R takové, ze r = s-c+d a o(d) < ¢(s) = p(r).
Mame tedy r = r7’c¢+d, pokud by d bylo nenulové, platilo by r(1—7"c) = d a p(r) < ¢(d), coz
je spor. Prvek d je tedy nulovy, takze dostdvame 1 = /¢, coz implikuje 7’ || 1, z ¢ehoz plyne
r || s, ¢imz je dukaz druhého tvzeni hotov. Tteti tvrzeni je snadné a proto ho prenechdme
¢tenaii jako cvicend. O

Lemma 6.4. Necht R je Euklidovsky obor integrity s Euklidovskou normou ¢. Pak R je obor
integrity hlavnich idedl.

Dikaz. Uvazme libovolny vlastni idedl Z. Jisté existuje prvek r € I takovy, ze ¢(r) je nej-
mensim prvkem mnoziny {¢(s) | 0 # s € I'}. Ukédzeme, ze R-r = {r’-r | ' € R} = I. Inkluze
C je ziejmé. Pro dikaz opa¢né inkluze méjme libovolny nenulovy prvek s € I, z definice 6.1
vime, ze existuji prvky ¢, d € R takové, ze s =r-c+d a ¢(d) < o(r). Jelikoz prvky s, r - ¢
patii do Z, patii do Z také prvek d, coz implikuje d = 0 a tim je dikaz hotov. g

Pozndmka 6.5. Bud R = {a/2+b/2v/19 i | a,b € Z, obé suda nebo obé lichd}. Tento obor
integrity je oborem integrity hlavnich idedll, ale neni Euklidovskym oborem integrity.

Véta 6.6. Necht R je Euklidovskyj obor integrity s Euklidovskou normou ¢. Predpoklddejme,
Ze existuje algoritmus, ktery pro kazZdé a, b € R, b # 0 dadvd ¢, d € R takovd, e a=b-c+d
a p(d) < p(b). Pak existuje algoritmus, ktery pro kazdé a, b € R ddvd NSD (a,b).

Diikaz. Popiseme tzv. Fuklidiv algoritmus. Méjme libovolné a, b € R, definujme posloupnost
dvojic (an,bn) € R? nasledovné:
(0) n=0,a0=a,by=">
(1) Je-li definovéno (an,b,) € R?* a a, # 0 i b, # 0, pak:
(a) Je-li p(a,) < (b ), pak z definice 6.1 plyne existence prvkia ¢, bp41 € R
takovych, ze b, = an - ¢y + bny1 a ©(bpt1) < w(an) (Cili @(bpt1) < ©(bn)).
Daéle poloz ap+1 = an, n =n+ 1 a jdi na (1).
(b) Je-li p(bn) < ¢(ay), pak z definice 6.1 plyne existence prvku d,, ant1 € R
takovych, ze a, = b, - dy + ant1 a Y(ant1) < @(by) (Gl p(ant1) < p(ay)). Dale
poloz by41 = by, n =n+ 1 a jdi na (1).
(2) Je-li a, = 0 nebo b, = 0, pak KONEC.
Nyni dokdzeme, Ze tento algoritmus skonéi. Z kroku (1) plyne nésledujici vztah p(ag)+¢(bg) >
elar) + o(b1) > -+ > @lan) + @(bn) > ©(an+1) + ©(bnt1) > 2 - p(0) a uvédomime-li si, ze
obor hodnot zobrazeni ¢ je mnozina celych ¢isel je dikaz koneénosti Euklidova algoritmu
hotov. Nyni dokazeme, ze kdyz algoritmus skonéi dvojici (0, by,) ((an,0)), pak b, = NSD (a, b)
(an, = NSD (a,b)). K tomu zbyva ukdzat, ze NSD (ap, by,) = NSD (an+1,bnt1) & pro to ziejme
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sta¢i dokazat nésledujici ekvivalenci: ¢ = SD (ap,by) < ¢ = SD (an+1,bnyt1), ale ta plyne
piimo z definice dvojice (ap+1,bn11)- O

7. SYMETRICKE POLYNOMY

Definice 7.1. Necht R je okruh. Polynom f € R[x1,...,z,] je homogenni, pokud vSechny
monoc¢leny polynomu f maji stejny stupen.

Pozndmka 7.2. ZFejmé soucin homogennich polynomu je homogenni polynom. Soucet dvou
homogennich polynomiu obecné nemusi byt homogenni polynom.

Definice 7.3. Pro libivolnou permutaci 7 € S,, definujeme nasledujici zobrazeni:

m: Rlxy,...,xn) — Rlzy,..., 7z,

0 — 0

k kn _ k kn

0# f= Z Aoy kp Ty T w(f) = Z Cbkh_._?knxwl(l) IR,
(k1,...,kin)ENR (k1. kin ) ENP

Poznamenejme jesté, ze plati nasledujici rovnost:

_ k1 kn k(1) k()

ﬂ-(f) - Z akl”'"knl‘ﬂ'(l) e xﬂ'(’n) - Z akﬂ(l)v"-vkw(n)xl T dn

(k1,e..,kn)EN” (k1yee.,kn)EN™
Lemma 7.4. Zobrazeni w z definice 7.3 je okruhovy homomorfismus.

Dikaz. Ziejmé w(0) = 0 a w(1) = 1. Necht f = 2 (Kt o) ENP ak17,_,,knx’f1~--:cﬁ" a

9= 23, In)eNn by, .., -zl jsou dva polynomy z R[z1, ..., x,], pak:
m(f+9) = 7 Y (@hoky ey k)T ) =
(k17"~7kn)eNn

= Z (akl,...,kn + bkl,.‘.,kn)xil(l) T xfr?n) =m(f)+n(g)

(k‘1,...,kn)€N"

Podobné se dokéze, ze w(—f) = —m(f). Protoze plati nasledujici rovnosti:
f ) g = Z ( Z (a/l1,...,ln + bm17-~-7mn))xlf1 U xﬁn
(k17~--akn)€Nn (klr--»k‘n):
(llv"'aln)+(m17"'7mn)
l In
m(f) = Z “ln-wlnf'%rlu) T or(n)
(11,0l )ENT
ﬂ(g) = Z aml,---,mnxzb(ll) T x;n(;;)

(mlv--wmn)eNn

Dostavame jednoduchou upravou i nasledujici vztah:

A = N (Y @y b ety ) = () ()
(k1,....kn)ENT (k1,..skn)=
(l1yeesln)+H(ma,.ccymp)
Cimz je ditkaz hotov. H

Definice 7.5. Necht R je obor integrity a necht 1 < n < w. Polynom f € R[xy,...,z,] se
nazyva symetricky, pokud 7 (f) = f pro kazdé 7 € S,,.
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Priklad 7.6. Uved'me par pifklad symetrickych polynomii. Budeme se drzet znaceni z definice

7.5.

(1) Pokud n =1, pak kazdy polynom je symetricky.
(2) Pokud 1 < n < w, oznac¢me pro kazdé 1 <1i <n:

Oin = E : Ljy w Ly,
1<j1<g2--<ji<n

Polynom §;,, se nazyva i-ty elementdarni symetricky polynom. Pro lepsi pfedstavu
uvedme péar i-tych elementdrnich symetrickych polynomt v explicitnim tvaru:

din = T14+z2+- 2y
5271 = I1T2 +21X3+ - T1Tp + T2T3 + - X2Ty + - Tp_1Tp
Opn = X1 Tp

Pro libovolné 1 < n < w a libovolné 1 < ¢ < n plati:

(@) deg (5r) =

(b) Im (8n) = 21 - -2

() Ic () = 1

d =(1,...,1,0,...,0

(d) ht (in) = ( )
X (n—1)x

(e) din je homogenni polynom

Lemma 7.7. Necht R je okruh a necht (p; | i € I) je systém okruhouvych homomorfismi R
do sebe. Oznaéme S ={r € R|Vi € I: pi(r)=r} (to je pravé mnozina viech pevnych bodi
systému (y; | i € I)). Pak S je nosicem podokruhu v R.

Diikaz. Ziejmé pro kazdé i € I plati, ze p;(0) = 0 a ¢;(1) = 1. Mé&jme déle libovolné sy,
s9 € S, pak pro kazdé i € I plati:

pi(—=s1) = —pi(s1) = —s1
pi(s1+52) = @i(s1) + pi(s2) = 51+ 52
@i(s1-82) = wi(s1) - pi(s2) = s1- 82
O
Dusledek 7.8. MnoZina viech symetrickych polynomi v Rlxy,...,x,] spolu s restrikcemi
operact z R[x1,...,xy] je podokruh v R[xy,...,x,]. Tento podokruh znacime Sglx1, ..., xy).

Dikaz. V lemmatu 7.7 staci polozit jako okruh R[z1, ..., z,] a jako systém (7 | 7 € S,,). Pak
mnozina véech pevnych bodu tohoto systému mé tvar {f € Rlx1,...,x,] | V7 € Sp: w(f) =

f}=Sg[z1,..., 5] O
Lemma 7.9. Necht R < 8 jsou dva obory integrity, s1,...,s, € S a necht
p:R — S
je okruhovy homomorfismus. Pak existuje prdvé jeden okruhovy homomorfismus
Y: Rlxy,...,zy] — S

takovy, Ze 11, = ¢ a zdroven pro kazdé i =1,...,n plati, Ze (z;) = s;.
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Dikaz. Nejiive dokazeme existenci okruhového homomorfismu . Definujme 1(0) = 0 a pro
04 f = Z(kl,...,kn)eN" akl,m,kna:]fl -~ zkn definujme:

V()= Y. plak,.p)s s e S

(kl,..‘,kn)EN"
Ziejmé v, = ¢ a zaroven pro kazdé i = 1,...,n plati, ze ¥(x;) = s;. Dokdzeme, ze ¢ je
okruhovy homomorfismus. Pro libovolné 0 # g = Z(kl,...,kn)eN" bk17,,"knxlf1 ‘e xﬁ" plati:
Yf+9) = (D (G + Dk, T2 =
(k1. kn ) ENP
k n _
= Z Py, T Oy, ) ST - 507 = (f) + 1(g)
(k17-~~7kn)€Nn

nebot p(ag, .k, + bky....kn) = ©(k1,. .., kn) + p(b1,...,b,). Podobné se dokze, ze ¢(—f) =
—(f) av(f-g) =¢(f) - ¢¥(g). Nyni dokdzeme jednznaénost 1. Mé&jme okruhovy homomor-
fismus ¢': R[xq,...,x,] — S takovy, ze 1//“% = ¢ a zarovein necht pro kazdé i = 1,...,n plati,

ze ' (x;) = s;. Pak ziejmeé pro libovolné f = Z(kl,...,kn)eNn akl,._,,kn;vlfl <o gkn plati:

V'(f) = > (k) 2l =

Rt k) N k) (1)1t ()P

= Z Oy, ) ST+ 5B = ()

(K1,....kn )ENP

0

Priklad 7.10. Uved'me par konkrétnich piikladi na pfedchozi lemma. Budeme se drzet znaceni
z lemmatu 7.9, az na jednu vyjimku, zobrazeni ¢ (tzv. dosazovaci homomorfismus) budeme
znacit jako g, . s, abychom zduraznili jeho zavislost na zobrazeni ¢ a n-tici s1, ..., sp.

n

(1) Necht R 2 S jsou dva obory integrity, s € S a ¢ = id: R — S. Pak z lemmatu 7.9
plyne existence nasledujiciho zobrazeni:

ids: R[z] — S
[ f(s)
(2) Necht R je obor integrity, S = R[z] > R, p € R[z] a ¢ = id: R — RJ[z]. Pak z
lemmatu 7.9 plyne existence néasledujiciho zobrazeni:
id,: Rlz] — R|x]
fo= fp)
Ziejmeé pokud deg (f) = m a deg(p) = n, pak deg (f(p)) = m - n.

kn

k1
1 n s

Lemma 7.11. Necht R je obor integrity a necht u=a - x v=>b-z .zl kde a,

b jsou libovolné nenulové prvky z R. Pak plati:
(i) Nechl f=a-6% - 88 Pak ht(f) = (30 ki, Sr o Kiy oo oy k1 + ks o)
(ii) Nechf g =b-8'L - . Pak ht(g) = ht(f) prdave kdyz ht(u) = ht (v).

D
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Diikaz. Podle pozndmky 7.6 plati:

ht (6;n) = (1,...,1,0,...,0
(0in) ( ‘ )
X
z ¢ehoz plyne:

ht (6F) = ki -ht (6in) = (ki ..., ki, 0,...,0)

Nyni vyuzijeme lemma 3.1 a dostavame:
ht (6F1) = (k1,0,0,...,0)
ht (652) = (kg,k2,0,...,0)

ht(éf/’rll) = (knak'rlaknw-'akn)
n n

nt(f) = O ki Y ki k1 + kn, k)
=1 =2

Dale ztejmé plti, ze ht (g) = ht (g), prave kdyz:
n n n n

O Y iyl + b ln) = O ki > kiyeo s ko1 + iy i)

i=1 =2 i=1 =2
coz plati, pravé kdyz ht (v) = (I1,...,0,) = (k1,...,kn) = ht (u) (Posledni implikace z leva
doprava se snadno dokaze zpétnou indukci. Nejdfive si uvédomime, ze z ¢lenu nejvice vpravo
obou n-tic plyne, ze [, = k,, dile postupujeme smérem vlevo, az dostaneme pozadované
tvrzeni). O

Definice 7.12. Nechf R < S jsou dva obory integrity, s1,...,s, € S. Prvky sq,..., s,
nazveme algebraicky nezdvislé nad R, pokud f(s1,...,s,) # 0 pro kazdy nenulovy polynom
f € R[z1,...,xy,]. V opaéném piipadé nazveme prvky si,...,s, algebraicky zdvislé nad R.

Lemma 7.13. Necht R je obor integrity, ddle bud’ S = R[z1,...,xs] a necht 61, ..., 0nn € S
jsou elementdrni symetrické polynomy. Pak 01n, ..., 0nn jsou algebraicky nezdvislé nad R.

Dikaz. Volbou R, § = R[x1,...,Zn], S1 = d1ny---y8n = Opn € S = R[x1,...,2,] & p =idp
dostdvdme z lemmatu 7.9 zobrazeni ¢ : S — § takové, Ze 1}, = idg a zaroven pro kazdé
i =1,...,n plati, Ze ¥(z;) = ;. Bud f libovolny nenulovy polynom z R[z1,...,x,], f =
2 (Kt o) NP akl,,,,,knxlfl -xkn pak f = g1+ + gm, kde g; jsou monocleny f. Kazdé g;,

. . l1; Inj . , (2
j=1,...,mje tvaru g; = a; -z, --- x5, kde a; je nenulovy prvek z R. Dostdvame:

f(fslm- . '7(57171) = w(f) - ¢(91) +oe +”¢(9m)

Pro kazdé j = 1,...,m oznac¢ime polynom % (g;) = g;j(din, ..., 0nn) jako hj. Z lemmatu 7.11
plyne, ze pro kazdé j = 1,...,m plati:
n n
ht (k) = O lijs Y iy ln1 + lnj Inj)
i=1 =2
Jisté existuje j € {1,...,m} takové, ze pro kazdé j' # j, i € {1,...,m} plati:
ht (h]) >rex ht (hj/)
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Ziejme tedy plati, ze ht (h;) = ht (f(d1pn,...,06nn)), coz implikuje f(d1n,...,0nn) # 0. O

Lemma 7.14. Necht R je obor integrity a necht f je libovolny nenulovy polynom z okruhu
symetrickych polynomi Sg(x1,...,zy] takovy, Ze ht(f) = (k1,...,kpn). Pak k1 > ko > -+ >
ky,.

Diikaz. Necht f m4 ndsledujici tvar:

§ : l l
f = allr"ylnwll T xr?

(I150sln ) ENP
Pro spor predpokladejme, ze existuje ¢ € {1,...,n} takové, ze k; < kijr1. Uvazme 7m € S,
transpozici prvka na pozicich ¢ a i + 1. Ztejmé 7(f) = f a plati nasledujici vztahy:
Ky .
m(f) = apy @) af eyt
k ki ki kn
m(m(f)) = ap,. k20 Ty gy
ht (r(Im (f))) = (k1,..., ki1, kiv1, kis kiv2, -, kn) >rEx ht (f)
Posledni vztah je ovSem spor s tim, ze (ki,...,k,) je vyskou polynomu f. O

Véta 7.15 (O symetrickych polynomech). Nechf R je obor integrity a necht f je libovolnj
polynom z okruhu symetrickych polynomi Sg[xi,...,x,]|. Pak ezistuje jednoznacné urceny
polynom f" € R[x1,...,x,] takovy, Ze f = f'(d1ny- -y 0nn)-

Diikaz. Nejdifve dokdzeme existenci polynomu f’ € R|x1,...,z,]. Pokud f = 0, staci jako
f! vzit nulovy polynom. Necht tedy f # 0. Tvrzeni dokdzeme indukci podle vysky poly-
nomu f (z lemmatu 7.14 plyne, Ze tato indukce je na mnoziné vsech symetrickych polynomu
skuteéné moznd). Pokud ht (f) = (0,0,...,0), pak f = a-2)---20 kde 0 # a € R a
staci zvolit f' = a € R[z1,...,2,]. Necht tvrzeni plati pro vsechny symetrické polynomy
jejichz vyska je ostfe mensi (v lexikografickém uspotrddéni) nez (ki,...,k,) = ht(f), déle
ozna¢me a = lc(f) # 0. Z lemmatu 7.14 plyne, ze k1 > kg > --- > k,. Uvazme monoclen

— — kn—_1—k ,
u=a- g keghe=ks o ghno1mn ake hokud do u dosadime Sy, . . . , Oy, dostaneme polynom

g=a-oMhghmks 551]{{“ - 0Fn ¢ Splzy,...,2,). Podle lemmatu 7.11 plati:

ht (g) = (k1,...,ks) =ht(f)
le(g) = a=le(f)
Polozme h = f — g € Sglx1,...,x,], ziejmé plati, ze ht (h) < ht(f). Podle indukéniho
predpokladu existuje ' € R[x1,...,x,] takovy, ze h = h'(01p, . . ., Oppn). Polozme f' = u+h' €
R[z1,...,x,). Pak plati:
f,((sln’ ce 76nn) = 7/1(f) = ¢(U) + ¢(h/) = y(élna ceey 6nn) + h/(dlny ceey 6nn) = f
M n

Nyni dokdzeme jednoznacnost. Méjme f', f” € R[z1,...,z,] takové, ze plati:
Q;Z)(f/) = f/(élna ) 6nn) = f = f//(61n7 ) 5nn) = 7vb(f//)

Méame tedy ¢ (f") = ¥(f"), coz implikuje ¥(f" — f") =0 = (f" — f")(61n,-- - 0nn), 2z ¢ehoz
podle lemmatu 7.13 plyne, ze f' = f”. d
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Piiklad 7.16. Bud f = x3z9 + z123 + 2129 € Sc[r1, 22), zfejmé ht (f) = (2,1) a lc(f) = 1.
Budeme-li se drzet znaceni z véty 7.15, mame u = x1 - x2 a g = d12 - 622 = (1 + x2)(T122) =
m%:vg + mlcc%, ziejmé ht (g) = (2,1) ale(g) = 1. A jelikoz f — g = z129 = 092, méme h' = x5
a tedy f' = x129 + 29 € Clz1, 29].

Priklad 7.17 (Aplikace teorie symetrickych polynomfl). Necht R < &S jsou dva obory integrity,
méjme polynom f € Rz], f = Y I ja;x" takovy, ze prvek a, je invertibilni v R a pro
S1y...,8n €9 plati:

f = ap(z—51)...(x — spn)

Tedy polynom f se v Sg[x1,...,x,] rozklddd na soucin linedrnich ¢initelu. Déle méjme sy-
metricky polynom g € Sg[z1,...,z,]. Nasim cilem bude spocitat hodnotu g(si,...,s,) € S
pouze na zakladé znalosti prvku aq,...,a, a polynomu g. Z véty 7.15 plyne existence poly-
nomu ¢’ € R[x1,...] takového, Ze plati:

g = g/(élna‘--aénn)

Déle vyuzijeme dobfe zndmych Vietovych vztaht, které vypadaji nasledovné:

an—1 = ap(=1)(s1 4+ -+ sn) = an(—1)01n(s1,-..,5n)
ap—92 = anégn(sl, ceny Sn)
ap = ap(—1)"9pn(s1,...,5n)
Nyni je jiz velmi snadné spocitat hodnotu g(si, ..., s,), mame totiz:
Ap—1 a
9(s1,-.80) = (0181, 3 80)s s Onn(S1,- -+, 80)) = ¢ (— Z s (—1)”@—) es
~~ n n

_a2;1 (_1)7,,272
Priklad 7.18. Budeme se drzet znacen{ z pifkladu 7.17. Bud R = S = C, f = 2?+az+b € C[z]
a g = x3x9 + 1123 + 1179 € Sclr1, 22). Necht s1, sy € C jsou koteny rovnice f(z) = 0 v C.
Spoctéme hodnotu g(s1, s2). Z prikladu 7.16 plyne, ze g = ¢'(012,0922), kde ¢’ = x129 + x2.
Maéme tedy:

g(s1,82) = ¢(—a,b)=—ab+beC

8. DERIVACE A NASOBNOST KORENU

Lemma 8.1 (o0 dosazovacim homomorfismu). Necht R, S jsou komutativni okruhy, ¢: R — S
je okruhovy homomorfismus a s € S. Pak existuje prdvé jeden okruhovy homomorfismus
s R[x] — S, takovy, Ze ps | R = ¢ a ps(x) = s. (s se nazgvd dosazovaci homomorfismus
prislusny ¢ a s)

Dukaz.
R

=4

R[z]
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Homomorfismus ¢, : Rlz] — S definujeme ndsledovné: ¢,(0) = 0 a ps(f) = D0 o(an)s™,

kde f = > janaz™. Dokdzeme, ze se jednd o okruhovy homomorfismus. Oznaéme g =
ZZZO ah,z™. Snadno ovérite, ze vs(f + g) = ¢s(f) + ¢s(g). Pro sou¢in mame
m+m’ n m-~+m/ n m+m’ n
es(fg)=0s( D O aal, )a™ =" o> ara, )" = D> > plap)plal ;)s"
n=0 k=0 n=0 k=0 m=0 k=0
m m’ m+m’ n
ps(f) - 0s(9) = O_plan)s™ - > p(ay)s™ = p(ar)p(ar,_)s"
n=0 n=0 m=0 k=0

A trividlng ¢,(1) = (1) -a® = 1.

Predpokladdejme, ze ¢’ : R[x] — S je dosazovaci homomorfismus prislusny ¢ a s € S,
tedy ¢'(z) = s a ¢'(a) = ¢(a) pro kazdé a € R. Z vlastnosti homomorfismu snadno
plyne, ze ¢'(z") = s™ a dile ¢'(a,z™) = @(an)s™. Tedy ¢’ (D" janz™) = Y " p(an)s" =
0s(Dongana™), neboli ¢’ = @s. O

Véta 8.2. Necht R,S jsou komutativni okruhy, ¢ : R — S je okruhovyj homomorfismus a
p=(si|i€l) je posloupnost proki z S. Pak existuje prdvé jeden okruhovy homomorfismus
0ot Rla; |1 € I] — S, takovy, Ze v, | R = ¢ a pro kaZdé i € I plati ¢,(x;) = s;. (p, se
nazyvd dosazovaci homomorfismus prislusny ¢ a p)

Ditkaz. Jedné se o zobecnéni dukazu piredchoziho lemmatu. O

Priklad 8.3. (1) Pokud ¢ = idgr: R — S (R je podokruhem v §) a s € S. Pak ¢, =
ids : R[z] — S a Ker id; = {f € R[z] | f(s) = 0} je idedl v R|x]. Specidlné, je-li
R komutativni téleso, je Ker idgs hlavni idedl a jeho monicky generdtor se nazyva
minimdlni polynom s nad R.
(2) Pokud R =S, p =idgr a s € S. Pak se p5 = ids nazyvé polynomidlni funkce nad R.
(3) Pokud S = R[x] a s € S. Pak dosazovaci homomorfismus ¢s = ids: R[z] — R[x] dé&ld
to, ze do polynomu z R[x] dosazuje polynom s.

Definice 8.4. Necht R C S jsou obory integrity.

(i) Necht f € R[z], s € S. Pak s je korenem polynomu f v S, pokud f(s) = 0 (neboli
ids(f) =0, pro f =0 je kofenem kazdé s € S.
(ii) Prvek s € S se nazyva algebraicky nad R, pokud existuje 0 # f € R[x] takové,ze s je
kofenem f (f(s) =0). V opaéném piipadé se s nazyva transcendentni nad R.
(iii) S je algebraickym rozsirenim R, pokud kazdé s € S je algebraickym prvkem nad R.
(iv) S je transcendentnim roz§irenim R, pokud kazdy prvkek s € S\ R neni algebraickym
prvkem nad R.

Priklad 8.5. (1) Kazdy prvek s € R je algebraicky nad R, nebot f(s) =0pro f =z—s €
Rix].

(2) S = Rlz] je transcendentnim rozsifenim R, nebot pokud 0 # f € R[x], s € R[z] \ R,

pak f(s) # 0, nebot kdyz deg (f) = 0 (f je konstantni nenulovy polynom), pak jisté

f(s) # 0 akdyz deg(f) = 1, pak deg (f(s)) = deg(f) - deg(s) = 1, cili opét f(s) # 0.

Lemma 8.6. Necht R C S jsou obory integrity, f € R|x], deg(f) =n > 0. Potom f md v S
nejuyse n ruznych korena.
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Diikaz. Budeme postupovat indukei dle stupné polynomu f, ¢ili podle n. Pro n = 0 je tvrzeni
trividlni. Pfedpokladejme, ze deg(f) = n > 0. Pokud f nemd v S kofen, jsme hotovi.
Predpokladejme tedy, ze f ma v S kofen s. Z 3.3 vime, Ze si polynom f mutzeme napsat
jako f = (z — s)f' + g v oboru integrity S[z]. Ukdzeme, ze g je nutné nulovy polynom. V
prvni fadé mame

0 =ids(f) =ids((z — s)f' + g) = ids(z — s) - ids(f') + ids(g) = g(s)

a déle z 3.3 vime, ze 1 = deg (z — s) > deg(g), takze deg(g) = 0. Takze nezbyvé nic jiného,
nez, ze g = 0 a tedy f = (z — s)f’ v oboru integrity S[z| a navic deg(f’) = n — 1. Dle
indukéniho predpokladu ma polynom f’ v S[z] nejvyse n — 1 kofenu a je snadné si rozmyslet,
ze z toho plyne, ze f mé v S[x] nejvyse n kofenu (jediny kofen, ktery ma f navic je prvek
s). O

Definice 8.7. Necht R je obor integrity. Operdtorem derivovdni v R[z] rozumime zobrazen{
D(—) : Rlz] — RJ[z], které definujeme ndsledovné:

(i) D(f) =0, je-li deg (f) <0,

(if) D(f) = Xng (0 + Dagia™, kde f = S0t ana™
Pokud je stupen polynomu f roven m, je stupen vysledného polynomu D( f) mensi nebo roven
m— 1 a pokud charR # m, je stupen polynomu D(f) roven m — 1. Déle definujeme pro kazdé
prirozené n > 1 operator

n-krat
a dale definujeme D°(—) = id(—). D*(f) se nazyva n-td (formdlni) derivace polynomu f a
D(f) = DY(f) se téz nazyvéa (formdlini) derivace polynomu f. (Pokud si za R predstavite
téleso redlnych ¢isel, dostanete presné ten operator na ktery jste zvykli z matematické analyzy. )

Lemma 8.8. Necht R je obor integrity, f,g € R|x]. Pak pro kaZdé prirozené n > 0 mdme

(1) D™(f +g) = D"(f) + D"(g)

(2) D"(f-g9) =>r_o (1) D*(f)D"*, pokud char(R) =0 (Leibnitzova formule)

(3) D(f™) =n- f*1-D(f), pokud n > 1.
Diikaz. Vztahy (1) a (2) se dokdzi indukei podle n ze vztahu D(f + g) = D(f) + D(g) a
D(f-g) = f-D(g) +9-D(f) (u vztahu (2) vyuzijeme identitu z kombinatoriky(’éﬁ) =
(i) + ())-

Vztah (3) se také dokaze indukei podle n. Pro n = 1 je tvrzeni trivialni. Pokud n > 2,

mame z indukéniho predpokladu

D(f*)=D(f*"- f)=D(f" ) - f+ 71 D(f) =n- f*"- D(f)
O

Definice 8.9. Necht R C S jsou obory integrity, s € S, f € R[x], deg (f) > 1 a n > 0 necht
je prirozené ¢&islo. Pak s je n-ndsobngm kotrenem polynomu f v S, pokud existuje polynom
g € S[z] takovy, ze f(z) = (x — s)"™ - g(z) a s neni kofenem polynomu g v S. Pokud s je
1-ndsobnym kofenem polynomu f v S, tikame, Ze s je jednoduchy koren polynomu f v S.

Pozndmka 8.10. V oborech integrity je n urceno jednoznacéné. Pro spor pfedpokladejme, ze
flx)=(x—95)" -g(x) = (x — )™ h(x) v S[xz] a BUNO n < m. Pak (z — s)"(g(x) — (x —

s)™™ ™. h(x)) = 0 v S[z]. Protoze S[z| je obor integrity a (z — s)” neni nulovy polynom,
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nutné g(z) = (x — )™ " - h(z). Dosazenim = = s ziskdme ¢(s) = 0- h(s) = 0, coz je spor s
predpokladem, ze s neni kofenem polynomu g.

Véta 8.11. Necht R C S jsou obory integrity, s € S, f € Rlx], deg(f) > 1. Pak plati:
(1) s je korenem f v S, prdvé kdyz existuje 1 < n < deg(f) takové, Ze s je n-ndsobngm
korenem f v S (a toto n je jednoznacné urcené, dle 8.10).
(2) je-li char(R) =0 nebo deg(f) < char(R), pak s je n-ndasobnym korenem f v S prdvé
tehdy, kdyz s je korenem polynomi f,D(f),...D" Y(f) v S, ale s neni korenem
polynomu D™(f)v S.

Drikaz. (1) Implikace zprava doleva je trvidlni. Ukdzeme obrdcenou implikaci. Jelikoz
deg (f) > 1 a S[z| je Eukleidovsky obor integrity, existuji polynomy p, ¢ € S[z] takové,
ze f(z) = q(x)(z — s) + p(x) v S[z] a deg (p) < deg (x — s) = 1. Dosazenim kofene s
do predchoziho vyjadren{ zjistime, ze f(z) = q(z)(z — s) v S[z]. Déle je bud ¢(s) # 0
(s je jednoduchy koten f v §) a jsme hotovi nebo ¢(s) = 0 a v takovém piipadé
opakujeme predchozi dvahu. Jelikoz deg(q) = deg(f) — 1, zastavime se po nejvyse
deg (f) krocich.

(2) Necht f = (x — s)"g, g(s) # 0. Pak pro m > 1 mdme
m m n < m n n—
D) = D"~ 9'9) = 3 () DM = o) D Hg)
k=0
a pro kazdé k < n plati
D((x ~ 5)") = D" (a — )" - D((x — ) =
=D"'n-(z—s)"H=n-(n—-1)...(n—k+1) - (x—s)"*

Tedy, je-li k < m < n, pak D¥((x — s)")(s) = 0 a tudiz D™(f)(s) = 0. Pokud m = n,
pak D"(f)(s) = nlg(s) # 0, protoze g(s) # 0 dle predpokladu a n! # 0 téz dle
predpokladu, tentokrate ale dle predpokladu o charakteristice oboru integrity S.

Pro implikaci zprava doleva mame v prvni fadé z ¢asti (1), ze existuje m < deg (f)
takové, ze s je m-nasobny kotfen polynomu f v §. Podle pravé dokazané implikace z
¢asti (2) méame, ze s je kofenem f, D(f)... D™ 1(f) v S, ale s neni kofenem D™ (f)
v S. Z predpokladu vime, Ze s je kofenem f, D(f)... D" !(f) v S a s neni kofenem
D"(f) v 8, proto musi platit m = n.

]

Dusledek 8.12. Necht R C S jsou obory integrity, f € Rlz], deg(f) > 1, char(R) = 0.
Potom f mad v S jen jednoduché koreny prdvé, kdyz f a D(f) nemaji v S Zadné spolecné
koteny.

Dikaz. Dle 8.11 je prvek s kofenem f v S prave, kdyz f = (x — s)g pro néjaké g € S[z]. Déle
D(f)=D((xr—s)g) = g+D(g)(x—s) v S[z]. Takze s je jednoduchym kofenem polynomu f v
S préave, kdyz g(s) # 0, coz je prave, kdyz D(f)(s) # 0, coz je pravé, kdyz s neni spoleénym
kofenem polynomu f a D(f). O
Definice 8.13. Necht T je komutativni téleso, f € T[z]. Pak fekneme, Ze polynom f je
separabilni, pokud f ma jen jednoduché kofeny v kazdém rozsiteni K > T (K je taktéz
komutativni téleso). Dale fekneme, Ze téleso T je perfektni, pokud kazdy ireducibilni polynom
f € T[z] je separabilni.

Disledek 8.14. KazZdé komutativni téleso charakteristiky O je perfekini.
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Diikaz. Chceme, ze kazdy ireducibilni polynom f € T'[z] stupné alesponi 1 m4 jen jednoduché
koteny v libovolném nadtélese K O T'. Uvazme tedy takovy polynom f a libovolné nadtéleso
K D T. Jiste f,D(f) € T[x]. Ozna¢me g € T[z] jejich nejvétsiho spoleéného délitele v T'[z]
(ktery existuje, protoze T[z] je Gaussuv obor integrity). Z Eukleidova algoritmu dokonce
vime, 7e g je t6z NSD (f, D(f)) v K|[z]. Jelikoz f je ireducibilni, je bud' g = 1 a tedy f a D(f)
jsou nesoudélné v K|x], nebo g = f, coz nelze, protoze by to znamenalo, ze f déli D(f), ale
deg (D(f)) < deg(f). D(f) a f tedy jisté nemaji zadné spolecné koteny v K|x], coz podle
8.12 znamen4d, ze f mé v K pouze jednoduché kofeny. ([l

9. KORENOVA A ROZKLADOVA NADTELESA

Lemma 9.1. Necht T C K jsou komutationi télesa. Necht a € K je algebraicky prvek nad
T. Potom existuje prdvé jeden polynom 0 # f € T|x] takovy, Ze
(i) a je korenem f
(ii) f je monicky a ireducibilni v T'[z]
(iii) je-li g € T[z] a a je kotenem g, pak f déli g (tj. Rf O Rg)

Diikaz. Definujeme mnozinu M, = {h € T[z]|h(a) = 0,deg (h) > 0}. V této mnoziné existuje
f, jehoz stupen je minimalni. Ozna¢me f = Zﬁ:o anz™, kde k > 1 a a; # 0. Pak polynom
f= alzlfje monicky, f(a) =0 a deg (f) je minimalni (nase hledané f).

Kdyby f=g¢-¢, pak f(a) = g(a) - ¢'(a), tedy g(a) nebo ¢'(a) je rovno 0, predpoklddejme,
ze g(a). Stupen f je minimélni, proto deg (f) = deg(g). Tedy ¢’ je invertibilni (je to prvek
T) a polynom g je tedy asociovan s polynomem f v T'[x]. Polynom f je tedy ireducibilni.

Necht g(a) = 0, pak pii délenf se zbytkem v T'[z] ziskdme g = ¢ f +p, kde deg (p) < deg (f).
Dosazenim a vyjde 0 = g(a) = g(a) f(a) +p(a), tudiz p=0a f déli b (Rf 2 Rg).

~~
=0

(Jednoznac¢nost f) Necht f i f’ maji pozadované vlastnosti. Podle piedchoziho f déli f’
a naopak f’ déli f. Polynomy f a f’ jsou tedy asociované. Zaroven jsou oba monické, takze

f=1r. O
Definice 9.2. Necht T' C K jsou komutativn{ télesa, a € K je algebraicky prvek nad 7.
Polynom f z véty 9.1 se nazyva minimdlni polynom prvku a nad T" a znaci se mq 7.

Priklad 9.3. Minimélnim polynomem prvku a € T je mg 1 = 2 — a € T'[x].

Lemma 9.4. Necht T C K jsou komutativni télesa, a € K. Oznacéme T(a) prinik vsech
podteles K, kterd obsahuji T' i prvek {a} (tj. T(a) = Nrcricaer T')- Je-li proek a alge-
braicky nad T, je T'(a) = {f(a)|f € T[z]} C K.

Diikaz. Ozna¢me mnozinu S = {f(a)|f € T[z]}. Ukdzeme, ze S je nejmensi podtéleso
(mysleno s operacemi z K) télesa K, které obsahuje téleso T' a prvek a a tim dokdzeme
tvrzeni. Mnozina S ziejmé obsahuje prvek a i téleso T' (dosazeni prvku a do polynomu f = z
a do konstantnich polynomu f; = ¢, t € T). Je-li T podtéleso K obsahujici T a a, ziejme
plati, ze T 2 S = {f(a)|f € T[z]}, nebot pro b = f(a) = Y ", ana™ méme viechna a, i a”
prvky télesa T', takze i b € T".

Staci tedy pouze ovérit, ze S je nosicem podtélesa K. Jisté f(a) 4+ g(a) = (f +g)(a) € S
a f(a)-gla) = (f-g)(a) € S, tedy S je podokruh K. Ukazeme, ze kazdy nenulovy prvek
S je invertibilni. Vezméme 0 # f(a) € S. Minimalni polynom prvku a, mg 7 jisté nedéli f,
tedy (mq,r je ireducibilni polynom) NSD (mg 7, f) = 1 € T[z]. Dle 3.6 je T'[z] obor integrity
hlavnich idedli, takze idedl T f +T'm, r musi byt tvaru T f +T'm, 1 = Tg pro néjaky polynom
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g € T[z]. Protoze ale NSD (mq 7, f) = 1je g € T, takze T'f + Tmgr = T. Dostavéme, ze
existuji polynomy g, h € T'[z] takové, ze g f+hmgr = 1 v T'[z]. Po dosazeni prvku a dostdvame
1 =g(a)f(a). Kazdy nenulovy prvek f(a) z S je tedy invertibilni a S je tedy téleso. O

Definice 9.5. Téleso T'(a) z predchoziho lemmatu se nazyva téleso vzniklé adjunkci alge-
braického prvku a k télesu T'.

Definice 9.6. Necht T C K jsou komutativn{ télesa. Pak fekneme, ze K je rozsireni koneéného
stupné nad T (nebo zkrécené K je kone¢ného stupné nad T'), pokud dimp (K) < oo, kde
dimy (K) znamend dimenzi vektorového prostoru K na télesem 7', kterd se téz znaci i jako
[K :T].

Véta 9.7. Necht T C K jsou komutativng télesa. Je-li K rozsivens koneéného stupné nad T,
pak K je algebraickym rozsirenim télesa T'. (Pozn.: Obrdcend implikace neplati.)

Diikaz. Vezméme libovolny prvek a € K, ukdzeme, 7Ze je algebraicky nad T. Ozna¢me n =

dim7 (K), mame, ze n < oo a proto je mnozina {1,a,a?,...,a"} T-linedrné zavisla (obsahuje
n + 1 prvkua). Tudiz existuji prvky to,...,t, € T, takové, ze alespon jeden z nich je nenulovy
ato-l+t1-a+ - +t,-a" =0. Oznatme f(z) = > i—g t;z" € T[z]. Mdme f(a) = 0, a proto
je prvek a alegbraicky nad télesemT'. ([l

Véta 9.8. Necht T C K jsou komutativni télesa a necht je a € K je algebraicky prvek nad
T. Pak T(a) je rozsirent konecného stupné nad K a [T(a) : T) = deg(mq ). Specidlné, T'(a)
je algebraickym rozsirenim télesa T'.

Diikaz. Ozna¢me n = deg(m,r) > 1. Ukdzeme, ze B = {1,a,a?,...a" '} je T-baze (je
T-nezavisld) télesa T'(a).

Nejprve dokdzeme linearni nezdvislost mnoziny B. Necht Z?;ol t;a' = 0. Pak polynom
f= Z?;()l t;x' ma koten a, tedy mg 7|f. Zaroveii je oviem deg (f) <n —1 < n = deg (mar).
To je mozné pouze pro f =0 atyg=...t,—1 = 0, mnozina B je tedy linedrné nezavisla.

Ovéreni, ze B je generujici podmnozina T'(a) znamend ukézat, ze T(a) = {f(a)|f €
T[x],deg (f) < n}. Zfejmé plati

9.4
T(a) = {f(a)lf € Tlz]} 2 {f(a)|f € T[z],deg (f) < n}.

(Opacné inkluze) Po vydéleni libovolného polynomu f € T'[z] polynomem mg r ziskdme

vyjadieni f = mg 71 - ¢+ p, kde deg (p) < n. Dosazenim a zjistime, ze
f(a) = mar(a) -q(a) + p(a) = p(a).
=0
Pro kazdé b € T'(a) existuje polynom f, pro ktery f(a) = b. Podle pfedchozi tvahy exis-
tuje také p, deg(p) < m, takovy, ze p(a) = b. Tim je dokézana inkluze T'(a) C {f(a)|f €
T[x],deg (f) < n} a zaroven celé tvrzeni. O
Lemma 9.9. Nechf A C B C C jsou komutationi télesa. Potom
[C:Al=][C:B]-[B:A.

Diikaz. Necht {b;jli € I} je A-bdze B a {cj|j € J} je B-baze C. Staci, kdyz ukdzeme, ze
U = {bic;li € I,j € J} je A-baze C, nebot mohutnost U je pak rovna [C : B] - [B : A.

Pro libovolné ¢ € C' existuji takovd b € B,j € J, ze ¢ = 3, ; bc;j, protoze {c;|j € J} je

JjeJ 7y
B-béze C. Pro kazdé b pak existuji prvky a;; € A takové, ze b, = 37, ; a;;b;, tudiz kazdé
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¢ € C lze zapsat jako ¢ = 3. /(3 ;cr aijbi)cj = Y ier Do je aij(bicj), tedy U je A-generujici
mnozina.

Necht a;; € A(i € I, j € J) takova, ze >, >y aij(bic;) = 0. Pak 3- j € J(3 ;s aijbi)cj =
0. Jelikoz je {cj|j € J} B-nezavisld, musi byt > . ;a;b; = 0 pro kazdé j € J. Mnozina
{bili € I} je oviem A-nezavisld, tudiz a;; = 0 pro kazdé i € I. Mnozina U je tedy A-nezavisld
a je to tedy A-béaze télesa C. O

Definice 9.10. Necht T' C K jsou komutativni télesa a ai,...,a, € K necht jsou alge-
braické prvky nad 7. Ozna¢me T'(aq,...,a,) prunik vSech podtéles K obsahujicich téleso
T a prvky aq,...,a, (neboli nejmensi takové podtéleso). Toto téleso se nazyva podtéleso K
vzniklé adjunkci algebraickijch prvki aq,...ay, k télesu T.

Pozndmka 9.11. Ziejmé plati, ze T'(a1,...,an) = (... (T(a1))(az2) ... )(an).

Véta 9.12. Necht T C K jsou komutativni télesa. Potom K je konecného stupné nad T
pravé tehdy, kdyz existuje koneénd mnozina algebraickych proki {a1,...a,} takovd, e K =
T(ai,...ap).

Diikaz. Necht [K : T] = m < oo. Indukei dle m dokdZeme tvrzeni. Pokud m = 1, pak staci
volit n = 1 a a1 = 0. Pokud m > 1, pak jiste K # T, takze existuje prvek a; € K \ T. Dle
9.7 je a1 algebaricky prvek nad télesem T'. Mame

T CT(a)C K.

Dle 9.9 plati m = [K : T] = [K : T(a1)][T(a1) : T] a protoze deg(mg, ) > 1, mame, ze
[K : T(a1)] < m. Dle indukéniho predpokladu existuji ag,...,a, € K algebraické nad T
takové, ze (T'(a1))(asg,...,a,) = K. Leva strana rovnosti je ale rovna T'(aq,...,a,), ¢imz je
implikace zleva doprava dokazana.

Necht K = T'(ay,...ay), kde ay,...a, jsou algebraické nad T. Indukei dle n dokdZeme, Ze
[K:T] <oo.Pron=1je K="T(a1), tedy [K : T)] = deg (mq, 1) < 00.

Pron>1je K =T(a1,...,a,) = (T(a1,...an—1)(ay). Dle lemmatu 9.9 je

[K : T] = [T(al, ce ,an_l) : T] . [(K : T(al, . ,an_l)],
pricemz stupen [T'(ai,...,an—1) : T] je koneény dle indukéniho pfedpokladu a

[(T(alv s 7an*1))(an) : T(alv cee aanfl)] = deg (man,T(al,...,anfﬂ)’
takze 1 stupen [K : T] je kone¢ny, ¢imz je dokdzana i implikace zprava doleva. ]

Definice 9.13. Necht T je komutativni téleso, f € T'[x] polynom stupné alespoii 1. Nadtéleso
(rozsiteni) U télesa T se nazyva korenovym nadtélesem polynomu f nad télesem T', pokud v
U existuje prvek a takovy, ze U = T'(a) a zaroven f(a) = 0.

Lemma 9.14. Necht T je komutationi téleso a f € T[x] polynom stupné alespori 1. Potom
existuje komutativni nadtéleso K DT takové, Ze f md v K alespori jeden koten.

Dikaz. Protoze R = T'[z] je Gaussuv (dokonce Eukleiduv) obor integrity (a tedy kazdy prvek
je soucinem ireducibilnich), stac¢i tvrzeni dokézat pro ireducibilni polynomy v R = T'[z], nebot
pro ireducibilni rozklad polynomu f = f;----- f,, sta¢i najit kofen libovolného z ireducibilnich
Cinitelu.

Jelikoz R je OIHI a f; = >.I ,a;z¢ je ireducibilni, Rf; je maximéln{ (vlastn{) idedl R a
faktorovy okruh R/Rf; je komutativni okruh bez vlastnich idealu, tedy K’ = R/Rf1 je téleso.
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Definujeme okruhovy homomorfismus (projekci) = : R — K’ tak, ze r — r + Rf;. Restrikef
7 | T ziskdme okruhovy homomorfismus z T' do K’ zobzazujici t — t + Rf;. Tento homomor-
fismus je prosty, nebof jestlize t + Rf; = t' + Rf1, pak t —t' = r f pro n&jaké r € R. Protoze
bud deg (rf1) > deg(f1) > 1 nebo rf; = 0, zatimco deg (t — ¢') < 0 (¢,¢' € T') a stupné obou
stran mus{ byt stejné, musi byt ¢t = ¢'. T' je tedy izomorfn{ télesu 7(7T') C K'.

Zbyva dokazat, ze f| = > i om(a;)z’ md v K’ alespoii jeden koten. Oznatme o = m(z) €
K'. Pak f{(«a) = leo m(a)m(z)t =Y 1 gm(a)m(x?) = w(f1) =0 € K'. Prvek a € K’ je tedy
kofenem f. O

Véta 9.15. Necht T je komutativni téleso a f € T|x] polynom stupné alespori 1. Potom exis-
tuje korenové nadtéleso polynomu f nad télesem T'. Je-li f ireducibilni, pak vSechna kofenovd

nadtélesa f nad T jsou T-izomorfni (tj. existuje mezi nimi izomorfismus, ktery je identita na
T).

Dikaz.
T[] D T C T(a)
| : |
T'[z] o) T’ C T'(a)

Z 9.14 vime, ze existuje téleso K O T takové, ze f méd v K koren. Polozme U = T'(a) C K.
Pak U je kofenové nadtéleso f nad T

Abychom ukézali jednoznacnost kofenového rozsifeni, dokdzeme nésledujici (obecnéjsi)
tvrzeni. Necht T % T’ jsou izomorfni télesa a f = Yo apz™ € Tlx] je ireducibilni a tedy
také @(f) = [/ = D plan)z™ € T'[z] je ireducibilni (protoze T'[x] £ T'[z]). Pak jsou-li
T(a) a T'(a’) kofenovd nadtélesa polynomu f nad T a f' nad T, existuje izomorfismus
Y T(a) — T'(d') takovy, ze ¥|T = . Jednoznacnost korenového nadtélesa je specidlnim
piipadem tohoto tvrzeni pro T =T' a ¢ = idy.

Z 9.8 vime, ze [T'(a) : T] = deg(mq,r), piicemz deg(mq 1) = deg(f), protoze f(a) = 0
a polynom f je ireducibilni. Plati tedy f = c¢-mg7, kde 0 # ¢ € T, nebo-li polynom f je
asociovan s polynomem m, 7 v T'[x]. Analogicky je [T"(d’) : T'] = deg (mqy 1) = deg(f’) a
f, ” My T V T[:L’]

Sestrojime izomorfismus ¢ : T'(a) — T'(a') takovy, ze Y|T = ¢. Z 9.4 vime, ze T'(a) =
{g9(a) | g € T[z]} a T'(a') = {h(d') | h € T'[z]}. Definujme homomorfismus 1) vztahem
P(g(a)) = @(g)(a’) € T'(a'). Ovéfme nejprve, ze 9 je korektné definované zobrazeni. Plati, ze
g(a) = h(a) prave tehdy, kdyz (g — h)(a) = 0, coz je pravé tehdy, kdyz mq 1 | (9 — h), coz uz
vime, ze je prave tehdy, kdyz f | (¢ —h). Aplikaci izomorfismu @ mame, ze predchozi je pravée
tehdy, kdyz f" | (¢(g) — ¢(h)). Anaogicky jako pred chvili dostdvame, ze ¢(g)(a’) = ¢(h)(a)
a 1 je tedy korektné definované a navic (diky ekvivalencim) méme rovnou, ze 1) je prosté a
piimo z definice 1 se snadno ovéri, ze je téz i na. Zobrazeni 1 je tedy bijekce.

Zbyva dokéazat, ze 1 je homomorfismus a ze ¥|T = .

P(g1(a) + g2(a)) = P(ida(g1) +1da(g2)) = P (ida(g1 + g2)) =

=1((91 + 92)(a)) = @((g1 + 92)) (@) = 2(91)(d) + @(g2)(a) = P(g1(a)) + ¥(g2(a)).
Analogicky lze dokézat, ze 1¥(g1(a) - g2(a)) = ¥(g1(a)) - ¥(g2(a)).
Pro konstantni polynom g(a) =t € T je ¢¥(t) = ¥(g(a)) = ¢(g)(a’) = p(t), tedy ¥|T = ¢

(a navic w(lT(a) = 1T) = (p(lT) = 1T’ = 1T’( oF
Zobrazeni ¢ je tedy T-izomorfismus mezi T'(a) a T'(a’). O
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Priklad 9.16. Pfedpoklad ireducibility je v pfedchozi véte nutny. Plati [T'(a) : T] = deg (mq,1),
tedy je-li f = f1- f2, kde fi, f2 jsou ireducibilni a deg (f1) # deg (f2), a je-li T'(a;1) kofenové
nadtéleso fi nad T" a T'(az) kofenové nadtéleso fo nad T', pak deg (f1) = [T'(a1) : T] # [T'(a2) :
T] = deg (f2), tedy T'(a1) # T'(az).

Definice 9.17. Necht 7' je komutativni téleso a f € T'[z] polynom stupné alespori 1. Nadtéleso
(rozsiteni) U D T nazveme rozkladovym nadtélesem polynomu f nad télesem T' pokud plati
(i) polynom f se v U[z] rozkldda na souéin linedrnich (kofenovych) ¢initela,
(ii) kdykoli T'C V C U, pak se polynom f nerozkldda ve V|[x] na linedrn{ ¢initele (neboli
téleso U je nejmensi téleso vlastnosti (i)).

Véta 9.18. Necht T je komutativni téleso a f € T[z] polynom stupné alespori 1. Potom
existuje rozkladové nadtéleso polynomu f nad télesem T a navic vSechna rozkladovd nadtélesa
polynomu f nad télesem T jsou T-izomorfni.

Dikaz. Indukei podle n = deg (f) nejprve dokdzeme existenci télesa spliujiciho (i) z 9.17. Pro
n = 1 tvrzeni ziejmé plati (staci polozit U = T'). Pro n > 1 dle 9.14 existuje K D T takové, ze
f ma v K kofen aj, neboli f(z) = (x —a1)g(z) v K[z]. Stupen g je o jedna mensi nez stupen
f, takze podle indukéniho predpokladu existuje nadtéleso W DO K, v némz se g rozklada
na linedrni (kofenové) €initele. Necht as,...a, jsou koreny g ve W. Pak U = T'(ay,...,a,)
spliiuje (i) z 9.17. Nyni staci ovérit, ze toto téleso spliiuje také (ii) z 9.17.

Necht T'C V C U. Pak jisté existuje i takové, ze a; ¢ V. Pro spor piedpoklddejme, Ze f
lze ve V[x] rozlozit na kofenové ¢initele f = c¢- (x —d}) ... (z —a),) € V[z]. Pak ale pro kazdé
j=1,...,njed; # a;. Tedy f(a;) = c-[[j={ (ai —a;) # 0, nebot zadny z cinitelis nenf nulovy
a Vx| je obor integrity. Dostavdme spor s tim, Ze a; je kofenem polynomu f, takze téleso U
spliuje i podminku (ii) z 9.17.

T - o - U
|
T ¢ v < v

(Jednozacnost) Necht T C U,V jsou rozkladovd nadtélesa polynomu f nad télesem T'. Pak
U=T(a1,...,an)aV =T(b1,...,by), kde ai,...,a, jsou kofeny polynomu f v U aby,..., b,
koteny polynomu f ve V. Definujeme mnozinu

M={U,NTCU CU ¢ :U — V, ¢je prosty T-homomorfismus}
a Castecné usporadani < na této mnoziné tak, ze (U’,¢") <m (U, ¢"), pokud U C U”
a ¢ = ¢" | U. Mnozina M je neprdzdnd, nebot (T,idy) € M. Protoze v [U : T] < oo
nemuze v M existovat nekoneény ostfe rostouci fetézec, tedy podle Zornova lemmatu ma M
vzhledem k <4 maximélni prvek (U’ ¢').

Sporem dokdzeme, ze U' = U a ze ¢’ je surjektivni, coz bude dukazem, ze U £ V. Necht
U CU=T(ay,...,a,)je maximédlni prvek M a BUNO necht a; € U\U’. Necht f = g1 ... g
je ireducibiln{ rozklad f v U’[z] (U'[z] je Gaussuv obor integrity) a BUNO necht g;(a;) = 0.
Oznaéme V' = Im . Tedy U’ % V', takze také U’ [x] Ly [x], pFicemz
m . — m .
g1 =Y i =@ (q) =Y ¢ ()2’
i=0

1=0
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a
f=17r

(¢’ je T-homomorfismus). Méme f = g1 - - g, v U'[z] a f = ¢ (g1) - --- - ©'(gn) ve V'[7]
(obojf jsou to ireducibilni rozklady). Polynom ¢’(g1) ma ve V kofen (V je rozkladové nadtéleso
polynomu f), ozna¢me jej aj € V. Podle 9.15 je U'(ay) ~ V'(a}), tudiz (U'(a1),¢') € M, coz
je ve sporu s maximalitou (U’ ).

Zbyvé dokdzat, ze ¢’ je na. Pokud neni, pak V/ = Im ¢’ je nadtélesem T've V (T C V' C V)
takovym, ze f se ve V'[z] rozkldd4 na linedrn{ (kofenové) ¢initele, coz je ve sporu s podminkou
(ii) z 9.17 pro rozkladové nadtéleseo V. O

10. ALGEBRAICKY UZAVER

Definice 10.1. (i) Nechf K je komutativni téleso. Rekneme, ze K je algebraicky uzaviené
téleso , pokud kazdy polynom f € K|[z] stupné alespon 1 ma v K alespon jeden kofen
(coz je tehdy a jen tehdy, kdyz se f rozkldada na linedrni ¢initele v K[z]),
(ii) Nechf T C K jsou komutativni télesa. Rekneme, ze K je algebraickym uzdvérem télesa
T, pokud
a) téleso K je algebraicky uzaviené,
b) K je algebraickym rozsifenim télesa 7'
Skutecnost, ze K je algebraicky uzaviené téleso symbolicky znaéime K = K a pro algebraicky
uzdveér pouzivame znaceni 7.

Priklad 10.2. (1) Téleso C vsech komplexnich &isel je algebraicky uzaviené (toto je presné
tvrzeni véty s ndzvem zdkladni véta algebry).

(2) Téleso C je algebraickym uzdvérem télesa R, stupen toho rozsifeni je [C : R] = 2.

(3) Uzavérem télesa Q véech raiconalnich ¢isel je mezitéleso Q C Q C C, kterému se iika
téleso algebraickyjch ¢isel a my ho zatim nebudeme bliZze specifikovat, jen doplnime,
7e stupen rozsfieni je v tomto piipadé nekoneény [Q : Q] = oc.

(4) Necht T je konecné téleso (uvidite pozdéji, ze kazdé koneéné téleso je komutativni),
pak jeho algebraicky uzavér je nekoneéné téleso (plyne to z 10.3). Stupen rozsifeni
tedy nutné je [T : T] = oo.

Lemma 10.3. Necht T je komutativni algebraicky uzaviené téleso, pak T neni konecné.

Diikaz. Predpoklddejme pro spor, ze T' = {t1,...,t,}. Uvazme polynom f = (z —t1)(z —t2) -
<+ (x —t,) + 1 € T[x]. Tento polynom nema v T kofen, coz je spor s predpokladem, ze T' je
algebraicky uzaviené. Téleso T tedy nemuze byt konecéné. O

Véta 10.4. Necht T je komutativni téleso. Potom existuje nadtéleso K D T takové, Ze kazdy
polynom f € T[x] stupné alespori 1 md v K alesponi jeden koren a navic plati card(K) <
max (R, card (T")).

Dikaz. O

Lemma 10.5. Necht T C K jsou komutativni télesa a necht K je algebraicky uzaviené.
Oznacme T C T' = {a € K | aje algebraické nadT} C K. Potom T' je algebraicky uzdver
télesa T (T' =1T).

Diikaz. Nejdiive dokdzeme, ze T” je podtélesem K obsahujici téleso T'. Inkluze 7" C K plyne
piimo z definice T’. Jisté libovolny prvek ¢ € T je algebraicky nad T, takze plati i inkluze
T C T'. Méjme libovolnd a,b € T'. Pak a,b € T'(a,b) C K a [T(a,b) : T] < oo. Z posledniho
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plyne (9.7), ze vSechny prvky télesa T'(a,b) jsou algebraické, ¢ili T'(a,b) C T’ a specidlné
a+ba-beT.

Nyn{ dokézeme, ze kazdy polynom f € T”[x] stupné alesponn 1 md v 7" alespon jeden koten.
Méjme polynom f = > t,a", to,...,t, € T’ stupné alespon 1. Téleso K je algebraicky
uzaviené, takze polynom f mé v K alespon jeden kofen a € K, ukdzeme, ze a je algebraické
nad T, ¢ili a € T'. Mame nésledujici tii komutativni télesa

T C T(to, ... tn) C T(to, ... tn,q).

Stupen rozsiteni [T'(to,...,tn) : T] je koneény podle 9.8. Stupen rozsiteni [T'(to,...,tn,a) :
T(to, ... tn)] = deg (mq 1(t,...t,)) je nutné také konecny. Z 9.9 mame, ze i stupenn rozsifent
[T(to,...,tn,a) : T] je kone¢ny. Takze vSechny prvky télesa T'(to,...,tn,a) jsou algebraické
nad T, specidlné tedy i prvek a.

]

Véta 10.6. Necht T je komutationi téleso. Pak existuje nadtéleso K O T, které je alge-
braickym uzdvérem télesa T (K =T ). Toto téleso je uréeno jednoznacéné az na T-izomorfismus.
Navic card(K) = max(Ro, card (T)) (pokud T je konecné téleso, pak card(T) = No, jinak
card (T) = card (T)).

Dikaz. Oznacme Ky =T, K; nadtéleso T (existuje dle 10.4), ve kterém mé kazdy polynom z
Ky[z] stupné alespon 1 kofen, K3 natéleso K7, ve kterém ma kazdy polynom z K [x] stupné
alesponi 1 kofen atd. Pak K = (Jy_;on, Ki 2 T je téleso. Kazdy polynom z K[z] stupné
alesponi 1 ma koeficienty v nékterém K; a tedy ma koten v K;11, K O T je tedy algebraicky
uzaviené téleso. Nyni si sta¢i uvédomit, ze K = {a € K | aje algebraické nadT} C K a
pouzit 10.5. Mame tedy, ze K je algebraickym uzdvérem télesa T'. Tvrzeni o mohutnosti
plyne z 10.4.

T c T c K
|
T C Ker ¢/ - K’

(Jednoznacénost) Méjme K, K’ dva algebraické uzavéry télesa T'. Uvazme ¢astecné usporddanou
mnozinu M = (T",¢'),<y), kde T CT' C K, ¢’ : T" — K’ je prosty T-homomorfismus
a (T, ¢") <y (T",¢"), pokud T C T" a ¢"|T" = ¢'. Tato mnozina neni prazdnd, protoze
obsahuje prvek (7', idr). Pokud

je fetézec v M, pak (U, Ua,U, o) € M, mizeme tedy pouzit Zornovo lemma. Plyne z
néj existence <ps-maximalntho prvku (77, ¢’). Predpoklddejme pro spor, ze T’ # K. Pak
existuje prvek k € K \ T” algebraicky nad T a tedy i nad T’. Ozna¢me f = my, 7 minimélni
polynom prvku k nad télesem T". Definujme ¢’ : T'[z] — ¢'(T")[z]. Pak f — ¢/(f) a jelikoz
f je ireducibilni polynom nad T", je také polynom ¢'(f) ireducibilni nad ¢'(7"). Pro koten
k polynomu f muzeme homomorfismus ¢’ rozsiiit na 7"(k) C K, za obraz k vezmeme kofen
polynomu ¢'(f), ktery oznaéime k’. Mame tedy T-izomorfismus ¢ : T'(k) — o(T")(k') (stejné
jako v dukazu véty 9.15), coz je spor s maximalitou (77, ¢"), a tedy T" = K.

Vime, ze T C ¢/(K) C K’ a ¢/(K) je algebraicky uzaviené rozsiteni T (protoze ¢’ (K) ~ K).
Je-li k' € K', pak existuje f € T[z]: f(K') =0, ale f se v ¢/(K) rozkladd na kofenové ¢initele
a tedy k' € ¢/(K), takze ¢'(K) = K'. O
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11. STRUKTURA KONECNYCH TELES

Véta 11.1 (Weddenburn). Kazdé konecné téleso je komutativni.

Véta 11.2 (struktura konec¢nych téles). (i) Necht a je prirozené éislo. Potom eistuje
konecéné téleso tddu a, prdave tehdy, kdyZ a = p"™, kde p je prvocislo a n > 1. Je-li
a = p", pak existuje (aZ na izomorfismus) pravé jedno konecné téleso tdadu a, znaci
se GF(p"™) (Galois field) a ma ndsledugici vlastnosti:
— jeho charakteristika je p
— jeho aditivnd grupa je izomorfni Z
— jeho multiplikativnd grupa je cyklickd
— je rozkladovym nadtélesem polynomu x* — x € Zy|x]
(i) Necht T = GF(p"™). Pak existuje ireducibilni polynom f € Zplx] stupné n, Ze T ~
Lp|z]/ fLp|z]. Naopak pro kazdy ireducibilni polynom g € Zy|z] stupné n je Zy|x]/gZy|x]
konecnym télesem izomorfnim GF (p™).

Diikaz. (Céast (i)) Necht T je konecné komutativni téleso f4du a. Potom char (T') je prvocislo
p (toto tvrzeni je hezkym cvi¢enim). Oznac¢me P prvotéleso télesa T':

P={1,1+1,14+1+4+1,...,14+14+---4+1=0} > Z,.
N——

p-krat

Ozna¢me n = dimp (T') = [T : P]. Pak T m4 praveé p" prvku, a tedy a = p™. T je navic
n-dimenzionélni vektorovy prostor nad P, tedy aditivni grupa (7,+,—,0) ~ P" ~ Loy (to
byste si méli pamatovat z linedrni algebry).

Zaméfme se nyni na multiplikativni grupu G = (G = T\ {0},-,7',1) Rad této grupy je
|G| =a—1=p"—1=p'ps?...p.*". Podle Frobeniovy-Stickelbergerovy véty ?? se G rozklads
na soucin p;-primarnich komponent: G = G x --- x Gy, takovych, ze |G;| = p;"*. Ukdzeme,
ze kazdd G; je cyklickd grupa radu p;" (coz bude dukaz toho, ze i G je cyklickd). Pro spor
predpoklddejme, ze grupa G; neni cyklickd. Pro kazdé g € G; plati, ze o(g) < p;nj . Oznatme

pﬁ" =max{o(g) | g € G;} a definujme b = pll1 .. .pif, b tedy deéli a, ale neni s nim asociovdno

(speciélné a > b+ 2). Uvazme polynom F' = zb—1eP [x]. Podle piedpokladu je kazdy prvek
grupy G kofenem polynomu F'(z) € Plz|. Grupa G m4 ale a — 1 prvku a stupen polynomu f
je jen b < a — 1, coz je spor s predpokladem, ze grupa G; neni cyklicka.

Nyni dokézeme, ze T' je rozkladovym nadtélesem polynomu f = 2% — x € Zy[z]. Protoze
P ~ 7, mizeme BUNO piedpokladat, ze Z, C T.Méame D(f) = —1, polynomy f a D(f) tedy
nemaji zadné spolectné koteny, z toho plyne, ze f ma pouze jednoduché koreny v libovolném
nadtélese 7' O Zp. Na druhé strané kazdé g € T \ {0} je kofenem f v T (¢* = g a tedy
f(g) =0). Prvek 0 € T je ziejmé také kofenem polynomu f.

Polynom f mé& stupen a a mé v T a ruznych kofenu, tedy téleso T je rozkladovym
nadtélesem polynomu f nad Z,:

f=(@—-t)(x—t2)...(x — 1) {t1,...,tpn} =T

Jednoznacnost plyne z jednoznacnosti rozkladového nadtélesa.

(Cast (ii)) Méjme téleso T, takové, ze |T| = p”. Vime, ze jeho multiplikativn{ grupa G =
T\ {0} je cyklickd. Necht t € G je jeji generdtor. Potom nutné Z,(t) = T, tedy T vznikne
adjunkci prvku ¢ k prvotélesu Z,, tudiz [T' : Zy] = n = deg(myz,), kde myz, je minimélni
polynom prvku ¢ nad prvotélesem Z,. Navic zobrazeni v : Z,[x] — Zy(t) piitazujici g — g(t),
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je surjektivni okruhovy homomorfismus (9.4) a Ker ¢ = myz, - Zp[z]. Tedy T = Z,(t)
Zyplw]/Ker o = Zp[x]/my z, - Zp[z]. Zbytek tvrzeni je snadnym cvicenim.

O R

12. SvAzy

Definice 12.1. Césteéné uspofddand mnozina (L, <) (tj. bindrni operace < je tranzitivni,
reflexivni a antisymetrickd) se nazyva svazové usporddanou, pokud pro kazdé dva prvky z,y €
L existuje inf(z,y) € L (nejvétsi dolni zdvora, tj. prveki € L: (i < z,yA (' < z,y =i <1)))
a sup(z,y) € L (nejmens{ horni zavora, tj. prvek s € L: (s > z,y A (8 > z,y = § > 35))).
Navic (L, <) se nazyva uplné svazové usporddand, pokud pro kazdou podmnozinu X C L
existuje inf(X) € L a sup(X) € L.

Definice 12.2. Trojice £ = (L, A, V), kde L je mnozina a A a V jsou bindrni operace na L
se nazyva svazem, pokud pro kazdé dva prvky x,y € L plati
(i) s ANz =2 =z Vx (reflexivita),

(ii)) rAy=y Az, zVy=yVaz (komutativita),

(i) rA(lynz)=(xAy) ANz, xzV(yVz)=(xVy)V z (asociativita),

(iv) z A (yVa) =z =aV (yAx) (absorbce).
Je-li £ =(L,A,V) svaz, je L* = (L,V, ) (tedy napiiklad operace V v Lx je definovdna jako
aVb=aAb, kde A je puvodni operace z L) také svaz, tzv. svaz dudlni ke svazu L.

Lemma 12.3. Zobrazeni
¢: (L, <) = (LA V),

kde a \'b je definovdno jako inf(a,b) a a Vb je definovdno jako sup(a,b) a zobrazeni
V(LA V) — (L, <),

kde definujeme x < y, pokud x Ny = x (nebo ekvivalentné: (x V y) = y) jsou navzdjem
inverzni bijekce tridy vsech svazové usporddanych mmnozin a tridy vsech svazi. Proto mezi
svazove usporddanou mnozZinou a svazem nerozlisujeme.

Diikaz. Ovéfit, ze zobrazeni ¢ a 1 jsou korektné definovana je velice uzite¢né cviceni, a proto
ho pienechame c¢tenari. Ukazeme, ze ¢ o ¢ = id. Uvazme svazové usporfadanou mnozinu
(L, <), zobrazime ji zobrazenim ¢ a dostaneme svaz (L, A, V), ten zobrazime zobrazenim
a dostaneme svazové usporddanou mnozinu (L, <'). Musime ukézat, ze pro kazdé x,y € L
plati x <' y & x < y. Mdme, ze © <' y pravé, kdyz x Ay = z, coz je pravé tehdy, kdyz
inf(z,y) = x, coz je praveé tehdy, kdyz = < y.

Ukézeme, ze i ¢ 01p = id. Uvazme svaz (L, A, V), ten zobrazime zobrazenim v a dostaneme
svazoveé uspoiddanou mnozinu (L, <), tu zobrazime zobrazenim ¢ a dostaneme svaz (L, \', \V').
Musime ukdzat, ze pro kazdé x,y € L plati x Ny = x Ay a V' y = z Vy. Ukdzeme jen prvni
rovnost, druhou pienechdme ¢tendri jako cviceni. Mame, ze x A"y = inf(z,y), ukdzeme, ze
inf(x,y) =  Ay. Jisté inf(x,y) > = A y. Déle, protoze inf(z,y) < x a zdroven inf(z,y) <y
méme, ze inf(z, y) A (xAy) = (inf(z,y) Ax) Ay = inf(z, y) Ay = inf(z, y), tedy inf(z,y) < xAy,
tedy inf(x,y) = x A y. Dokazali jsme, ze ¢ i 1 jsou bijekce a jsou navzdjem inverzni. O

Priklad 12.4. (1) Je-li M mnozina, pak ¢dste¢né usporddand mnozina P = (P(M),C)
vSech podmnozin mnoziny M je uplné svazové uspofadand mnozina. Dale plati, ze
inf(z,y) = zNy asup(z,y) = xUy. Tedy P = (P(M),N,U) je dplny svaz (svaz
nazyvame uplnym, pokud je jeho odpovidajici svazové usporadand mnozina tplné
svazoveé usporadand).
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(2) Je-li M € Mod-R modul (nad libovolnym okruhem), pak ¢aste¢né usporadand mnozina
L = (L(M), <) viech podmodulit modulu M je tiplné svazové uspofadand mnozina.
Dale plati, ze inf(z,y) = Ny a sup(z,y) = = +y (podmodul generovany podmoduly
zavy). Tedy L= (L(M),N,+) je Gplny svaz.

(3) Je-li G grupa (ne nutné komutativni), pak ¢asteéné usporadand mnozina £ = (L(G), C
) vSech podgrup grupy G je uplné svazové uspoirddand mnozina. Déle plati, Ze inf(z, y) =
x Ny a sup(z,y) = = + y (podgrupa generovand podgrupami z a y). Tedy £ =
(L(G),N,+) je tplny svaz.

(4) Necht ¢dstecne uspoiddand mnozina S = ({x1,22,...}, <) je nekone¢ny ostfe ros-
touci Fetézec (tedy plati 1 < z9 < 23 < -+ <z < Tp1 < ...). Pak S je sva-
zové uspoiradand mnozina, ale S neni Uplné svazové usporadand mnozina, protoze
sup({x1,za,...}) neexistuje.

Definice 12.5. Nechf £, L’ jsou svazy. Zobrazeni ¢ : L — L' je svazovyj homomorfismus,
pokud pro kazdé z,y € L plati, ze p(x Ay) = ¢(z) N p(y) a (zVy) = p(x) V' o(y). Je-li ¢
prosté zobrazeni, fekneme, Ze ¢ je svazovy monomorfismus, je-li ¢ zobrazeni na, fekneme, ze ¢
je svazovy epimorfismus a je-li @ zobrazeni bijektivni, fekneme, ze ¢ je svazovy izomorfismus.

Priklad 12.6. Je-li M mnozina, pak jiz vime, ze P = (P(M),N,U) je svaz. Zobrazeni
:P — P*
N — M\N
je svazovy izomorfismus svazu P a dudlniho svaz P* a dale plati, ze ¢ o p = idyy.

Definice 12.7. Nechf £ je svaz a nechf I’ C L. Rekneme, ze podmnozina L’ spolu s re-
strikcemi operaci z L na L' je podsvaz svazu L, pokud je L' uzaviend na operace A a V, tedy
pokud pro kazdé x,y € L' plati, zex Aye L' axVye L.

Priklad 12.8. Necht L je svaz a necht z,y € L jsou takové, ze x < y. Pak mnozina [z,y] =
{z € L|z < z <y} (spolu s operacemi z L) je podsvaz svazu L. Tento specidlni tvar podsvazu
se nazyva interval ve svazu L uréeny prvky x a y.

Definice 12.9. Nechf £ je svaz. Rekneme, Ze svaz £ je moduldrni, pokud pro kazdé dva
prvky z,y € L plati, ze je-li z € L, z < z, pak z A (yV z) = (x Ay) V z (této implikaci se ¢asto
iikd slabd distributivita).

Pozndmka 12.10. Svaz L je modularni préavé tehdy, kdyz je dudlni svaz £* modularni.

Priklad 12.11. (1) Vsechny svazy z 12.4, kromé svazu vech podgrup, jsou vzdy modulérni,
v piipadech (1) a (4) jsou operace dokonce distributivni (x A (yVz) = (xAy)V(zAz)).
V piipadech (2) a (3) vzdy plati, ze x A (y V z2) > (x Ay) V z: pro Z C X mame
XNy +2Z)C(XNY)+ Z, nebot pokud z € X az € Y + Z, tedy z = y + 2, pak
jiste ye X. Takzex =y +2€ (X NY) + Z.
(2) Svaz N5 (viz. obrézek 1, tomuto svazu se ikd pentagon) neni moduldrni. Napf. z A
(yVz)=z#z=(xAy)V=z

Veéta 12.12. Svaz L je moduldrni, pravé tehdy, kdyz neobsahuje podsvaz izomorfni se svazem

Ns.

Diikaz. Kdyz L obsahuje podsvaz izomofni se svazem N5, pak svaz £ neni moduldrni podle
12.11 ¢asti (2). Opacnou implikaci dokdzeme nepifmo. Necht svaz £ neni moduldrni. Pak
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OBRAZEK 1. Svaz N

1

existuji prvky z,y,z takové, ze z < x ax A (yV z) > (x Ay) V z (podivejte se na 12.11

¢ast (1)). Nyni najdeme podsvaz L izomorfni se svazem N5. Definujme a = z A (y V 2),
b=yac= (xAy)Vz. PakaVvb=(xA(yVz)Vy<(yVz)Vy=z2Vy a ziroven

absorbce

aVb=(xA(yVz)Vy>(2AyVz)Vy = zVy, takze

aVb=zVy.
Dale chb=((z Ay)Vz)Ay< (zAy)Vz) Ny=xAyaziroven cAb= ((zAy)Vz) ANy >
((xAy)Vz)A(xAy) absgbcex/\y, takze

cANb=xAy.
Dale jeste cVb=(zA(yVz)Vy=2zVyaaAb=xzA(yVz)ANy=xAy.
Nyni staci ukazat, ze b £ c,c £ b, b £ a a a £ b. Kdyby b < ¢, neboli b A ¢ = b, pak by
podle jiz dokdzanych vztahu platilo z A y = y, tedy y < z. Déle z pfedpokladi mame z < z.
Pak ovéem x A (yV z) =yVz = (xAy)V z, coz je ve sporu s volbou z,y a z. Platnost dalsich

vztaht dokdZeme analogicky. Nasli jsme tedy podsvaz £ izomorfni se svazem N5. O
avb
a
b
C
cAb

OBRAZEK 2. Uspoiadani a,b, c

Definice 12.13. Nechf £ je svaz. Rekneme, ze svaz L je distributivni, pokud pro kazdé
x,y,z € Lplati z A (yV z) = (x Vy) A (x A z). Déle tekneme, ze svaz L je komplementdrni,
pokud existuji prvky 0,1 € L takové, Ze pro kazdé x € L je 0 < x < 1 a existuje 2’ € L
takové, ze x Ax' = 0 a V2’ = 1. Svaz, ktery je distributivni a zaroven komplementarni se
nazyva booleovsky svaz.

Pozndmka 12.14. Ziejmé kazdy distributivni svaz je modularni.
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Priklad 12.15. (1) Svaz P(M) = (P(M),N,V) je booleovsky svaz. Mame 0 =0, 1 = M
a X' = M\ X. Tento booleovsky svaz je krasnym piikladem, nebot plati, ze kazdy
konecény booleovsky svaz je izomorfni svazu P(M) pro néjakou mnozinu M.

(2) Nekonecny ostie rostouci fetézec S = ({x1,22,...}, <) je ziejmeé distributivni svaz,
ale pokud obsahuje alespon tii prvky, pak tento svaz neni komplementarni.

(3) Svaz M5 (viz. obrazek 3, tomuto svazu se fikd diamant) je komplementarni, ale neni
disributivni (a A (bVec=a # 0= (aAb)V (aAc)) apodle 12.12 je moduldrni.

(4) Svaz N5 neni distributivni ani komplementérni ani moduldrni.

OBRAZEK 3. Svaz M5

1

Véta 12.16. Svaz L je distributivni prdvé tehdy, kdyz svaz L* je distributivni, tj. pro kazdé
x,y,z € L* plati xV (yAz) = (xVy) A(zV z).

Dukaz. Je-li svaz L distributivni, pak

absorbce ) distr.

VYAV ™ (avy)Az)V((@Vy)Az2) Vv ((zVy) Az

absorbce

=z V(z(xA2)V(yAz)) zV (yAz).
Dokézali jsme, zZe je-li svaz £ distributivni, je i svaz £* distibutivni. Naopak, jestlize je svaz
L* distributivni, je distributivnf i svaz £**. Jelikoz ale £** = L, dokézali jsme také opacnou
implikaci. O

Poznamka 12.17. Svaz L je distributivni pravé tehdy, kdyZz neobsahuje podsvaz izomorfni
svazu N5 nebo svazu Ms.
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