
Řešeńı př́ıkladu s mř́ıž́ı
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Celý tento text je nepovinný a určený pro otrleǰśı čtenáře.

Zadáńı 1 Bud’ n ∈ N a mějme prvky u1, . . . , un ∈ Z
n takové, že když naṕı̌seme

souřadnice ui do řádk̊u, je
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6= 0.

Potom plat́ı, že [Zn : 〈u1, . . . , un〉] = V (tj. |Zn/〈u1, . . . , un〉| = V ).

Řešeńı: Zkuste si situaci představovat pro n = 1, 2. Pokud nějakou část d̊ukazu
nechápete, zkuste ji přeskočit a vrátit se k ńı později.

Prvńı pozorováńı je, že V přesně udává objem rovnoběžnostěnu určeného
vektory u1, . . . , un. Druhé pozorováńı, které dává do souvislosti index [Zn :
〈u1, . . . , un〉] a počty mř́ıžových bod̊u, zformulujeme jako lemma:

Lemma 1.1 Čı́slo [Zn : 〈u1, . . . , un〉] je rovno počtu bod̊u Z
n uvnitř množiny

F = {α1u1 + · · ·+ αnun : ∀i, αi ∈ [0, 1)}

D̊ukaz: Opět doporučuji si nakreslit obrázek, ta složitá množina F je vlastně
maličko uř́ıznutý rovnoběžnostěn.

Všimněte si, že pokud V 6= 0, můžeme pomoćı F vydláždit Rn. Přesněji pro
k1, . . . , kn ∈ Z položme Fk1,...,kn

= F + k1u1 + · · · + knun. Pak každá množina
Fk1,...,kn

je trochu posunuté F , pro r̊uzné n-tice k1, . . . , kn dostaneme disjunktńı
množiny a

R =
⋃

k1,...,kn∈Z

Fk1,...,kn
.

Rozmyslete si, že toto vše plyne z toho, že {u1, . . . , un} je báze R
n.

Vı́me přitom, že [Zn : 〈u1, . . . , un〉] je rovno počtu r̊uzných bod̊u Z
n modulo

přič́ıtáńı celoč́ıselných násobk̊u vektor̊u u1, . . . , un. Protože F lze vydláždit ro-
vinu, bude nutně [Zn : 〈u1, . . . , un〉] nejvýše rovno počtu mř́ıžových bod̊u uvnitř
F . Bud’ naopak t ∈ Z

n∩F a předpokládejme, že s ∈ (t+ Zu1 + · · ·+ Zun)∩F .
Pak vektor s − t má jednoznačné vyjádřeńı ve tvaru γ1u1 + · · · + γnun, kde
(protože s, t lež́ı v F ) je γi ∈ (−1, 1). Nav́ıc s, t jsou mř́ıžové body, takže
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s − t ∈ Z
n a nutně γi = 0 pro všechna i. Tedy s = t. Z tohoto faktu už

snadno plyne, že [Zn : 〈u1, . . . , un〉] je rovno velikosti Zn ∩ F .

Zbývá dokázat, že v F lež́ı přesně V bod̊u. Půjdeme na to pomoćı limit,
takže nás čeká trocha technických výpočt̊u.

Uvažme velké m ∈ N a hyperkrychli {−m, . . . ,m}n. V té lež́ı přesně
(2m+1)n mř́ıžových bod̊u a má objem (2m)n. Označme r počet množin Fk1,...,kn

zcela uvnitř hyperkrychle a p počet množin Fk1,...,kn
, které maj́ı neprázdný

pr̊unik s povrchem hyperkrychle (tj. kus jich trč́ı ven). Všimněme si, že v každé
množině Fk1,...,kn

lež́ı stejný počet b mř́ıžových bod̊u.
Jistě plat́ı nerovnosti pro počet bod̊u

(r + p) · b ≥ (2m+ 1)n ≥ r · b

(2m+ 1)n

r
≥ b ≥

(2m+ 1)n

r + p

a pro objemy (nakreslete si obrázek)

(r + p) · V ≥ (2m)n ≥ r · V

(2m)n

V
≥ r ≥

(2m)n − p

V

Pokud ukážeme, že počet p špatných množin je malý, konkrétně p ≤ c · mn−1

pro nějakou konstantu c, tak jsme vyhráli, protože pak ze druhé sady nerovnost́ı
dostaneme

(2m)n

V
≥ r ≥

(2m)n − cmn−1

V
,

což po dosazeńı do nerovnost́ı pro počet bod̊u dá:
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V
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(2m)n

V
+ cmn−1

V (2m+ 1)n
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Nyńı prom → ∞ je limita
(

1 + 1
2m

)n
rovna 1 a limity výraz̊u V
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2nm

a V

1+V c 1

2nm

jsou obě rovny V . Nutně tedy b = V .
Zbývá ukázat, že špatných rovnoběžnostěn̊u Fk1,...,kn

(takových, že jich kus
trč́ı ven z hyperkrychle) je málo. Hyperkrychle má 2n nadstěn S1, . . . , S2n. Stač́ı
nám dokázat, že každá Si má neprázdný pr̊unik jen s O(mn−1) rovnoběžnostěny
Fk1,...,kn

. Bez újmy na obecnosti uvažme S1 stěnu, pro jej́ıž všechny body plat́ı
x1 = 1 (prvńı souřadnice). Položme l = |u1|+ · · ·+ |un|.

Pak uvažme množinu bod̊u (nafouknutou stěnu)

R1 = {(x1, . . . , xn) : ∃(y1, . . . , yn) ∈ S1, ∀i, |yi − xi| ≤ l}.



Objem R1 je roven l · (2(m + l))n−1 = O(mn−1) a pokud má nějaký rov-
noběžnostěn Fk1,...,kn

neprázdný pr̊unik s S1, tak nutně celý lež́ı v R1 (roz-
myslete si; komu nepomůže obrázek, pomůže trojúhelńıková nerovnost). Nutně
tedy s S1 může mı́t neprázdný pr̊unik nejvýše O(mn−1)/V = O(mn−1) rov-
noběžnostěn̊u Fk1,...,kn

, č́ımž je d̊ukaz ukončen.


