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Cely tento text je nepovinny a urceny pro otrlejsi ¢tenare.

Zadani 1 Bud' n € N a mé&jme proky uq, ..., u, € Z" takové, Ze kdyZ napiseme
souradnice u; do Tdadku, je
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V =|det | . # 0.
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Potom plati, Ze (27 : (u1, ..., un)] =V (. |Z"/({u,...,un)| =V ).

Resend: Zkuste si situaci pfedstavovat pro n = 1,2. Pokud né&jakou ¢ast dikazu
nechapete, zkuste ji preskocit a vratit se k ni pozdéji.
Prvni pozorovani je, ze V pfesné uddva objem rovnobéznosténu urcéeného

vektory uy,...,u,. Druhé pozorovani, které ddvd do souvislosti index [Z™ :
(u1,...,un)] a pocty mifzovych bodu, zformulujeme jako lemma:
Lemma 1.1 Cislo [Z" : (uy, ..., u,)] je rovno poctu bodi Z" wvniti mnoziny

F={oqu; + -+ apuy, : Vi,a; €10,1)}

Diikaz: Opét doporucuji si nakreslit obrazek, ta slozitd mnozina F' je vlastné
malicko ufiznuty rovnobéznostén.

Vsimnéte si, ze pokud V' # 0, muzeme pomoci F' vydldzdit R™. Ptesnéji pro
ki,...,ky, € Z polozme Fy, 1, = F+ ku + - + kyu,. Pak kazdd mnozina
Fy, ...k, je trochu posunuté F', pro riizné n-tice Ky, . .., k,, dostaneme disjunktni
mnoziny a

R= U Friook
E1yokon €7

Rozmyslete si, ze toto vée plyne z toho, ze {uy,...,u,} je bize R™.

Vime piitom, ze [Z" : (uq,...,un)] je rovno po¢tu ruznych bodu Z™ modulo
pricitani celo¢iselnych nasobku vektoru w, ..., u,. Protoze F' lze vydlazdit ro-
vinu, bude nutné [Z™ : (uy, ..., u,)] nejvyse rovno poctu miizovych bodi uvniti
F. Bud naopak t € Z" N F a piedpokladejme, 7e s € (t + Zuy + - -+ + Zuy,) N F.
Pak vektor s — ¢ m4a jednozna¢né vyjadieni ve tvaru ~yiu; + - -+ + ypuy,, kde
(protoze s,t lezi v F) je v; € (—1,1). Navic s,t jsou mifzové body, takze



s —t € Z" a nutné y; = 0 pro vSechna i. Tedy s = t. Z tohoto faktu uz
snadno plyne, ze [Z" : (uq,...,uy)] je rovno velikosti Z™ N F.

Zbyvé dokézat, ze v F' lezi ptesné V bodu. Pujdeme na to pomoci limit,
takze nas ¢ekd trocha technickych vypoctu.

Uvazme velké m € N a hyperkrychli {—m,...,m}™. V té lez{ piesné
(2m+1)" miizovych bodu a méd objem (2m)™. Ozna¢me r poc¢et mnozin Fy, .,
zcela uvniti hyperkrychle a p pocet mnozin Fj, . k., které maji neprdzdny
prunik s povrchem hyperkrychle (tj. kus jich tréf ven). Vsimnéme si, ze v kazdé
mnoziné Fy, . lezi stejny pocet b miizovych boda.

Jisté plati nerovnosti pro pocet bodu

(r+p)-6>0C2m+1)">r-b
2m+ 1)" ~p> 2m+ 1)"
T - r+p

a pro objemy (nakreslete si obrazek)

(2m)" —p
%4 Vv

Pokud ukézeme, ze poéet p $patnych mnozin je maly, konkrétné p < ¢ - mn~!

pro né&jakou konstantu c, tak jsme vyhrali, protoze pak ze druhé sady nerovnosti
dostaneme
(2m)™ (2m)" — emn—1
>r>2———,
%4 1%
coz po dosazeni do nerovnosti pro pocet bodu da:
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Nyni prom — oo je limita (1 + %) rovna 1 a limity vyrazu ——— a T Verl
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jsou obé rovny V. Nutné tedy b = V.

Zbyvé ukdzat, ze Spatnych rovnobéznosténu Fy, .k, (takovych, Ze jich kus
trél ven z hyperkrychle) je mdlo. Hyperkrychle ma 2n nadstén Sy, . .., Sa,. Staci
nam dokdzat, Ze kazd4 S; m4 neprazdny prinik jen s O(m™ 1) rovnobéznostény
Fy, ...k, - Bez Gjmy na obecnosti uvazme S; sténu, pro jejiz vSechny body plati
x1 = 1 (prvni soufadnice). Polozme | = |ug| + - - + |un].

Pak uvazme mnozinu bodu (nafouknutou sténu)

R1 = {(.’El,...,l'n) : E'(yl, ;yn) S Sl,Vi,|yi —$i| < l}



Objem Ry je roven [ - (2(m + 1))" 1 = O(m™™!) a pokud m4d néjaky rov-
nobéznostén Fy, . r, neprazdny prunik s Si, tak nutné cely lezi v Ry (roz-
myslete si; komu nepomuze obrazek, pomuze trojihelnikova nerovnost). Nutné
tedy s S; miZe mit neprazdny prinik nejvyse O(m™~1)/V = O(m"~!) rov-
nobéznostént Fy, . ., ¢imz je dikaz ukoncen.



