Cviceni 27. 3. 2012 — TeSeni

Piiklad 1. Doplite nasledujici tabulku:

okruh obor integrity | gaussovsky | OIHI | euklidovsky | noetherovsky
/ a a a a a
Z1o n n n n a
Z[x] a a n n a
Zlz,y] a a n n a
Z[a:l, Loy ..] a a n n n
Z[i] a a a a a
Z[/2i] a a a a a
R a a a a a
Piiklad 2. Bud'te aq,...,a,,d € Z. Dokaite, Ze rovnice
@z + - Fapx, =d
mé celociselné fesend, prave kdyz NSD(aq,. .., a,)|d.
Reseni: Reseni: Rovnice mé feseni, pravée kdyz d lezi v idedlu (ay, ..., a,), coz

je ale idedl (NSD(aq,...,a,)).
Priklad 3. Vyfeste v Z rovnice:
1. 22 =27y
2. y3 — 2% =91
3. 22+ =13

Reseni:

1. Resenfm jsou vechny dvojice (z,y) = (92, 322) pro z € Z (coz je totéz co

dvojice (3"t,3*"=3t2) pro t € Z, t neni ndsobek 3).

2. Vime, 7e (y —2)(y? +xy +2?) = 7-13, takze by ndm stacilo projit viech 8
moznych rozklada 91 na souc¢in celych ¢isel. My si praci trochu uleh¢ime
pozorovanim, ze y> > z3, tedy protoze x — 2 je rostouci funkce, musi

byt y —x > 0. Mame proto jenom ¢tyii moznosti:




(a) y — 2 = 1,42 + 2y + 2% = 91 Dosazenim prvni rovnice do druhé
dostaneme: (z +1)? + z(z + 1) + 22 = 91, coz je kvadraticka rovnice
22 4+ 2 — 30 = 0, kterd m4 koifeny x = 5 a x = —6. Dosazenim za y
dostaneme feseni (z,y) = (5,6) a (z,y) = (—6,—5).

(b) y —x = T7,9% + 2y + 22 = 13 Pouzitim postupu jako vyse dostaneme
feseni (—4,—3) a (3,4).

(c) y —x = 13,9y% + 2y + 22 = 7 Kvadratickd rovnice v tomto pifpadé
nema realné feseni.

(d) y —x = 91,y + 2y + 22 = 1 Kvadraticka rovnice v tomto pifpadé
nema realné feseni.

Dostali jsme tedy feseni (5,6), (—6,—5),(—3,4) a (—4,—3).

3. Levou stranu rozlozime na z(z+1) = y3. Protoze ,r+ 1 jsou nesoudélna,
vidime, ze z, x + 1 musi byt oba tifeti mocniny celych ¢isel. Pfitom pokud
n>1,tak (n+ 1) —n® =3n? +3n + 1 > 1, podobné n < —2 implikuje
(n+1)2 —n? > 1. Nutné tedy nemiize byt x > 1 ani x < —2. Zbyvaji tedy
moznosti x = 0 resp. x = —1, pro které snadno dopocitame y = 0.

Piiklad 4. Bud z,y € Z feseni rovnice z? + 1 = y%. Dokazte, zZe:
1. Cisla x +1i a « — i jsou v Z[i] nesoudéln.
2. Vyraz x £+ i je v Z[i] tfet{ mocnina néjakého prvku.
3. Jediné x spliwujici, Ze x + i je tfet{ mocnina v Z[i], je x = 0.
Resent:

1. Odectenim dostaneme (x + i,z — i) = (24, x +7), pritom 2¢ a 2 jsou asoci-
ované, tedy v tvahu pfichdzi pouze délitelé dvojky. V Z[i] méme rozklad
dvojky na prvocinitele 2 = —i(1 + i)2. Podivejme se, zda 1 + i déli z + 1.
Pokud ano, tak « mus{ byt liché, protoze z (a+ib)(1+414) = x+i dostaneme
soustavu

a—b==x
a+b=1,

z niz plyne 2a = x + 1. Tedy = 2a — 1. Dosadme do rovnice 2% + 1 =
y3. Mdme (2a — 1)2 + 1 = 33, ¢ili 4a® — 4a + 2 = y3, z ¢ehoz plyne
y3 =2 (mod 4). Ovieme Zadna tfet{ mocnina celého &fsla neni modulo 4
kongruentni 2, spor.

Podobné se dokaze, ze ani 1 — ¢ nenf délitel  +i. Proto (z +i,x —1i) = 1.

2. Protoze (z+1i)(xz —1i) je tfeti mocnina a oba €initelé jsou nesoudélni, musi
byt kazdy z nich tfet{ mocnina.



3. Hleddme a,b € Z, 7e x +1i = (a + ib)?, vycislenim imaginarn{ ¢4sti dosta-
neme diofantickou rovnici

1=3ba® -5
1 = b(3a® — b?)

Nutné b = +1, tedy 3a® — 1 = %1, ¢ili 3a® = 0 nebo 3a® = 2. Z téchto
moznosti ma celo¢iselné feseni jenom ta prvni, tedy a = 0, nacez dosa-
zenim do puvodni rovnice dostaneme x = 0.

Vidime, Ze pokud je (z,y) € Z? feseni rovnice 22 + 1 = y3, tak 2 = 0 a nutné
pak y = 1.

Piiklad 5. Vyfeste v Z rovnice 22 + 2 = 3% a 22 + 4 = y3.

Regent: Prvni rovnici budeme fesit prechodem do Z[/2i], coz je euklidovsky
obor integrity. Mame (x + v/2i)(z — v/2i) = y3. Spoctéme (x + /20, x — v/2i) =
(x 4 V/2i,2/2i). V tivahu pfichdzeji prvocinitel v rozkladu 2v/2i = —(v/24)3,
tedy v/2i. Necht tedy v/2i(a + ib) =x + V2i. Pak £ = —/2b nenf celé &islo.

Vidime tedy, ze x +1/2i je tiet{ mocnina v Z[v/2i]. Kolik je takovych tetich
mocnin? Bud = + v/2i = (a + iv/2b)3, potom snadno dopoéitame:

1 = 3ba® — 2% = b(3a® — 2b?)

z &ehoz b = £1, tedy 3a® — 2 = +1, coz mé celoéiselné fefeni a = +1, které uz
implikuje z = a® — 6ab® = £5. Reseni jsou tedy dve: (z,y) = (5,3) a (=5, 3).

Druhou rovnici prozkoumdme opét v Z[i]. Mame (z+2i)(z—2i) = y3. Pfitom
(x+2i,2—2i) = (v +2i,4). V tivahu tedy prichézeji opét mocniny 1+ i. Pokud
jsou x £ 2¢ nesoudélnd, tak nutné obé ¢isla musi byt tfeti mocniny. Ukdzeme, ze
pokud 1+ i|x + 2i, tak (x £ 2i)/(1+14) lezl v Z[i] a jsou nesoudélnd. I v tomto
piipadé proto budou x + 2i tfet{ mocniny v Z[i].

Necht x +2i = (a + bi)(1+4) = a — b+ i(b+ a). Potom je z sudé, tedy y
musf byt také sudé. Pisme x = 22/, y = 2y’. Mame rovnici 422 + 4 = 8’3, ¢ili

2% +1=2y".

Pocitdnim modulo 2 zjistime, ze 2’ mus{ byt liché. Podivejme se na (2’ + 4,2’ —
i) = (x4 ,2). V tvahu proto pfichdzeji pouze délitelé 2, tedy mocniny (1 + 7).
Rozmyslete si, ze protoze z’ je liché, tak 1+ é|z’ £4, ale 2 f2’ +i. Tedy (a’ +
i,2" — i) = 1+ i. Potom budeme mit dvé nesoudélna ¢isla v Z[i]:

' i T+ 2 o x 2

A+4) 20+ A1)

Pokud x + 2i jsou tfeti mocniny, tak x + 2i = (a + ib)3, tedy nutné

z =a® — 3ab®2 = 3a%b — b°



7 druhé rovnice opét dostaneme dvé moznosti b = +1 a b = +2. V prvnim
piipadé dopoéitdme feseni (z,y) = (£2,2), ve druhém (£11,5).

Poznamka: Ne vSechny diofantické rovnice jsou takto pékné fesitelné (pro-
tipiiklad: Velkd Fermatova véta). Obecnd rovnice 22 = y3 + k je znama jako
Mordellova (nebo také Bachetova) rovnice.

Priklad 6 (Obecnd Pellova rovnice). Bud d > 0 nectvercové celé ¢islo. Oznaéme
G mnozinu viech kladnych éisel a + Vdb, 7e a,b € Z a plati a® — db* = 1.
Piedpoklddejme, ze G obsahuje aspoii jeden prvek ruzny od 1 (tak tomu vzdy
je). Dokazte:

1. G s nasobenim zdédénym z R tvoii grupu
2. G je nekonecnd cyklicka grupa

Resend: Cely problém je elementédrné vyteseny ve skriptech prof. Klazara ,,Uvod
do teorie ¢isel“ na adrese

http://kam.mff.cuni.cz/“klazar/ln_utc.pdf

My si zde jenom v§imneme, ze G je ,polovina“ mnoziny vSech invertibilnich
prvkil okruhu Z[v/d] (ta druhd jsou prvky a++/db < 0, grupa Z[v/d]* je isomorfni
ZQ X Z)



