Cviceni 12. 4. 2012

Bud R obor integrity, p polynom z R[x]. Pak pro kazdy kofen a polynomu
p € R[z] plati z — a|p. Kofen « se nazyvd k-ndsobny, pokud k je nejvétsi
piirozené ¢islo, ze (z — a)¥|p. Disledek: Pokud kazdy kofen pocitdm tolikrat,
kolik je jeho nasobnost, tak p stupné n ma nejvyse n korentu.

V takzvanych tplnych télesech (piiklad: C) maji vSechny nenulové polynomy
prave tolik kofenu (s ndsobnostmi), kolik je jejich stupe.

Derivace polynomu p = a,x™ + - -- + a1 + ag je polynom

D(p) = napz™ '+ (n— Da,_12" 2 +---+1-a;
(umfme derivovat i bez limit!). Znaé¢ime D! = D(D(f)), D°(f) = f.

Véta 1. Bud R obor integrity, f € R[z], s € R, charakteristika R je 0 nebo
vétsi nez stupen f. Potom s je n-ndsobnym kofenem f, pravé kdyz je s kofenem

£, D(f), D*(f),-...D"}(f)
ale ne D™(f).

Vétu lze zobecnit na s z vétsiho okruhu nez R (naptiklad z komplexnich ¢isel
pro celociselné polynomy).

Jako dusledek ma f jen jednoduché kofeny v R (oboru integrity rozumné
charakteristiky), pravé kdyz (f, D(f)) nemé v R zddny kofen. Proto se vyplati
spocitat (f, D(f)).

Piiklad 1. Zjistéte ndsobnost kofene v polynomu:
1L 1va*+223+ 22+ 32+ 3 v Zs[7]
2. 6 vat+ 223+ 22+ 32+ 3 v Zq[7]
3. 1vat+ a3+ 22+ 2 v Zsx]

T

Priklad 2. Dokazte, ze pokud je = € Q zlomek v zdkladnim tvaru, ktery je
kofenem polynomu s celo¢iselnymi koeficienty

p=apz" + -+ a1z + aop,
tak rlag a s|ay,.

Piiklad 3. Najdéte kofeny v Q a urcete jejich nasobnosti:
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2. 223 + 522 + 4z + 1
3. 2° =522 =5z +1

Piiklad 4. Najdéte v R[z] resp. v Z[z] vSechny ireducibilni polynomy, které
maji aspon jeden koten v R resp. v Z.

Priklad 5. Bud f € C[z] polynom stupné 20. Uréete pocet jeho ruznych
kofenu, vite-li, ze stupen (f, D(f)) je

1. 0
2. 19
3. 11

Pi#iklad 6. Najdéte R obor integrity, f € R[x] stupné asponi 1 Ze existuje r € R
ak €N, ze r je k ndsobny kofen f a zdroven koien D*(f).

Piiklad 7. Dokazte, ze kdyz T je konecné téleso, tak 1ze najit f € T'[z] stupné
aspon 1, ktery nemd v T zadny kofen.



