
Cvičeńı 29. 3. 2012

Diofantické rovnice jsou rovnice, jejichž řešeńı hledáme pouze mezi celými (nebo
přirozenými) č́ısly. Obecně je jejich řešeńı těžké, ale existuj́ı na ně užitečné triky.

Dnes se zaměř́ıme na využit́ı jednoznačného rozkladu č́ısla na prvočinitele
(kv̊uli kterému se nám občas vyplat́ı ze Z utéct do větš́ıcho obor̊u typu Z[i]). Jiné
obĺıbené triky: Poč́ıtáńı modulo nějaké šikovně zvolené č́ıslo a využit́ı odhad̊u a
nerovnost́ı. Často se také mužeme omezit jenom na nesoudělná řešeńı.

Př́ıklad 1. Doplňte následuj́ıćı tabulku:

okruh obor integrity gaussovský OIHI euklidovský noetherovský
Z
Z10

Z[x]
Z[x, y]
Z[x1, x2, . . . ]
Z[i]

Z[
√

2i]
R

Př́ıklad 2. Bud’te a1, . . . , an, d ∈ Z. Dokažte, že rovnice

a1x1 + · · ·+ anxn = d

má celoč́ıselné řešeńı, právě když NSD(a1, . . . , an)|d.

Př́ıklad 3. Vyřešte v Z rovnice:

1. x2 = 27y

2. y3 − x3 = 91

3. x2 + x = y3

Př́ıklad 4. Bud’ x, y ∈ Z řešeńı rovnice x2 + 1 = y3. Dokažte, že:

1. Č́ısla x + i a x− i jsou v Z[i] nesoudělná.

2. Výraz x± i je v Z[i] třet́ı mocnina nějakého prvku.

3. Jediné x splňuj́ıćı, že x + i je třet́ı mocnina v Z[i], je x = 0.
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Př́ıklad 5. Vyřešte v Z rovnice x2 + 2 = y3 a x2 + 4 = y3.

Př́ıklad 6 (Obecná Pellova rovnice). Bud’ d > 0 nečtvercové celé č́ıslo. Označme
G množinu všech kladných č́ısel a +

√
db, že a, b ∈ Z a plat́ı a2 − db2 = 1.

Předpokládejme, že G obsahuje aspoň jeden prvek r̊uzný od 1 (tak tomu vždy
je). Dokažte:

1. G s násobeńım zděděným z R tvoř́ı grupu

2. G je nekonečná cyklická grupa


