Cviceni 29. 3. 2012

Diofantické rovnice jsou rovnice, jejichz feseni hleddme pouze mezi celymi (nebo
prirozenymi) ¢isly. Obecné je jejich feSeni tézké, ale existuji na né uziteéné triky.
Dnes se zamétrime na vyuziti jednoznacného rozkladu ¢isla na prvocinitele
(kvli kterému se ndm obcas vyplati ze Z utéct do vétsicho obort typu Z[i]). Jiné
oblibené triky: Pocitani modulo néjaké sikovné zvolené ¢islo a vyuziti odhadu a
nerovnosti. Casto se také muzeme omezit jenom na nesoudélng fesen.

Piiklad 1. Doplnte nésledujici tabulku:

obor integrity

gaussovsky

OIHI

euklidovsky

noetherovsky

Piiklad 2. Budte a4, ..

mé celo¢iselné feseni, praveé kdyz NSD(aq,...
Priiklad 3. Vyfeste v Z rovnice:
1. 22 =27y

a1+ +apx, =d

2. y3 — 2% =91

3. 22 +x=13

,an)|d.

., an,d € Z. Dokazte, ze rovnice

Piiklad 4. Bud z,y € Z feseni rovnice 22 4+ 1 = y3. Dokaite, ze:

1. Cisla z +1i a = — i jsou v Z[i] nesoudélné.

2. Vyraz x £1 je v Z[i] tfet{ mocnina né¢jakého prvku.

3. Jediné x spliujici, ze = + ¢ je tfeti mocnina v Z[i], je = 0.




Piiklad 5. Vyieste v Z rovnice 22 4+ 2 =¢3 a 22 + 4 = >

Priklad 6 (Obecnd Pellova rovnice). Bud d > 0 ne¢tvercové celé ¢islo. Oznaéme
G mnozinu viech kladnych éisel a + vdb, ze a,b € Z a plati a®> — db* = 1.
Piedpoklddejme, ze G obsahuje asponi jeden prvek ruzny od 1 (tak tomu vzdy
je). Dokazte:

1. G s nasobenim zdédénym z R tvoii grupu

2. G je nekonecénd cyklicka grupa



