Cviceni 15. 3. 2012

Bud d € Z. Potom definujeme okruh Z[v/d] jako okruh na mnoziné
{a+Vdb:a,beZ}

s aritmetickymi operacemi zdédénymi z C (pro piipad d < 0). Pokazdé ndm
vznikne komutativni okruh, ale jeho vlastnosti se mohou vyrazné lisit podle
éisla (tj. d # n?), coz budeme déle predpoklddat.

Uzitecna funkee na Z[vd] je norma: N : a 4+ v/db — |a® — db?|. Pro normu
plati:

1. N(z) e Ny

2. N(z)=0&2=0

3. N(zy) = N(@)N(y)

4. Pokud z|y v Z[Vd], tak N(z)|N(y) v Z.

5. Prvek z je invertibilni, pravé kdyz N(z) = 1.
6. Pokud N(z) je prvocislo, tak x je ireducibilni.

Norma obecné nemusi byt euklidovskd norma (funkce ¢ z minulého cviceni).
Naptiklad pro d = v/—1 (tzv. Gaussova celd ¢isla) tomu tak ale je.

Priiklad 1. Rozhodnéte, zda je ireducibilni:
1. 22 +2 v Zx]
2.5V Z
3. 5 v Z[V-1]
4. 5 v Z[V/-2]
5.5 v Z[V/5]
Piiklad 2. Rozlozte v Z[i] na soucin ireducibilnich prvki:
1. 2424
2. 1-51%



3.6

4. 11
Piiklad 3. Najdéte NSD(3i,2i + 1) v Z[/—1].
Piiklad 4. Dokazte vlastnosti normy z Gvodu.

Pi#iklad 5. Dokazte, ze v okruhu Z[v/5] existuje ireducibilni prvek, ktery neni
prvocinitel.

Priklad 6. Dokazte, ze Z[v/—1] je euklidovsky.

Pi#iklad 7 (Pellova rovnice pro d = 5). Ozna¢me G mnozinu vsech kladnych
¢isel a + /bb, ze a,b € 7 a plati a® — 5b* = 1. Dokazte:

1. G s nasobenim zdédénym z R tvoii grupu

2. G je nekonecna cyklickd grupa (najdéte generdtor!).



