Cviceni 8. 3. 2012

Bud R komutativn{ okruh. Rekneme, ze prvek r déli prvek s (a napfseme 7|s),
pokud existuje t € R, ze rt = s. Délitelnost je kvaziusporadéni na prvcich R (tj.
je tranzitivn{ a reflexivni, ale nemusi byt antisymetrickd).

Méme ireducibilni prvky (v usporddéni délitelnosti nejmensi prvky nad in-
vertibilnimi) a prvocinitele.

Obor integrity R je euklidovsky, pokud muzeme délit se zbytkem, tj. existuje
funkce ¢ : R — Z, ze

1. ¢(a) < ¢(b) kdykoli alb, b # 0,

2. (to hlavn{) kdykoli a,b € R, b # 0, tak existuji r,s € R, ze ¢(s) < ¢(b) a
a="0br+s.

Pokud je okruh R euklidovsky, tak funguje Eukliduv algoritmus, vsechny ire-
ducibiln{ prvky jsou prvocinitelé a kazdy prvek r € R\ {0} lze psat jako soucin
prvocinitelu jednozna¢né az na poradi a asociovanost. (Obracend implikace ale
neplati.)

Priklad 1. Rozhodnéte, zda pro R libovolny komutativni okruh plati:
1. alb, c|d implikuje ac|bd,
2. a|b, ¢|d implikuje a + c|b + d,
3. pokud R je obor integrity, tak z ab = ac plyne b = c.

Priklad 2. Najdéte v Z[z], R[z, y| ideély, které nejsou hlavni.

Pi#iklad 3. Mnozina 2Z neni okruh (nemd jednotku), ale muzeme na ni defi-
novat délitelnost. Popiste ireducibilini prvky a prvocinitele 2Z a najdéte na 27
prvek, ktery nemé jednoznacny rozklad na prvocinitele.

Piiklad 4. Bud R obor integrity. DokaZte, Ze a,b jsou asociované, pravé tehdy
kdyz existuje invertibilni » € R, Ze a = rb. Co to znamena pro R = Z a
R =TR[z]?

Piiklad 5. Dokazte, ze Z[i] = {a +ib : a,b € Z} C C je euklidovsky obor
integrity (tj. najdéte euklidovskou normu).

Pi#iklad 6. Dokazte, ze v okruhu {a + v/5b : a,b € Z} existuje ireducibilni
prvek, ktery neni prvocinitel.

Piiklad 7. Dokazte, ze kazdy kone¢ny obor integrity je téleso.



