Cviceni 1. 3. 2012

Cinské zbytkové véta ndm popisuje ,hodné* faktorokruhy: Pokud R je okruh a
I,...,I; (oboustranné) idedly takové, ze I; + I; = R kdykoli ¢ # j, tak
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Pokud R je komutativni okruh a polynom p ma v R invertibilni vedouci ¢len
(napifklad p(z) = 2" + pp_12™" 1 +...), tak mizeme v R délit pomoci p se
zbytkem. Poc¢itan{ v okruhu R[z]/pR[z] pak funguje podobné jako poc¢itdni v
Z,,: Staci provést ndsobeni nebo s¢itdni v R[x] a spocitat zbytek po déleni p.

Pokud T je téleso, tak T'[x] je obor integrity hlavnich ideéli a navic v ném lze
kazdy polynom napsat jednozna¢né (az na ndsobeni nenulovymi prvky T) jako
souc¢in prvocinitelu. Na T'[z] muzeme také zavést pojmem nejvétsiho spolecného
deélitele (Na rozdil od Z budeme mit NSD jednozna¢ného az na ndsobeni nenu-
lovym skaldrem.)

Priklad 1. Spoctéte:
1. (z +1)? modulo z?
2. 1023 + 322 + 2 + 2 modulo = + 1
3. (2% +1)(2% + 3z) modulo 23 + 1

Piiklad 2. Rozlozte v R[z]| na souéin prvocinitelu:

1. 22 -3z +2
2. 3+
3.2t — 222 +1

Priklad 3. Spoctéte NSD polynomu v R[z]:
lL.p=a®+22+1,qg=2>+3
2.p=2’—-1,g=x—-1
3.p=4da* + 623+ 22 +1,g=2>+4x+3

Priklad 4. Dokazte, Zze polynomy p,q € R[z] jsou nesoudélné, pravée kdyz
PR[z] + qR[z] = R[z].



Piiklad 5 (Interpolace). Dokazte pomoci CZV, Ze pro kazdou n-tici (a1, by), . .., (an, by)
redlnych ¢isel (a; jsou po dvou raznd) existuje pravé jeden polynom p € Rlz]
stupné nejvyse n — 1, ze p(a;) = b;.

Priklad 6 (Sdileni tajemstvi). K otevieni sejfu je potfeba tajné ptirozené ¢islo
s. Méame k dispozici ob#{ prvoéislo ¢ (tak obii, ze ¢ > s). Ndhodné (rovnomérné,

nezévisle) vybereme m ¢&isel py, ..., py, z télesa Z, a vyrobime polynom p(x) =
P 4 p1™ T 41z +os.
Méme n bankéiu, fikejme jim 1, ..., n. Bankéfi ¢islo ¢ sdélime hodnotu f (i),

¢islo ¢ a stupen polynomu f. Dokazte, Ze:
1. Skupina libovolnych m + 1 bankéit se dokdze dohodnout a sejf oteviit.

2. Libovolna skupina o m a méné bankéiich nema lepsi Sanci sejf oteviit, nez
kdyby ¢&islo s tipovali z mnoziny {1,...,q — 1}.

Piiklad 7. Pomoci CZV dokazte, ze pokud redlna ¢isla o, 8 jsou rizné, m,n €
N a p € R[] je stupné nejvyse m +n — 1, tak:

1. Polynomy (z — )™ a (z — 8)™ jsou nesoudélné.

2. Polynom p lze jednoznacéné napsat ve tvaru (z — «)”s + (z — 8)™t pro
néjaké t, s € Rlz].

3. Vyraz W mé jednoznaény rozklad na parcidlni zlomky.
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