Cviceni 23. 2. 2012

Bud R okruh, I,J jeho oboustranné idedly takové, ze I + J = R. Potom
zobecnéna ¢inska zbytkova véta tvrdi, ze

R/INJ~R/IxR/J

pomoci isomorfismu 7+ INJ — (r+1,7+J) (zobecnénou CZV lze dale zobecnit
na vice idedlll). Zde soucin okruhu je okruh, kde jsou operace definované po
slozkéch.

Znageni: Pokud R je komutativni okruh (to bude skoro porad), r € R, tak
idedl generovany r budeme znacit (r) nebo rR. Je to mnozina {rs : s € R}.
Zapis I + J znaciidedl {i+j:i€1,j€ J}.

Piiklad 1. Dokazte, ze oboustranny idedl I okruhu R je roven R pravé kdyz
lel

Piiklad 2. Dokazte, ze v celych ¢islech plati pro idedly generované m, n rovnosti
(m) + (n) = (nsd(m,n)) a (m) N (n) = (nsn(m,n)).

Piiklad 3. Bud'te a,b € Z dvé nesoudéln cela ¢isla. DokaZte, Ze pak existuji
celd ¢isla ¢, d, ze ac+ bd = 1.

Priklad 4. Napiste nasledujici okruhy jako souéin zndmych okruhu:
1. R[z]/(z — 1)R[z]
2. Rlz]/(z% + 2z — 3)R[z]
3. Rlz]/(z3 — 22% + 2)R[7]

Piiklad 5. Bézné znama c¢inska zbytkova véta tvrdi, ze pokud nq,...,n; jsou
po dvou nesoudélnd ¢isla, tak mé pro kazda myq, ..., my soustava

x=my1 (mod ny)
z=mg (mod ng)

x=my (mod nyg)

pravé jedno feseni v mnoziné {1,...,ny ---ng}. Dokazte, Ze toto tvrzeni plyne
ze zobecnéné CZV.



Priklad 6. Najdéte ¢islo x € {1,...,273} takové, aby davalo po déleni 3 zbytek
1, po déleni 7 zbytek 2 a po déleni 13 zbytek 4.

Piiklad 7. Dokazte zobecnénou CZV.

Piiklad 8. Zobecnéte zobecnénou CZV na vice idedli: Pokud R je okruh a
I,...,I; (oboustranné) idedly takové, ze I; + I; = R kdykoli ¢ # j, tak

k k
R/ (1 =[] R/
j=1 j=1

Rada: Za¢néte tim, ze dokézete, ze I+J = R, I+J’ = R implikuje I+JNJ' = R.



