
Cvičeńı 23. 2. 2012

Bud’ R okruh, I, J jeho oboustranné ideály takové, že I + J = R. Potom
zobecněná č́ınská zbytková věta tvrd́ı, že

R/I ∩ J ≃ R/I ×R/J

pomoćı isomorfismu r+I∩J 7→ (r+I, r+J) (zobecněnou ČZV lze dále zobecnit
na v́ıce ideál̊u). Zde součin okruh̊u je okruh, kde jsou operace definované po
složkách.

Značeńı: Pokud R je komutativńı okruh (to bude skoro pořád), r ∈ R, tak
ideál generovaný r budeme značit (r) nebo rR. Je to množina {rs : s ∈ R}.
Zápis I + J znač́ı ideál {i+ j : i ∈ I, j ∈ J}.

Př́ıklad 1. Dokažte, že oboustranný ideál I okruhu R je roven R právě když
1 ∈ I.

Př́ıklad 2. Dokažte, že v celých č́ıslech plat́ı pro ideály generovaném,n rovnosti
(m) + (n) = (nsd(m,n)) a (m) ∩ (n) = (nsn(m,n)).

Př́ıklad 3. Bud’te a, b ∈ Z dvě nesoudělná celá č́ısla. Dokažte, že pak existuj́ı
celá č́ısla c, d, že ac+ bd = 1.

Př́ıklad 4. Napǐste následuj́ıćı okruhy jako součin známých okruh̊u:

1. R[x]/(x− 1)R[x]

2. R[x]/(x2 + 2x− 3)R[x]

3. R[x]/(x3 − 2x2 + x)R[x]

Př́ıklad 5. Běžně známá č́ınská zbytková věta tvrd́ı, že pokud n1, . . . , nk jsou
po dvou nesoudělná č́ısla, tak má pro každá m1, . . . ,mk soustava

x ≡ m1 (mod n1)

x ≡ m2 (mod n2)

...

x ≡ mk (mod nk)

právě jedno řešeńı v množině {1, . . . , n1 · · ·nk}. Dokažte, že toto tvrzeńı plyne
ze zobecněné ČZV.
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Př́ıklad 6. Najděte č́ıslo x ∈ {1, . . . , 273} takové, aby dávalo po děleńı 3 zbytek
1, po děleńı 7 zbytek 2 a po děleńı 13 zbytek 4.

Př́ıklad 7. Dokažte zobecněnou ČZV.

Př́ıklad 8. Zobecněte zobecněnou ČZV na v́ıce ideál̊u: Pokud R je okruh a
I1, . . . , Ik (oboustranné) ideály takové, že Ii + Ij = R kdykoli i 6= j, tak

R/
k⋂

j=1

Ij =
k∏

j=1

R/Ij

Rada: Začněte t́ım, že dokážete, že I+J = R, I+J ′ = R implikuje I+J∩J ′ = R.


