
Jméno:
Konvexńı optimalizace

Sada 9 domáćıch úkol̊u
Terḿın odevzdáńı: 13. prosince 2018 ve 12:21

Všechna svá řešeńı zd̊uvodněte.

Problém Bod̊u max Bod̊u
1 3
2 2
3 2
4 3
Σ 10

Problém 1 (Půlka věty o alternativě pro pr̊unik elipsoid̊u). Mějme m elipsoid̊u
v Rn; i-tý elipsoid má tvar

Ei = {x ∈ Rn :
1

2
xTAix + bT

i x + ci ≤ 0},

kde matice Ai ∈ S++
n , vektory bi ∈ Rn a č́ısla ci ∈ R jsou známé parametry

problému. Bud’ (O) otázka
”
Je pr̊unik E1 ∩ E2 ∩ · · · ∩ Em neprázdný?“

a) Zformulujte kvadratický program (P), z jehož optimálńı hodnoty lze zjistit
odpověd’ na (O).

b) Zformulujte duálńı problém (nebo problém duálńımu snadno ekvivalentńı) k
(P). Pokud invertujete nějakou matici, zd̊uvodněte, proč je regulárńı.

c) S použit́ım slabé duality zformulujte a dokažte co nejlepš́ı implikaci typu
”
Po-

kud existuje vektor λ takový a takový, tak odpověd’ na (O) je ne.“ (Opačnou
implikaci zat́ım necháme být.)

1



2



Problém 2. Bud’ A matice 2×n jej́ıž oba řádky jsou
”
náhodné“ v tom smyslu,

že pro všechny volby index̊u 0 < i < j < k ≤ n a všechny volby ui, uj , uk ∈
{−1, 1} má matice a1i a1j a1k

a1i a2j a2k
ui uj uk


lineárně nezavislé řádky. Dokažte, že pak optimálńı řešeńı x? problému

minimalizujte ‖x‖1
za podmı́nek Ax = b

má nejvýše dvě nenulové složky x?i 6= 0.
Rada: Přepǐste si problém do ekvivalentńı podoby

minimalizujte 1Tx+ + 1Tx−

za podmı́nek Ax+ −Ax− = b

x+,x− � 0

a pod́ıvejte se na duálńı problém a komplementaritu.
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Problém 3. Zvolme si M > 0 parametr. Dokažte, že robustńı nejmenš́ı čtverce,
tj. regrese v̊uči Huberově penalizačńı funkci s parametrem M

minimalizujte

m∑
i=1

φ(ui)

za podmı́nek u = Ax− b

(kde φ(u) = u2 pro |u| ≤M a φ(u) = 2M |u| −M2 pro |u| > M) je ekvivalentńı
kvadratickému programu

minimalizujte uTu + 2M

m∑
i=1

vi

za podmı́nek Ax− b � −u− v

Ax− b � u + v

u,v � 0.
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Problém 4. Goblini chtěj́ı konkurovat trpasĺık̊um v těžbě uhĺı. Je opět rozumné
předpokládat, že množstv́ı uhĺı, které se za den v goblińım dole vytěž́ı, je zhruba
součet produktivity všech př́ıtomných goblin̊u a že produktivita daného goblina
je konstantńı.

Na rozd́ıl od trpasĺık̊u maj́ı goblini v elektronické evidenci těžeb záznamy
o docházce a těžbě za posledńıch 100 dńı. Také na rozd́ıl od trpasĺık̊u jsou ale
záznamy ze zhruba 10 % dńı (docházky i celkového vytěženého uhĺı) zfaľsované.
Goblin, co to udělal, se snažil vylepšit si uměle výkonnost a falešné záznamy by
se měly chovat jako odlehlé hodnoty.

1. Odhadněte produktivitu jednotlivých goblin̊u pomoćı minimalizace v̊uči
Hubnerově penalizačńı funkci s parametrem M = 1 (při implementaci
si můzete pomoci řešeńım předchoźı úlohy). Sv̊uj program použ́ıvaj́ıćı
CVXOPT/CVXPY mi pošlete na mail kazda@karlin.mff.cuni.cz a tamtéž
mi pošlete i vektor odhadnutých produktivit.

2. Vymyslete, jak na základě odhadu produktivity identifikovat odlehlé hod-
noty, tj. cca 10 dńı se zfaľsovanými záznamy. Tato druhá čast nemá jed-
noznačné řešeńı. Nemuśıte ale vyrábět složité statistické testy – navrhněte
postup, který lze zd̊uvodnit a dává př́ıčetné výsledky. Č́ısla dn̊u s po-
dezřelými záznamy mi napǐste do řešeńı.

3. Odstraňte podezřelé záznamy ze vstupńıch dat, znovu spočtěte produk-
tivity a okomentujte, jak moc se změnil odhad produktivit po eliminaci
odlehlých hodnot. (Sv̊uj program mi už nemuśıte pośılat.)

Goblińı záznamy najdete v souboru goblini.csv na webu cvičeńı.
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Při rešeńı úloh je možné se poradit s daľśımi lidmi (nejlépe daľśımi studenty a
studentkami Konvexńı optimalizace), ale svá řešeńı (včetně programů!) pǐste sa-
mostatně a před termı́nem odevzdáńı úloh sepsaná řešeńı (a programy) nikomu
neukazujte.
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