
Jméno:
Konvexńı optimalizace

Sada 2 domáćıch úkol̊u
Terḿın odevzdáńı: 25. ř́ıjna 2018 ve 12:21

Všechna svá řešeńı zd̊uvodněte.

Problém Bod̊u max Bod̊u
1 2
2 2
3 2
4 2
5 2
Σ 10

Problém 1. Najděte dvě konvexńı funkce f, g : R → R takové, že f a g jsou
konečné a definované na celé množině R a přitom funkce h(x) = min{f(x), g(x)}
neńı konvexńı. Je tento př́ıklad ve sporu s větou o infimu konvexńı funkce (sekce
3.2.5 učebnice)? Zd̊uvodněte.
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Problém 2. Dokažte, že funkce f2(x1, x2) = ln(exp(x1)+exp(x2)) je konvexńı.
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Problém 3. S použit́ım předchoźı úlohy dokažte, že takzvané měkké maximum,
definované pro x ∈ Rn jako funkce

fn(x) = ln(exp(x1) + exp(x2) + · · ·+ exp(xn))

je konvexńı funkce. Pokud nechcete pracovat s obrovskými maticemi, použijte
matematickou indukci podle n:

1. Dokažte, že pro každé n ∈ N a všechna x1, . . . , xn+1 plat́ı

fn(x1, . . . , xn−1, f2(xn, xn+1)) = fn+1(x1, . . . , xn−1, xn, xn+1)

2. Dokažte, že funkce fn je rostoućı ve všech souřadnićıch.

3. Kombinaćı předchoźıch dvou bod̊u ukažte, že pokud fn i f2 jsou konvexńı,
tak je i fn+1 konvexńı.
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Problém 4. Dokažte, že každou pozitivně semidefinitńı matici A ∈ Sn
+ lze

napsat jako kuželovou kombinaci matic tvaru vvT , tj. že pro každé A existuj́ı
vektory v1, . . . ,vn ∈ Rn a nezáporná reálná č́ısla λ1, . . . , λn taková, že

A = λ1v1v
T
1 + λ2v2v

T
2 + · · ·+ λnvnvT

n .

Rada: Co v́ıte o vlastńıch vektorech a vlastńıch č́ıslech pozitivně semidefi-
nitńıch matic?
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Problém 5. Napǐste program v jazyce Python, který s použit́ım knihovny
CVXOPT nebo CVXPY vyřeš́ı problém s nákupem plynu z prvńıho cvičeńı:

Objednáváme si teplo od plynárny na zimu. Funguje to tak, že si před-
objednáme x kub́ık̊u plynu za cenu 8 Kč/m3 a za každý kub́ık spotřebovaný
nad toto množstv́ı zaplat́ıme 15 Kč/m3. Oněch x kub́ık̊u zaplat́ıme rovnou a
peńıze za nespotřebovaný plyn nám plynárny nevrát́ı.

Podle našeho modelu bude letošńı zima co do spotřeby tepla stejná jako
jedna z deseti posledńıch zim (každá má pravděpodobnost 10%, že se zopakuje);
historické spotřeby tepla jsou následuj́ıćı:

Zima 2017 2016 2015 2014 2013 2012 2011 2010 2009 2008
m3 50 200 70 60 20 300 150 180 100 20

Zformulujte problém lineárńıho programováńı, jehož optimum nám řekne,
kolik kub́ık̊u předobjednat, aby očekávaná hodnota utracených peněz za př́ı̌st́ı
zimu byla nejmenš́ı možná.

Problém vyřešte a napǐste mi sem numerický výsledek. Co je d̊uležitěǰśı, sv̊uj
kód v Pythonu mi pošlete na kazda@karlin.mff.cuni.cz do termı́nu odevzdáńı
úkolu. Výjimečně nemuśıte své řešeńı zd̊uvodňovat (úlohu už jsme na cvičeńıch
rozebrali).
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Při rešeńı úloh je možné se poradit s daľśımi lidmi (nejlépe daľśımi studenty a
studentkami Konvexńı optimalizace), ale svá řešeńı (včetně programů!) pǐste sa-
mostatně a před termı́nem odevzdáńı úloh sepsaná řešeńı (a programy) nikomu
neukazujte.
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