Konvexni optimalizace

Cviceni 8
Problém 1. Vyfteste problém ,Najdéte minimum funkce x4 2y+ 3z na mnoziné
{(z,y,2) € R3: ||(x,y,2)|]2 < 1}* pomoci hledén{ feseni KKT podminek. Kde

jste pouzili komplementaritu? Jak se vas postup podoba a lisi od toho, co jste
se naucili v Analyze 17

Problém 2. Dokazte, ze funkce p*(u,v) z piedndsky je konvexni. Muzete
piedpoklddat, ze problém P(0,0) je konvexni.

Problém 3. Bud X systém slozeny z mnoha jednoduchych souédsti (molekul,
lidi, ...). Tyto soucdsti se nachézi ve stavech a1, ..., a, arazné (a slozité) mezi
témito stavy prechazeji. Oznaéme p; zlomek soucdsti systému, které jsou ve
stavu a;; ¢isla p; se chovaji jako pravdépodobnosti: Mame p1 + -+ +p, =1 a
p; > 0 pro vSechna i. Entropie systému S je dana funkci

S(p1,---,pn) = — Zpi Inp;,
i=1

kde za defini¢ni obor berme R .

Ve fyzice i jinde nés Casto zajimd, kdy ma systém maximdlni entropii za
predpokladu, Ze o systému zndme néjaké makroskopické informace (teplotu,
energii, hybnost a podobné). Maximaln{ entropie odpovidd stavu, ktery je pro
dané hodnoty makroskopickych stavu nejméné usporddany a ,nejcastéjsi“.

a) Dokazte, ze S je konkdvni funkce.

b) Reknéme, 7e lidé v populaci mohou byt v 99 moznych stavech ay, ..., agg,
které popisuji meési¢ni piijem: Clovek ve stavu a; vydéla za meésic i tisic
K¢ hrubého. Najdéte vzorecek pro rozdéleni pifjma v populaci (tj. éisla
D1 - ..Pog), kterd maximalizuji entropii rozdéleni pf{jmu, vime-li, Ze prumeérny
vydélek za mésic je 29 tisic hrubého.

Rada: Podivejte se na dudlni problém, pouzijte silnou dualitu a KKT podminky.
Problém 4. Proddvame barvy. Mame 100 hektolitra azurové, 50 hektolitra
purpurové a neomezené zluté barvy. Bohuzel zdkaznici chtéji ¢ervenou (za cenu

10 K¢&/1), zelenou (15 Ké/1), modrou (25 Ké/1).
MuZeme michat barvy takto:

e 1 jednotka zluté a 1 jednotka purpurové nam da 2 jednotky cervené,
e 1 jednotka zluté a 1 jednotka azurové nam dé 2 jednotky zelené,
e 1 jednotka purpurové a 1 jednotka azurové nam d& 2 jednotky modré,

Krom proddvéni barev muzeme v malych mnozstvich (Ffeknéme nejvyse 1
hektolitr) i nakupovat azurovou, purpurovou a zlutou. Kolik nejvice bychom
meli (aby se ndm to vyplatilo) zaplatit za litr azurové? A co za litr purpurové?



