Konvexni optimalizace

Cviceni 11

V tlohéch na konstrukei detektort pocitejte s nezndmou hodnotou z € {0,1}
a naméfenou hodnotou y € {1, 2,3, 4}, jejiz pravdépodobnosti v zavislosti na x
jsou (stejné jako v Example 7.4 v ucebnici)

y=1ly=2y=3|y=4
Py | 0,7 0,2 0,05 | 0,05
P |01 0,1 0,7 0,1

Problém 1. Mgjme velicinu x = (z1,22), jejiz apriorni pravdépodobnostni
rozdélenf ma hustotu p(z) = Ce™(#i+3-7122) (C' > ( je nedilezita konstanta).
Zmeiili jsme (bez chyby méfeni) a1 + 224 a dozvédéli se, ze je to 10. Zformulujte
ilohu odhadu x metodou maximalni aposteriorni pravdépodobnosti.

Problém 2. Test pomérem vérohodnosti funguje tak, Ze si zvolime prahovou
hodnotu ¢ a odpovime & = 1 pokud Py (y)/Py(y) >t (jinak & = 0). Vysledkem
je deterministicky detektor.

Navrhnéte vsechny mozné detektory pouzivajicich test pomérem vérohodnosti
pro nasi situaci. Jaké jsou jejich pravdépodobnosti chyb Py, Py, ?

Problém 3. Navrhnéte pro nasi situaci detektor, ktery minimalizuje max(Py,, Pyy,).

Problém 4. Dokazte, ze detektory z ilohy 2 jsou vSechny paretovsky optimélni
(tohle plati obecné a k4 se tomu Neymanovo-Pearsonovo lemma).

Problém 5. Vasim cilem v této tloze bude ukézat, ze pro pozitivné definitn{
matice X,Y plati X > Y, pravé kdyz X ' <Y1

1. Dokazte, ze X = Y, prave tehdy kdyz I = X ~Y/2Y X~1/2 (I je jednotkov
matice).

2. Dokaizte, ze pro Z = 0 plati I = Z, pravé tehdy kdyz I < Z~ 1.

3. Dokazte pouzitim pfedchozich dvou bodu, ze X > Y, pravé tehdy kdyz
I < X2y =1x1/2,

4. Dokazte z pFedchoziho bodu, ze X > Y, pravé kdyz X! <YL

Pfipomindm, ze pokud X je symetrickd, tak X'/2 je symetrickd matice, kterd
splituje X = X1/2X1/2 a X~1/2 je inverzni matice k X /2.



