Jméno:
Konvexni optimalizace

Reseni prvni tlohy v 5. sadé domacich kol
Problém 1. Bud K = Ri. Uvazte problém vicekriterialni optimalizace

minimalizujte (vuéi K) (—3z1 + 4xo, 421 — 322)

za podminek 27 + 23 < 25

Nag¢rtnéte si mnozinu pfipustnych feSeni tohoto programu, vyznacte v nacrtu
kiivku vSech paretovsky optimdlnich feSeni a spoctéte souradnice koncovych
bodu této kiivky. Jsou krajni body kfivky paretovsky optimalni?

Reseni: Spocteme optimalni fesen{ pro viechny skalarizace ptivodniho problému
s nenulovym vektorem vah (A, A2)7, kde Ay, Ay > 0.
Skalarizovana tucelova funkce je pak

)\1(—3$1 + 4332) + )\2(4331 — 3332) = (—3)\1 + 4)\2)1‘1 + (4)\1 — 3)\2)3?2

Protoze A;(—3,4) + A2(4, —3) # 07, tak uvniti kruhu 22 + 23 < 25 nemd
ucelova funkce nikde nulovy gradient, takze tam se optimum nenabyva. Podivejme
se tedy na hranici kruhu, kterou si parametrizujeme jako

(x1,22) = (5cosa, bsin a).
Chceme tedy minimalizovat funkci
5(—3A1 +4X2) cosa + 5(4X; — 3Xg) sina

Pozorovani: Funkce a cosa + bsin a nabyva (pro (a,b) # 0) svého minima,
praveé kdyz méa vektor (cos v, sin o) opacény smér nez vektor (a, b).

Dukaz: Volme 6 thel svirany vektory (a,b) a (1,0) a zna¢me r = va? + b2.
Pak a = rcosf, b = rsinf a mame

acosa+ bsina = r(cosf cosa + sinfsina) = r cos(a — 6).

Nyni funkce kosinus nabyva minimum v bodech 7+ 2km, k € Z, tedy o = w+ 6.
Zbyvé si uvédomit, Ze o uréuje smér vektoru (cos «, sin ).

Dusledek: Minimum naseho skalarizovaného problému nastdava v bodé kruznice,
jehoz pruvodi¢ méa smér opacny k vektoru

W = )\1(_3) 4) + )‘2(4a _3)

Pro A1, Ag > 0 lezi vektor w v kuzelu s hraniénimi polopifmkami {A;(—3,4): A} >
0} a {X2(4,-3): Ay > 0}. Z toho pak plyne, Zze mnozina —5w/||w|| jde (pfi
proménlivych A1, Ay) po kruznici proti sméru hodinovych rucicek od bodu (—4, 3)
(pro A1 = 0) do bodu (3, —4) (pro A2 = 0).



Zbyva si uvédomit, ze krajni body tohoto oblouku jsou v tomto piipadé
paretovsky optimélni. Ze symetrie to sta¢i dokdzat pro bod (—4,3), ktery m4
hodnotu puvodni dcelové funkce (24,—25). Bod (—4,3) je (z argumentace o
hleddn{ minima funkce a cosa + bsina vyse) jediny bod kruhu z? + 23 < 25,
kde m4 druhd soufadince tucelové funkce hodnotu < —25. Proto pokud fo(x) <
fo(—4,3), tak nutné x = (—4,3) a jsme hotovi.

Nécrt situace (Sedd zéna je mnozina, kde mohou byt vektory w a tuény
oblouk jsou paretovsky optimdaln{ fesenf).
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