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Problém 1. Bud | - ||: R® — R norma, A matice n x m, ¢ € R™ b € R" a
d € R. Dokaite, 7e pak funce f(x) = ||Ax + b|| — ¢I'x — d je konvexnf.



Problém 2. Dokazte, ze funkce f: R™ — R je konvexni, pravé kdyz jeji epigraf
je konvexni podmnozina R"*1!.



Problém 3. Bud p pravdépodobnostni mira na R™, tj. mira takova, ze p(R™) =
1. Pro bod x € R™ definujeme poloprostorovou hloubku bodu x, znacenou D(x),
jako infimum

D(x) = inf{p(H): H je poloprostor s hranici prochdzejici x}

(zde p(H) je mira H véetné hranice). Dokazte, ze D je kvazikonkdvni funkce,
tj. —D je kvazikonvexni.

Pozn.: Pojem poloprostorové hloubky se pouziva ke zobecnéni pojmu median
na vice dimenzi. Zobecnény median je x, ktery maximalizuje D.



Problém 4. Vyriabime zmrzlinu jeden rok od ledna do prosince. Mdame dobry
odhad poptavky po zmrzliné béhem roku: Pro i-ty mésic roku zna¢me z; pocet
tun zmrzliny, které jsme dany mésic schopni prodat.

Potiz je v tom, ze poptavka se méni béhem roku. Muzeme zvySovat a snizovat
vyrobu a zmrzlinu skladovat, ale oboji nas stoji penize: Zména vyroby o jednu
tunu nahoru ¢i dolu z mésice na mésic stoji ¢ Ké a skladovani tuny zmrzliny
jeden meésic stoji s Ké. Jak pokryt poptdvku béhem roku (za¢indme v lednu s
prazdnym skladem a kon¢ime v prosinci také s prazdnym skladem; pro jedno-
duchost predpoklddeme, ze vyrobu v lednu si muzeme bezplatné nastavit, jak
chceme) s minimalnimi naklady?

Zformulujte piiklad jako problém linedrniho programovani navzdory tomu,
ze formulace obsahuje absolutni hodnoty. Budete si muset pomoci pridanim
pomocnych proménnych.



Problém 5. Bud X systém sloZeny z mnoha jednoduchych soucasti (molekul,
lidi, ... ). Tyto soucésti se nachdzi ve stavech aq,...,a, a ruzné (a slozité) mezi
témito stavy prechazeji. Ozna¢me p; zlomek soucédsti systému, které jsou ve
stavu a;; ¢isla p; se chovaji jako pravdépodobnosti: Mame p1 + -+ +p, =1 a
p; > 0 pro vSechna i. Entropie systému S je dand funkei

n
S(1,--,pn) =— > _pilnp;,
=1

kde polozime 0 -1n0 = 0.

Ve fyzice i jinde nés ¢asto zajima, kdy ma systém maximélni entropii za
predpokladu, Ze o systému zndme né&jaké makroskopické informace (teplotu,
energii, hybnost a podobné). Maximélni entropie odpovidd stavu, ktery je pro
dané hodnoty makroskopickych stavu nejméné usporadany a ,nejcastéjsic.

a) Dokazte, ze S je konkdvn{ funkce.

b) Reknéme, 7e lidé v populaci mohou byt v 99 moznych stavech ay, ..., agg,
které popisuji mésicni pifjem: Clovék ve stavu a; vydéld za mésic i tisic
K¢ hrubého. Najdéte rozdéleni pi{jmu v populaci (tj. ¢isla p; ... pgg), kterd
maximalizuji entropii rozdéleni piijmu, vime-li, Zze prumeérny vydélek za mésic
je 29 tisic hrubého.

Druhou ¢&st dlohy feste na pocitaci pomoci CVXOPT (nebo CVXPY) a jazyka
Python. K optimalizaci s nelinedrni ucelovou funkci budete potiebovat funkci
cvxopt.solvers.cp, kterd fesi kvadratické programy s ti¢elovou funkei zadanou
v oracle modelu.

Program mi poslete na adresu kazda@karlin.mff.cuni.cz. Vystup z programu
mi zkopirujte do téla mailu, nemusite ho opisovat na papir. Pokud mi chcete
udélat radost, vyrobte histogram pravdépodobnosti p; (nepovinné).



Pii resen{ tloh je mozné se poradit s dalsimi lidmi (nejlépe dalsimi studenty a
studentkami Konvexni optimalizace), ale svd feseni (véetné programu!) piste sa-

mostatné a pred terminem odevzdéni iloh sepsand feSeni (a programy) nikomu
neukazujte.



