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1 Sylabus z piipravy akreditace 2017

Uvod do parcialnich diferencialnich rovnic — typicky sylabus

1. Zakladni informace o PDR (2 prednasky)
Notace. Riizné typy PDR. Klasifikace PDR 2. fadu ve 2D a v Rn. Rovnice matematické fyziky.
Pocatecni a okrajové podminky. Cauchyova tiloha. Klasické feSeni. Korektnost tilohy.

2. Cauchyova uloha pro kvazilinearni PDR 1. radu (1 prednaska)
Charakteristiky. Konstrukce a vlastnosti feSeni ve specialnich ptipadech.

3. Vlnova rovnice (4 prednasky)

Reseni Cauchyovy tilohy a smiSené dlohy pro rovnici struny metodou charakteristik. Fourierova
metoda pro rovnici struny. Integrél energie. Metoda sférickych priimérti a metoda sestupu pro
vlnovou rovnici v Rn.

4. Parabolické rovnice (2 prednasky)
Princip maxima pro parabolické rovnice na omezené prostorové oblasti, apriorni odhad. Re$eni
Cauchyovy ulohy pro rovnici vedeni tepla pomoci Skalovani, princip maxima. Reseni
smiSené ulohy pro rovnici vedeni tepla Fourierovou metodou.

5. Eliptické rovnice (4 prednasek)
Princip maxima pro eliptické dlohy. Okrajové tlohy pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici.
Véta o trech potecidlech. Greenova funkce. Poissontiv vzorec pro feSeni Dirichletovy tlohy pro
Laplaceovu rovnici na kouli. Harmonické funkce. Existence feSeni Dirichletovy tlohy pro
Laplaceovu rovnici.

6. Pokud zbyde cas:
ReSeni rovnic pomoci Fourierovy transformace v LAL.

Anotace:

Zakladni informace o PDR - motivace, typy PDR, typy tloh a jejich klasicka feSeni (2)
Cauchyova tloha pro kvazilinearni PDR 1. fadu - existence a vlastnosti feSeni(1)
VInova rovnice - klasické feSeni, jeho vlastnosti (4)

Parabolické rovnice - klasické feSeni a jeho vlastnosti, princip maxima (2)

Eliptické rovnice - klasické feSeni a jeho vlastnosti, princip maxima (4)

Literatura:

L. C. Evans: Partial Differential Equations, AMS 1999
M. Renardy, R. C. Rogers: An introduction to partial differential equations, Springer 1993



2 Prednaska Posledni zmé&na: 09.01.2022 11:17:23

Prednéska a skript vznikaji hlavné s vyuzitim [skriptu M. Rokyty z roku 2011, Velké ¢asti jsou doslovné piejaty.

Nékteré ¢éasti jsem nestihl zcela odpiednést, ale je dobré je v celém textu pro Gplnost mit. Jsou uvedeny Sedé jako
tento odstavec.

1 Zakladni informace o PDR (2 pfednasgky)

1.1 Notace. Rovnice matematické fyziky. Pocdate¢ni a okrajové podminky. Cauchyova tdloha. Kla-
sické reSeni. Korektnost tlohy.

Parcialni diferencialni rovnice, notace Nejprve se seznamime se zakladnim znacenim, které budeme pouizivat
v celém ucebnim textu. Bud Q C R™, m € N, oteviend mnozina, u : £ — R realné funkce. V bodech x € Q, ve
kterych existuji pfislusné derivace vlastni, oznaéimeﬂ

ou
e = Uy; = Opu = Oju, parcidlni derivace funkce u podle proménné z; ,
Ly
0 0 .
Vu= Du := (—u,...,—u> , gradient u .
al‘l axd
Formélné lze psat
V= ( 0 0 > operator ,nabla“
L axl AR axd ) p 7 )

symbol ,,V* je tedy mozné chépat jako zobrazeni, které diferencovatelné funkci u pfitadi vektorovou funkci Vu.

Pro Vektorovo funkci f : G C R™ — R, G oteviend mnozina, f := (fl,...,fs)T, fi: G—=R, j=1....d,
zna¢ime (opét - a takto tomu bude i ve zbytku tohoto paragrafu — v bodech z € G, ve kterych existuji p¥islusné
derivace vlastni):

Vf = (Vhi,....Vf)",

tedy ,gradient vektorové funkce uvazujeme po slozkiach®.

Prof: G C R™ — R™, G oteviena mnoZina (ano, dimenze prostort, ze kterého a do kterého f zobrazuje, je tataz),
znacime dale: .
9t

divf .=
iv 9z,

=V-f, operétor ,divergence”.
j=1
Poznamka. Pro f : G C R — R™ je tedy potieba rozliSovat mezi Vf (vektorovy gradient) a V - f (divergence

f chiapand jako formalni skalarni souc¢in operdtoru nabla a vektoru f )E] Zatimco VT je (Jacobiho) matice prvnich
derivaci f, rozméru m x m, je divf = V - f jeji stopa, tedy, v pravé zavedeném znadcent,

V. f=Tr (V).

'7apisem A := B, pfipadné B =: A, budeme rozumét, ze A je definovano pomoci B. Naprotitomu symbol ,=* bude mit vyznam
ztotoznéni nebo ekvivalence, pfipadné identické rovnosti, nikoli definice.

2Vektorovou funkci budeme nékdy téz znacit polotu¢ng, f = (fi1,...,fs)”, nebo pomoci symbolu vektoru, f= (fi,..., f)7,
¢asto vSak budeme symbol vektoru vynechavat, bude-li situace jasna z kontextu. Symbolem (...)” zde jako obvykle oznatujeme
transponovany (tj. ,sloupeckovy*) vektor.

3Znateni ,V - f“ nepat¥i k nejstastngjiim pravé pro jeho snadnou zaménitelnost s ,Vf¢, skute¢nosti viak zfistava, Ze je, zejména v
aplikacich, ¢asto pouzivané.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kaplicky/pages/pages/2021z/sources/rokyta-PDR1-20110114.pdf

Prou:Q C R? 5 R, resp. f : G € R™ — R® definujeme (se stejnymi konvencemi jako vyse)
Au=S 22 Af = (Af1,..., AT,

tzv. Laplaceiv operator. Symboly ,V* a ,A“ tedy pouzivime v nezménéné podobé jak pro skalarni, tak pro
vektorové funkce.

Vektor tvaru o = (a1,...,am), kde a; € NU {0}, j = 1,...,m, nazvu m-dimenzionilnim multiindexem vysky
(nekdy téz Fddu) ||, kde
lal = a1+ + ap, .
Pro multiindex a = (ay,..., o) a funkc u € Cl*(Q), kde Q € R? je neprazdna oteviena mnozina, definujeme
derivact u dle multitndezu o, v bodé x € ),
glal
D%u(z) u(@) z=(z1,...,24) € Q. (2.1)

= a Qom0
Ox"... Oxm™

Pro k € NU {0} zavadime mnozinu (¢asto se ¥ika ,formélni vektor“) vSech parcidlnich derivaci fadu k funkce
u € CF(Q), v bodé = € Q,
D®u(z) := {D(w); o] =k},

pro f: G C R™ — R?® piSeme podobné jako vyse
Df(z) := (D fi(x),...,Dfo(2))" . DWf(x) := {Df(x); |a| = k}.

Cviceni. Necht Q C R? je neprazdna oblast, z € Q. Rozmyslete si, ze plati:

e Pro funkci u € C¥(Q) je pocet prvka D®u(z) roven d*.
e Pro funkci u € C(Q) je DOu(z) = u(x).
e Pro funkci u € C*(Q) jsou prvky mnoziny DMu(z) tytéz jako prvky vektoru Vu(z) = Du(z).
d
e Pro funkci u € C3(Q) jsou prvky mnoziny D®u(z) tytéz jako prvky matice H (u(x)) := (gff—gg) v Matice
‘ 1=

H(u(z)) je tzv. Hessova matice druhych derivaci funkce u v bodé x. Pfesvédéte se dale, Ze v tomto znaceni
je Au =Tr (H(u)).

Na otézku ,co vlastné je parcialni diferencidlni rovnice” lze (pon&kud nepiesné, ale ndzorné) odpovédst tak, Ze je
to rovnice pro neznamou funkci u vice nez jedné promeénné, ktera obsahuje alesponi jednu jeji parcialni derivaci.
Matematické definice miZe vypadat napfiklad takto.

Definice 1. Budte d,n € N, d > 2. Bud ddle Q C R? neprdzdnd oteviend mnoZina. Parcialni diferencialni rovnici
(ddle PDR) pro nezndmou funkci u : Q — R nazvu vjraz tvaru

F(z,u(z), Du(z),- -, D" Du(z), DMu(z)) =0, (2.2)

kde
F:OxRxRIx- xR xR SR (2.3)

je dand funkce.

Poznamka. Rdadem rovnice (2.2) rozumime Fad nejvyssi derivace u, ktera ,se vyskytuje“ v (2.2). Bez ujmy na
obecnosti lze u¢init amluvu, ze zapisem (2.2)) budeme vyjadiovat skuteénost, ze Fad rovnice (2.2)) je pravé n, tedy
ze funkce F' je nekonstantn{ v alespon jedné z poslednich d” proménnych.



Vice nez jednu rovnici pro vice nez jednu nezndmou funkci nazyvame systémem PDR. Onu ,,vice neZ jednu nezna-
mou funkci“ lze také chapat jako jednu vektorovou funkci a podobné pro ,vice nez jednu rovnici“. Definice systému
PDR pak vypada takto.

Definice 2. Budte s,d,n € N, s,d > 2. Bud ddle Q C R? neprizdnd oteviend mnoZina. Systémem s parcialnich
diferencidlnich rovnic pro nezndmou vektorovou funkci u : Q — R® nazvu vijraz tvaru

F(z,u(z), Du(z), -, D" Du(z), DMu(z)) =0, (2.4)
kde )
F:OxR xR x - xR xR - R® (2.5)

je dand funkce.

Umluvu z poznamky budeme v dalsim vztahovat i na systém PDR, budeme tedy pod Fddem systému ([2.4)
rozumét Fad nejvyssi derivace u, ktera se vyskytuje v rovnicich (2.4]) a sou¢asné predpokladat, ze zapisem (12.4)
vyjadiujeme skute¢nost, Ze ¥ad tohoto systému pravé n.

Nejcastéji se v teorii PDR vyskytuji systémy, pro které m = s, tedy systémy, u kterych je pocet rovnic roven poctu
neznamych funkci. Lze se v8ak setkat i se systémy pfeurcenymi (m > s), pfipadné podurcengmi (m < s).

Definice pojmu Fesent (2.2) resp. (2.4) obecné zavisi na tom, v jakém smyslu se chapou derivace a rovnosti, které se
v (2.2) resp. (2.4) vyskytuji. Z klasického pojeti vlastni derivace a rovnosti ve viech bodech x € Q vychéazi pojem

tzv. klasického feSent (2.2) resp. (2.4).

Definice 3. Klasickym fesenim (2.2)) resp. [2.4) v neprdzdné oteviené mnoziné Q C R? nazveme funkciw : Q — R
resp. u : Q — R®, magici ve vsech bodech x € Q wvlastni viechny derivace, vyskytujici se v (2.2)) resp. (2.4), a
splitugict (2.2)) resp. (2.4) identicky v Q.

Poznamka.

1. Misto podminky ,,majici ve v8ech bodech = € Q) vlastni v8echny derivace, vyskytujici se v resp. (2.4)% se
casto pouziva jednodussi podminka, pozadujici v8ak od u vice: v této ,klasi¢téjsi definici“ klasického feSeni,
se pozaduje, aby u € C™(£2), kde n je ¥ad resp. (2.4). I zde je vSak podstatné to, Ze se vyzaduje splnéni
resp. identicky v €.

2. Existuji i jind, obecné&jsi pojeti pojmu feSeni PDR, pii kterych se napiiklad nékteré derivace uvazuji pouze
ve skoro vSech bodech, pFipadné se uvazuji takzvané slabé derivace, derivace ve smyslu distribuci, atd. Tento
uCebni text se vSak bude zabyvat pouze klasickou teorii, vychazejici z definice [3| resp. jeji modifikace z
predchoziho bodu, coz vidy v textu piesné specifikujeme.

Poznamka. Casto hraje ve vztahu , resp. vztazich jedna z proménnych x; vyznacnou roli. Tato vyznac-
nost muze spocivat napfiklad v tom, Zze nejvyssi parcidlni derivace u podle této proménné jsou niz§iho radu nez
je fad rovnice, nebo v tom se v rovnici vyskytuji s jinym znaménkem® nez derivace podle zbylych proménnych.
Vétsinou je v téchto pripadech dilezita fyzikalni interpretace rovnic , resp. , podle které takova vyznamna
proménné ¢asto hraje roli ¢asu®“. V tomto pFipadé je zvykem bud tuto proménnou pieznacit symbolem ¢ (,,as®),
tedy uvazovat bud napiiklad x1 = t, tedy

u=u(z), kde z=(t,x9,...,2q), v €Q,

v tomto pripadé pak Q chipeme jako ,Casoprostorovou oblast*. Druhou mozZnosti je rozgiFit pocet stavajicich
proménnych funkce v o jednu, tzv. ,¢asovou promeénnou” t, a pséat

u=u(t,z), kde (t,z)€ (0,T)xQ, T>0.

Druhy z pravé zminénych ptipadu je obvyklejsi a budeme jej v tomto uéebnim textu pouzivat. I v tomto piipadé
vak nékdy (zejména pro jednoduchost zapisu) ztotoznime ¢ = zy a budeme psat

u=u(x), kde x= (xg,x1,...,24), v € (0,T)xQ, T >0.

Tuto konvenci ve znaceni pouzijeme napiiklad v teoretické ¢asti paragrafu



Poznamka. Rovnicim, které neobsahuji ¢asovou proménnou, #kame staciondrng, rovnicim ,s ¢asem* #kame ne-
staciondrninebo evoluéni. Poznamka [I.1Jukazuje, pro¢ se tyto terminy nesnazime definovat ,matematicky presné*:
sama, pfitomnost ,,asu” v rovnici je totiz zavisl4 na interpretaci role n&kterych proménnych.

Poznamka (Odvozeni zékladnich rovnic matematické fyziky).

.............................................................................. konec prednagky 1, 1.10.2021

Neékdy pozadujeme, aby feSeni u spliiovalo kromé parcialni diferencidlni rovnice jesté takzvané okrajové podminky.
Jednou z takovychto okrajovych podminek muize byt pozadavek, aby se u rovnalo pfedem dané funkci napriklad na
neprazdné ¢asti hranice I' C 0Q2. Okrajové podminky mohou mit velké mnozstvi riznych forem, od pravé zminéné,
a7z po velmi komplikované vztahy, zahrnujici nejen hodnoty w, ale i hodnoty derivaci u, pfipadné jejich kombinaci.
Vzdy v8ak v principu jde o dodateéné pozadavky, které na u klademe na jistych ¢astech (obecné nikoli nutné na
Castech hranice) mnoziny €. V piipadé evolu¢ni rovnice, kdy v = u(t, z), a pokud

I' c {0} x Q,

tedy kdyz ,,podminka je zadana pro ¢as ¢t = 0%, hovo¥ime o tzv. pocdtecni podmince ¢i pocdtecnich podminkdch, je-li
jich vic.

Jednomu FeSeni je moZno piedepsat vice nez jednu okrajovou resp. pocatecni podminku. Vznikd tedy pfirozenéd
otazka, jestli feSeni PDR, spliiujici navic vSechny pfedepsané podminky, viibec existuje, kolik takovych teSeni je,
pfipadné jaké maji vlastnosti. S tim souvisi pojem tzv. 4lohy (v kontextu PDR) a jejiho korekiniho zaddni.

Poznamka. V kontextu PDR rozumime w#lohou nasledujici trojici:
1. Rovnici tvaru (2.2)) resp. systém tvaru (2.4) pro nezndmou funkeci u resp. u.

2. Mnozinu, na které (uvnit¥ které¢) ma byt splnéna rovnice (2.2)) resp. splnény rovnice (2.4)). Typicky pijde o
neprazdnou oblast, tj. neprazdnou otevienou souvislou mnozinu v R™.

3. Pojem feSeni, tj. v jakém smyslu méa byt rovnice splnéna. Naiiklad je potfeba urcit, do kterého prostoru
funkci X mé feSeni patfit.

4. Sadu okrajovych a/nebo poc¢atecnich podminek.
Pokud je mnozina 2 = R", zadavame pouze pocatetni podminku a hovoifme o Cauchyové tloze. V opacném
piipadé je potieba navic na hranici 2 zadat okrajovou podminku. Pak hovofime o poc¢ate¢né-okrajové tloze.
Poznamka. S pojmem tlohy také tzce souvisi termin data dlohy a pojem korekiné zadand +iloha.

Data tlohy jsou v8echny predem zadané data, kterd se v tlloze objevuji. Tedy naptiklad hodnoty, které ma hledana
funkce nabyvat na hranici oblasti 2 a v po¢atetnim case. Data tlohy jsou ale také funkce, které se objevuji ve
formulaci diferencialni rovnice (2.2)), tj. funkce F resp. F.

Rekneme, ze uloha v kontextu PDR je korektné zadand (pfesnéji je korektné zadand v prostoru funkci X na mnoziné
) pokud:

1. ezistuje feSeni u € X dané tlohy;

2. toto Teseni je v prostoru funkci X jediné;

3. toto teseni tzv. spojite zdvisi na datech wlohy.



»Spojitou zavislost na datech ulohy“ nebudeme v tomto okamZziku p¥esné specifikovat (pfislusné vyroky vzdy
soucasti pozdéjsich vét, tykajicich se dané konkrétni tilohy), v podstaté se tim vSak mysli vyrok typu ,mald zména
dat méa za nasledek jen malou zménu v feSeni“. Uvedeny vyrok se casto realizuje diikazem nerovnosti typu

k
lur =zl < Nl = &3l (2.6)
j=1
s vhodné zvolenymi normami na obou stranéch této nerovnosti. Zde @{, <pg, 7 =1,...,k jsou dvé k-tice dat, s

nimiz mé dand tloha na dané oblasti feSeni po fadé uy, us.
Priklad. Bud Q C R? neprazdna oteviena mnozina, T > 0. Hledejme funkci v = u(t,z,y) : (0,T) x 2 — R,
spliujici

ou

o & oy) — Ault,z,y) =sin(zyt),  pro (te,y) €(0,T) x X, (2.7)
u(0,z,y) =1, pro (z,y) € Q, (2.8)
u(t,z,y) =t+1, pro (t,z,y) € (0,T) x 0. (2.9)

Jde o evoluéni parcialni diferencidlni rovnici druhého fadu. Vyjimecnost proménné ¢ spociva jak v tom, ze derivace
u podle t je pouze prvniho fadu, tak v tom, Ze prostorové derivace xj, obsazené v Laplaceové operatoru, maji

opacné znaménko nez é—?.
Pracujeme v tzv. Gasoprostorovém valci (0,7') x Q2 s podstavou €. Rovnici (2.7)) Fegime uvniti tohoto valce, podminka
(2.8)) je pocateéni podminka, zadana na jeho podstavé, podminka (2.9) je podminka okrajova, zadana na ,bo¢ni*

Casti plasté casoprostorového valce.
Tato tloha se nazyva pocatecné-okrajova tloha pro rovnici vedeni tepla.

Intuitivné je jasné, Ze pii definici FeSeni u celé tzv. wlohy f je potfeba Fici nejen jaké geometrické vlastnosti
otekavame od hranice 9((0,7) x ), ale predev§im v jakém smyslu budou splnény podminky ([2.8), — funkce
u je totiz pro potfeby rovnice definovana pouze na (0,7) x €2, tj. uvnitf ¢asoprostorového valce. Presnéji se
témto tvaham budeme vénovat pfi studiu konkrétnich tloh, jiz ted v8ak miizeme stru¢né fici, ze pro klasické feSeni
vét§inou pozadujeme, aby pfislugné okrajové a pocatetni podminky byly splnény ve smyslu limity, tedy aby (v
tomto pfipadé) funkci u bylo mozno spojité rozsifit az na ty ¢asti hranice, na kterych jsou predepsany dodatecné
podminky.

Poznamka. Uloha f mé nasledujici fyzikalni interpretaci: Pokud pod w(t,x) rozumime teplotu v bodé
x € Qv case t € (0,T), predstavuje tzv. rovnici vedent tepla, se zdroji tepla sin(zxyt). Podminka pak
reprezentuje predepsané rozlozeni teploty v ¢ase t = 0, podminka predepsané rozlozeni teploty ,na sténach
mistnosti“ Q v ¢ase t € (0,7). Pfi pfemysleni o vyznamu této interpretace mizeme dojit k podezfeni, ze by tloha
f mohla byt korektné zadani. Toto podezfeni samoziejmé musi potvrdit ¢ vyvratit dikaz prislusné
matematické véty, kterou zformulujeme pozdéji.

V paragrafu [2] ukdZeme, jak lze rovnici vedeni tepla na zékladé jistych fyzikalnich tivah odvodit.

Definice 4. Okrajovd podminka (2.9) se nazgvd Dirichletova okrajovd podminka. Pokud bychom pfedepisovali
nulové rozloZent teploty nazyvali bychom ji homogenni Dirichletova okrajovd podminka. UvaZuji se také dalsi typy
okrajovijch podminek.

Neumannova okrajovd podminka predepisuje tok energie hranici. Md tvar

ou

— = na (0,7T) x 0.

8V g7 ( Y )
Vektor v oznacuje jednotkovou vnéjsi normdlu k Q a g je zadand funkce. Zobecnéni Neumannovy okrajové podminky
je Robinova akrajovd podminka
ou

5 +pu=g, na(0,T)x .

(0}



pro zadané konstanty o, 8 € R a zadanou funkci g. Pokud je g nulové nazijvdme okrajovou podminku homogennd.
Je také mozné na rizniych cdstech hranice predepsat jing typ okrajové podminky.

Nésledujici definice je spiSe terminologicka. Protoze se v tomto ufebnim textu nebudeme zabyvat systémy PDR,
budeme néasedujici pojmy definovat pouze pro jednu parcidlni diferencidlni rovnici.

Definice 5.

e Parcidlni diferencidlni rovnici (ddle jen ,rovnici“) (2.2) nazveme linearni, lze-li ji psdt ve tvaru

Z ao(z)D%(z) = f(2), x e, (2.10)

laj<n

pro dané funkce ao, f. Rovnici (2.10) nazveme homogenni, pokud f = 0. V opaéném pripadé ji Fikdme
nehomogenni, pFipadné (nepiesné, ale o to s vétsi chuti) ,s pravou stranou. Jsou-li viechny funkce a,
konstantni, nazgvdme rovnici (2.10)) linearni rovnici s konstantnimi koeficienty.

e Rownici (2.2) nazveme semilinearni, lze-li ji psdt ve tvaru

Z ao(x)D = f(x,u,Du,... ,D("_l)u) , x €N, (2.11)

|a|=n
pro dané funkce ay, f.

e Rovnici (2.2) nazveme kvazilinearni, lze-l1 71 psdt ve tvaru
R 2.2 kvazilinearni, [ze-1 tvet

Z aq(x,u,Du,..., D(nfl)u)Do‘u(x) = f(z,u,Du,... ,D(”fl)u) , x e, (2.12)
la|=n

pro dané funkce a,, f.

e Rouvnici (2.2) nazveme nelinearni, pokud neni linedrni ve vySe uvedeném slova smyslu. Rovnici (2.2)) na-
zveme ryze nelinearni, je-li funkce F v (2.2)) nelinedrni funkci (alespori) v nékteré z proménngjch, do kterjch
dosazujeme nékterou derivaci u nejvyssiho rddu.

Ptriklad. Jak semilinedrni, tak kvazilinearni rovnice jsou nelinearni (ale nikoli ryze nelinedrni) rovnice, které jsou
Hlinearni vacéi nejvyssim derivacim u*. U kvazilinearnich rovnic v8ak pfipoustime zavislost koeficientii a, pro |a] = n
na na derivacich v az do fadu (n — 1) v¢etné.

Piiklad. Bud u = u(t,z), t € (0,00), 2 € R% Potom nasledujici evolucni parcidlni diferencidlni rovnice lze
charakterizovat takto:

J % + <a:2 + cos ﬁ) Awu = 0 je linearni (homogenni) rovnice 2. fadu, s nekonstantnimi koeficienty;

. 2 . . .. e . .
%;‘ + <x2 + sin (u2 + —g;f) ) Au = 0 je nelinearni, a pfitom kvazilinearni rovnice 2. fadu;
ou 2 : 2 ou\2 . . ‘o o o1 ., . o2 .
S5 T r°Au + sin (u + —8:5) = 0 je nelinearni, a pfitom semilinedrni rovnice 2. fadu;

o %—? + (Au)? = 0 je ryze nelinearni rovnice 2. fadu;

d
. %—? + > a; (:B,t,u)%“j = f(=z,t,u) je nelinearni, a pfitom kvazilinearni, 1. fadu.
J=1

Odvozeni zakladnich rovnic matematické fyziky
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Korektnost tlohy podle Hadamarda

2 Cauchyova tloha pro kvazilinearni PDR 1. fadu

Priklad (Cauchyova tloha pro linedrni transportni rovnici). Budeme fesit ndsledujici ilohu: Najdéte funkei u :
R?2 - R, u € CY(R), u = u(x,y) tak, aby
Oxu + cOyu = 0 na R?

a u(0,y) = uo(y) pro danou funkei ug € C*(R) a c € R.
Resent je u(t,z) = uo(x — ct).

Definice 6. Bud't € (0,7),T >0, x € R%, d > 1, a wvazujme kvazilinedrni parcidgini diferencidlni rovnici proniho
fadu pro funkci u = u(t, ),

8&+Zaj(t,x,u)i:f(t,x,u)7 te(0,T), zeR?, (2.13)

kde f, aj € C((0,T) x RExR), j=1,...,d, jsou dané funkce. Rekneme, Ze u : (0,7) x R — R je klasickym Fesenim

B13), pokud

1. ue CY((0,T) x RY),
2. u spliuje [2.13) ve viech bodech (t,x) € (0,T) x R,

Rownici (2.13) dopliiujeme pocateéni podminkou tvaru
u(0,x) = up(z), zeR?, (2.14)

kde ug € CH(R?) je dand funkce. Uloha [2.13)~([2.14)) se nazjvd Cauchyova tloha pro kvazilinearni rovnici 1. Fadu.
Rekneme, Ze u : (0,T) x R? — R je klasickym fesenim Cauchyovy tlohy ([2.13)-(2.14), pokud u je klasickim
resenim (2.13) a navic spliiuje pocitecni podminku (2.14)) v ndsledujicim (klasickém) smyslu:

lim  wu(t,y) = uo(x) pro vsechna x € R%. (2.15)
(ty)—(0+,z)

Poznamka. e V podstaté lze (obecné) ¥ici, ze kdyz mluvime o klasickém Feseni, mame nejcastéji na mysli
tak hladkou funkci, aby v8echny jeji v rovnici vystupujici derivace byly spojité. Proto klasické feSeni u
rovnice hledame v prostoru C*((0, T') x R%). Podobné splnéni poc¢atecni podminky v klasickém smyslu®
znamend jeji splnéni ve smyslu limity. Termin ,Cauchyova tloha“ se v kontextu evoluénich PDR pouziva
tehdy, kdyZz oblasti, na které jsou definovany prostorové proménné a tedy i pocateéni podminky, je cely
prostor (tedy kdyz Q = R?). Nékdy se téz pouziva termin lokdlni Cauchyova iloha pro situaci, kdy Feseni
Cauchyovy tilohy hleddme pouze na né&jaké oblasti G C (0,7) x RY.

e Rozmyslete si, Ze (2.15)) je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni: existuje spojité rozsifeni funkce u na mnozinu
(0,T) x RY takove, 7e u(0,x) = up(x) pro viechna z € R%.

Znaceni. Pro zjednoduseni zapisu je mozné ztotoznit ¢asovou proménnou ¢ s nékterou dalsi slozkou prostorové
proménné, napiiklad ¢ = xg. Takto rozsifenou ¢aso-prostorovou proménnou budeme pro pohodli znacit opét =z,

zatimco pro prostorovou proménnou budeme v této situaci pouzivat oznaceni Z. Tedy = = (x0,T) € RdT =
(0,T) x R, T = (z1,...,1q). Dale polozime ag(z,u) := 1. Pak (2.13) resp. [2.14) piejde v
d ou
ZCLj([L‘,U)i :f({L‘,U), "EER%v (216)
— Oz;
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resp.
u(z) = up(z) na mnoziné {z € R%; zo = 0}. (2.17)
Ve zbytku tohoto paragrafu budeme hledat feseni Cauchyovy ulohy (2.13)—(2.14)) ve zjednodugeném tvaru (2.16))—

(2.17). Budeme vSak mit na paméti, ze pro (po¢ate¢ni) podminku tvaru (2.17)) je nejpFirozenéjsi interpretaci
proménné xy pravé ,cas t“.

Poznamka. Na podminku lze nahlizet i tak, e hodnoty hledaného feSeni jsou predem znamy (resp.
,Dredepsany” na nadroving {z € R%; zgp = 0} C R%. P¥i tomto pohledu mize jednoho snadno napadnout, Ze
by tato plocha ,pfedepsanych hodnot“ nemusela nutné byt ,rovnad“. Dojdeme tak ke zobecnéni podminky ,
a sice, ze hledame feSeni rovnice splitujici navic podminku

u=ug namnozingl C R%, (2.18)

kde I' je n&jakd (hladkd) nadplocha dimenze d v R%. V dalsfm uvidime (viz paragraf ??), e I nebude moci byt
zcela libovolnéa. Aby byla uloha , fesitelna, nebude moci byt I' tzv. charakteristickou plochou rovnice
. A7 nastane spravny ¢as, uvédomime si tedy, Ze rovnice si v jakémsi slova smyslu ,,sama Fekne“, kde
je mozno piedepsat jejimu feSen{ hodnoty a kde ne.

Budeme nyni hledat feSeni ulohy ([2.16)—(2.20) ve dvou krocich. Nejprve vySetiime p¥ipad, kdy f na pravé strané
rovnice (2.16)) bude identicky nulova funkce a poté se budeme vénovat pifpadu obecné f.

’Moinost L f= 0.‘

V tomto pifpadé prejde rovnice (2.16)) v rovnici

d
0
Zaj(%u)a—:?:o, zeR% = (0,T) x R, (2.19)
=0 !
s pocateéni podminkou
u(z) = up(zx) na mnoziné {z € R%; zo = 0}. (2.20)

Regeni tlohy (2.19)(2.20) budeme hledat tzv. metodou chamkteristz’k Vyslovme nejprve néasledujici definici.

Definice 7. Rovnici (2.19) pFiradime systém oby¢ejnych diferencialnich rovnic (zvany téz charakteristicky systém
rovnice (2.19)) pro nezndmé funkce x; = z;(s), j =0,...d,

4 (5) = ay () u(als)) . s € (0,8) CR. (221)
kde a; jsou funkce z [2.19). Kazdé klasické teseni x : (a, B) — R systému rovnic (2.21) nazvu charakteristikou
(charakteristickou kiivkou) rovnice (2.19).

Poznamka.

1. Charakteristika je tedy kiivka v R%, jejiz parametrizace je dana zobrazenim z : (o, ) — R%. Vzhledem
k tomu, ze systém je systém se spojitymi pravymi stranami a;, existuje podle teorie ODR (viz
[Kurzweil, 1978]) feseni alespon lokalné v okoli kazdé pocatecni (proto index p v (2.22))) podminky
typu

z(sp) = p, sp€(a,B), xp€RE. (2.22)
Bez tjmy na obecnosti lze predpokladat, ze s, = 0 € («, 3). Piipomenime, Ze pro pouze spojité a; nemusi byt
feSeni tlohy f urceno jednoznacné, k tomu je potieba, aby a; byly alespoii lokalné lipschitzovske
funkce (podrobnéji viz napf. [Kurzweil, 1978]).

4V paragrafu ?? rovnéz uvidime, 7e mezi charakteristickou plochou z piedchozi poznamky a charakteristikou z nasledujici definice
bude skutecné souvislost.
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2. Pfesnéji feceno, charakteristika z(s) je k¥ivka, pfifazena nejen rovnici (2.19) (prosti¥ednictvim funkei a;), ale
i funkci u € C1(R? x (0,T)). Obecné tedy nemusime na u nahliZet jako na fesenf rovnice (2.19)), které ostatné
teprve hleddme, ale jako na libovolnou dostate¢né hladkou funkci u, kterd spolu se znAmymi koeficienty a;
definuje charakteristiky. Lépe vSe osvétlime za chvili na p¥ikladech.

Nésledujici identita je pro metodu charakteristik kli¢ova. Studujme chovani libovolné funkce u € C1((0,T) x R%)
na charakteristice z(s), pfifazené rovnici (2.21) a této funkci u. Derivovanim podle s dostaneme:

d d
L uw) = 3 2 wls)) ayls) B D (o), u(w(s))) o (a(s)). (2:23)
j=0 Y j=0 J

Je-li leva strana identity (2.23) rovna nule, znamen4 to, ze funkce u je konstantni na charakteristice x(s), nulovost
pravé strany (2.23]) pak znamena, ze funkce u je klasickym Fesenim rovnice (2.19) v bodech, které lezi na piislusné
charakteristice.

Tato identita dokazuje nasledujici lemma, jehoz formulaci vénujte pozornost: zdanlivé jde o dvé implikace, které
dohromady vytvoii ekvivalenci; vyroky, tvoiici implikace (a) a (b), se v8ak ponékud 1igi.

Lemma 8. Uvazujme funkci u € C1(Q7), kde Qr C (0,T) x RY je neprdzdnd oblast.

1. Bud u konstantni na charakteristice x(s), s € (o, 3), lezici v Qr, a pFitazené koeficientim aj(x,u) rovnice
(2.19) a funkciu. Potom funkce u 7esi v klasickém smyslu rovnici (2.19)) v bodech charakteristiky x(s), leZicich
v QT.

2. Necht naopak u je klasické Tesent rovnice (2.19) v oblasti Qp. Potom u je konstantni na libovolné charakte-
ristice x(s), leZici v oblasti Qp.
Diikaz. Dikaz obou implikaci vychéazi z rovnosti (2.23) a diskuse za ni. O

Piiklad. Rovnice u; + xu, = 0 s pocateéni podminkou ug. Dostane se, Ze charakteristika, prochéazejici bodem
[0, to], xo # 0, tg > 0, mé rovnici ¢t = In |x| + (top — In |zg]|), jde tedy o ,logaritmicky v&jiF“, viz Obr. ?77.

Na zakladé toho lze explicite vyjadfit feSeni uvedené rovnice pro data ug € C'(R), a sice u(z,t) = uo(ze™).
Napiiklad pro ug(z) = e~ 7 € R dostaneme u(r,t) = exp(—22e ), x € R, t > 0.

................................................................................... konec prednasky 2, 8.10.2021

’Moénost II, f #£ 0.‘

Pro f # 0 mame vyfesit obecnou rovnici tvaru

d
0
Zaj(x,u)aif = f(z,u), z€R%:=(0,T)xR?, (2.24)
=0 i
s pocateéni podminkou
u(z) = uo(Z) na mnoziné {x € R%; z = 0}, (2.25)

kde x = (20,%), T = (21,...,24). Ulohu (2.24)—(2.25) budeme feit tak, Ze nejprve vyfegime ponékud jinou tlohu
s homogenni rovnici (tedy s nulovou pravou stranou). Problém se tim ptevede do situace, kterou jsme studovali v
moznosti L.
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Véta 9. Budte f(x,u), aj(z,u) € C((0,T) x R? x R), ug € CL(R?), G C (0,T) x R? neprdzdnd oblast a J C R
otevrenyj interval. Bud ddle w = w(z,u) € C1(G x J) klasické Fesent tilohy

d
0
Za]xuamj—l—f( );::0, (z,u) € G x J, (2.26)
j=
w(z,u) =u — up(T) na mnoziné {x € G; x9 =0}, (2.27)

kde x = (x0,T), T = (21, xq). Bud ddle (zp,u,) € G x J takovy, Ze w(xzp,up) = 0, g%(xp,up) # 0. Potom
existuji okoli U(xp) C G, U(up) C J a funkce u € CH(U(xp)) takové, Ze

1. w(z,u(x)) = 0 pro viechna x € U(xy), pritom u(x,) = uyp,
2. 8u W (x,u) # 0 pro vsechna (x,u) € U(xp) x U(up),

3. u=u(x) je klasickym (lokdlnim) FeSenim dulohy (2.24)—(2.25) na U(xp).

Diikaz. Tvrzeni (i) a (ii) jsou pfimym disledkem véty o implicitnich funkcich. Existence okoli U(xp), U(up) a
(implicitn{) funkce u € C*(U(z,)) dokonce nijak nesouvisi s tim, 7e w fesi n&jakou rovnici.

Pro dikaz (iii) si sta¢i uvédomit, ze pro x € U(xp) je funkce w(x,u(x)) spojité diferencovatelna a identicky nulova

na U(xp), jsou tedy na U(xp) nulové i jeji derivace podle vsech z;, j =0,...,d:
(@) + G ) S @) =0, =0,

Vyjadiime z téchto rovnosti gT“;(a:, u(z)), dosadime do (2.26)) a dostaneme:

Z—Q: Zajxu + f(z,u) | =0, x €U(xp).

Protoze gw (z,u(x)) # 0 pro z € U(xp) (viz (1)), musi byt nulovy vyraz v kulaté zavorce, coz dava (2.24) pro

x € U(zp).
Dile je pro « € U(xp), zo = 0, podle (i) a (2.27)),
0 =w(z,u(x)) = ulzr) —up(x),

coZ neni nic jiného nez (2.25) na {z € U(xp), zo = 0}. O

3 O klasifikaci rovnic 2. fadu

Méjme linearni rovnici 2. fadu v R?

d 0%u d ou
3 ai(x) dmow, T > " bj(x) gz, He@u=f@ (2.28)
i,j=1 ! j=1

Jde-li nam o klasické teseni, pFedpokladédme dostatetnou hladkost v a tedy miizeme zaménit smiSené parcialnf
derivace. Tudiz bez tjmy na obecnosti je a;j(z) = aji(x) pro kazdé x a matice A := (aij(m))gjzl je redlné,
symetricka a proto diagonalizovatelna. Tedy existuje ortogonélni matice P a diagonéalni matice D tak, ze PTAP = D.
Piipomenime si, ze signatura kvadratické formy urcené matici D je trojice (n,p, q), kde n je pocet nulovych, p pocet
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kladnych a g pocet zapornych prvki na diagonéle D. Dle zdkona setrvac¢nosti kvadratické formy je pocet nulovych,
zapornych a kladnych prvki na diagonéle matice D pevné dan a tedy je signatura dobfe definované.

Predpokladejme, ze jsou koeficienty u ¢lentt druhych fada rovnice (2.28)) konstantni, tedy a;;j(z) = a;;. Definujme
v:=wuo P apolozme y = PTz, pak mame v(y) = v(PTz) = uw(PPTx) = u(x)
920

d d
ov
8% ,;3 Y)pix a 8%8% Z kay Y) PikPih

Odtud je vidét, ze u(z) spliuje rovnici (2.28)) praveé, kdyz v(y) ¥esi rovnici jejiz koeficienty u ¢lentt druhého Fadu

jsou prvky matice D = (dij)g,j:p nebot
d d d
0%u 0%

D iy (@) =) ai ) (¥) pirpin =

ij=1 Oz O; ij=1  kh=1 FYrOYn
d 920

= Z () Z QijPikPjh

nmy OUkOyn " S

Definice 10. (Typ diferencialni rovnice druhého fadu) Bud matice D = (dij)gjzl jako vijse a m jeji vdd.
Rekneme, Ze rovnice [2.28) je v bodé x:

1. elipticka, jestlize jsou znaménka vSech prvkid matice D stejnd o m = d. Typickym zdstupcem je Poissonova
rovnice: —Au = f.

17. hyperbolicka, jestlize jem = d a vSechna znaménka proki D jsou stejnd aZ na jedno. Typickym zdstupcem je
vinovd rovnice: 6t2 — Au = f (Laplaceiiv operdtor je bran jen vzhledem k prostorovgm proménngm,).

118 parabolické, jestlize je m = d—1 BUNO dgq = 0, viechna znaménka proki D jsou stejnd a koeficient rounice
= f (stejné jako v piedchozim
przpade je A Z 32)

1. parabolickd v 8ir§im slova smyslu, jestlize m < d — 1.

v. ultrahyperbolické, jestlize m = d a alespoti dvé znaménka prvki D jsou kladnd a alespori dvé zdpornd.

Priklad. Tricomiho rovnice

0%u n 0%u

L2575 2

oxry  Oxj

xo > 0...eliptickd, xo < 0... hyperbolickd, tedy méni typ pfi piechodu x1 osy.

=0

Cvi¢eni. Uvazujte linedrni PDR druhého iddu s konstantnimi koeficienty, v R?, tedy rovnici typu
adiu + bdyOyu + cdou = f la| + [b] + |¢| > 0. (2.29)
Ukazte, Ze plati:
o (2.29) je eliptickdi <= b*> —4dac < 0;

o (2.29) je parabolickd (event. v Sirsim slova smyslu) <= b* —4dac=0;

e (2.29) je hyperbolickdi <= b> —4ac > 0.
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............................................................................. konec ptrednéasky 3, 15.10.2021

Cviceni. 1. UvaZzujte linedrni PDR druhého #adu v kanonickém tvaru (vzhledem k nevyssim derivacim), tedy
rovnici pro u = u(y),

d

d%u ou
ak(y)@ - %ﬁk(y)ayk +ey)u=fly),  kde ax(y) € {~1,1,0}. (2.30)

M=

k=1
Ukazte, ze v kazdém bodé& y lze provést tyto avahy:

(a) Pokud existuje takovy index j, ze a; # 0, B; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y) susbtituci
_Bjvj
205

u=wve *% (pFes stejné indexy nescitame, jde o ono konkrétni j) zptsobi, Ze:
e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici 8; (odpovidajici koeficient bude nulovy)
e viechny koeficienty u ¢lenti druhého fadu zlistanou beze zmény a v8echny zbylé koeficienty u ¢lend
prvého fadu (s vyjimkou vyse zminéného) zistanou rovnéz beze zmény
Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni pteklep. Sledujte jeji roli pfi vypoctu.

(b) Pokud existuje takovy index j, ze a; = 0, B; # 0, potom zavedeni nové funkce v = wv(y) susbtituci
_%
u=wve " (pTes stejné indexy nes¢itame, jde o ono konkrétni j) zptusobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté derivaci (koeficientu c)

e viechny koeficienty u ¢lent druhého i prvniho fadu zistanou beze zmény

2. Pomoci vyse uvedenych dvou substituci ukazte, ze kazdou linedrni PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty
Ize vhodnymi substitucemi pfevést na jeden z nésledujicich typi:

e Eliptickou rovnici na —Au + ku = f. Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k # 0 o
rovnici Helmholtzova typu. Koeficient k, je-li nenulovy, obecné nelze ,,vynulovat®.

e Parabolickou rovnici na % — a?Au = f, tj. na rovnici vedeni tepla. Viechny parabolické linearni PDR

2. fadu s konstantnimi koeficienty jsou tedy néjakou rovnici vedeni tepla.

e Hyperbolickou rovnici na % — a’Au + ku = f, tj. na vlnovou rovnici. Koeficient k, je-li nenulovy,

obecné nelze ,vynulovat®.

3. Urcete typ rovnice, pfevedte na kanonicky tvar, pfipadné pfevedte na jednu z rovnic z pfedchoziho bodu,
pripadné se pokuste vytesit, pokud se po pfevedeni dostanete na ,feSitelny typ* rovnice.

(2) Uga +2Upy 4+ 2Uyy +4Uy. + DU + g +uy =0 Reseni: Po provedenf substituce £ = z,n =y—z, y = 20—2y+2

s naslednym zavedenim nové funkce piedpisem u = ve~¢/? dostaneme rovnici Av = %v. Jde o eliptickou rovnici
(Helmholtzova typu).

(b) Ugze + dUgy + 8Uyy + Uy +uy =0 Reseni: Po provedeni substituce £ = z, n = 4 — 2 s naslednym zavedenim
nové funkce predpisem u = ve~¢/2¥7/4 dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vee + vy, = 0.

(€) Ugg + AUgy + duyy — Uy — 2uy =0 Reseni: Po provedeni substituce & = z, n = y — 2z dostaneme parabolickou
rovnici u, — uge = 0.

(d) uge — 2ugy — 3uyy +uy =0 Regeni: Po provedeni substituce £ = z, n = % + ¥ s naslednym zavedenim nové

3
E'U.

funkce piedpisem u = ve”/* dostaneme hyperbolickou rovnici vee — vy, =
(€) 4y — 3uyy + 4uy — 8uy — du =0,

fete obecné a poté s podminkami u(z,0) = €2, uy(x,0) = 0. ReSeni: Po provedeni substituce £ = 2+y, 7 =

x+2y s naslednym zavedenim nové funkce piredpisem u = ve26~ 37 dostaneme hyperbolickou rovnici vee —4vy, = 0.

Jeji obecné YeSeni je v(&,n) = f(n—28) + g(n+2£), tedy u(x,y) = e2 7Y (f(z) + g(3z +4y)). Okrajové podminky

daji u(z,y) = 3 V(1 + ).
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4.* A dalsi sada pifkladi pro vaSe samostatné pocitani: v kazdé oblasti, kde se neméni typ rovnice, najdéte jeji
kanonicky tvar.

a) Y ugs — x2uyy =0

b) gy — 2sinz uyy + (2 — cos? x) Uyy =0

(c

d

(€) (1+2%)uge + (1 +y*)uyy + yuy =0

(
(
(

)
)
) 22Ugy — 28 Ugy + Uyy = 0
) YUgy — TUgy =0

)

Vyse jsme definovali typ diferencidlni rovnice druhého fadu v pevném bodé. Je jisté zajimavé, jestli lye rovnici na
kanonicky tvar prevést na okoli daného bodu. To je jisté pravda, pokud se jedné o rovnici s konstantnimi koeficienty.
Pokud jsou v8ak koeficienty nekonstantni, obecné to neni mozné. UkéZzeme si nyni pozitivni odpovéd v pfipadg, ze
se jedna o diferencialni rovnici v R?.

Uvazme proto rovnici tvaru
alléﬁu + 20120, 0yu + a2285u + b(Ozu, Oyu, u, z,y) = 0, (2.31)

pro neznamou funkci u : R?> — R. Funkce a1, ai2, as jsou zadané a zavisi na x, y. Budeme pfedpokladat, Ze na
okoli jisteho bodu (zg,yo) plati aj; # 0. .

Uvazujme transformaci proménnych & = o(z,y), n = ¥(x,y), kterd je prosta a dvakrat spojité diferencovatelna.
Navic pFedpokladame, Ze determinant Jacobiho matice této transformace je nenulovy. Necht U = U (&, n) je funkce
u = u(z,y) vyjadfend v novych proménnych, tj. plati vztah

u(z,y) = U(p(z,y),¥(z,y)) -
Tedy

Uy = Ug 0z + Uyt
Uy = Ug oy + Uy iy ,
Usw = Uge 92 + 2 Ugy 0u Yo + Uny 2 + Ut 0z + Uy Y
Usy = Uge a0y + Usn (0o ¥y + 0y ¥a) + Uny Yo by + Ug ay + Uy Yy ,
Uyy = Uge %2; + 2Uen py ¥y + Uy ¢§ + Ugpyy + Un Yyy
z ¢ehoz plyne _
a11 Uge +2a12Ugy + a2 Uyyy +0 =10,
kde

11 = a11 ¢ + 2a12 g Py + a2 9032, ;
a12 = a11 Pz Yz + a12 (P Yy + 0y ¥e) + a2 0y Yy,
agy = a11 Vs + 2a12 Pg by + ana Py

b=b(¢,n,U, U, Uy) .

(2.32)

Pokud byla vychozi rovnice linearni, pak transformovand rovnice je téz linearni.

Cilem provedené transformace je ptivodni rovnici zjednodusit, a tudiz nas zajima, za jakych podminek je néktery
z koeficientd @11, a1z, aoo nulovy.
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Hyperbolicky pripad V tomto odstavci budeme pfedpokladat, Ze rovnice je hyperbolick4 na okoli bodu
(w0, y0) a tedy zde plati 0 < a2, — aggai;. Cheeme volit ¢, 9 tak, aby se nulovaly koeficienty @11, @2. Proto chceme
prepsat ai; do tvaru

a11 = a11(0xp + BOy) (O + 60yp).

Pozadujeme tedy, aby $0 = ags/a11 a 8+ 6 = 2a12/a11. Tato soustava ma realna Feseni, pokud 0 < a%Q — a92a11-
Tato podminka je splnéna diky pFedpokladu. Dostavame, Ze 3, 0 jsou urceny jednoznaCné aZ na jejich zdménu a

1 1
p=—(a12 + \/a%z —apar), 6= —/(a2— a%g — aaiy).
ail a1

Najdeme ¢ jako C' fegeni linearni diferencialni rovnice 1. Fadu 0, + B0y =0 a1 jako C' Fegeni 0,1 + By =0
na jistém okoli U bodu (zg, yp)pomoci Lemmatu [§f V U plati Vi L (1,5) a V¢ L (1,6). Plati tedy, ze hodnost
matice V(yp,) je rovna 2 a zobrazeni (p,1) : U — R? je regularni. Podle [Pick et al., 2019, Véta 11.6.2] mizeme
predpokladat, pfipadné po zmenseni U, ze V := (p,¢)(U) je oteviena a (¢, 1)) je na U difeomorfismus. Po pouziti
transformace (p, ) na na U, dostaneme na V rovnici

26_1,128587](] + b=0.
Funkce @12 a b jsou definovény v (2.32). Tento odstavec zakonéime formulaci pravé dokazané véty.
Véta 11.

3 Vlnova rovnice
Véta 12. Bud ug € C*(R), u; € CL(R), f € C1([0,+00) x R). Definujme

1 1 [atet ac(t— 7')
u(t,x) = i(ug(aj +ct) +up(x —ct)) + % /x_ct &)dE + 20/ / f(r,&)dedr.
(pokud je f =0 nazyvd se d’Alembertova formule)
Pak plati: 1) u € C%([0,+00) x R),  2) 0?u — cd>u = f in (0,+00) xR, 3) u=wug, du=1u; v {0} x R.
Véta (O derivovani integralu podle parametru).
Lemma 13. 18 Bud u; € C*([0,+00)), u1(0) =0 a @y liché prodlouzeni u; na R. Pak je @1 € C*(R).

Véta 14. 1/ Necht T >0, f € C*([0,T) x [0, +c]), f(¢,0) =0 prot € [0,T), ug € C?([0,+00)), up(0) = uf(0) =
0, u1 € CH([0,+00)), u1(0) = 0. Funkce u definovand pro x > ct > 0 piedpisem

1 1 T+t T4c(t— T)
u(t,x) == = (uo(z + ct) + up(x — ct)) + / &)dé + — / / (1,&)dédr,
2 2¢ Jo_o 2c
apro 0 <x <ct<cl predpisem

r+ct
u(t,z) = ;(uo(x—i—ct) —up(ct —x)) + 210 /t up(&)d¢

- /:c—i-ct 7) [ / L/:c—i-c(t 7) frededr

u € C*([0,T) x [0, +00))
O*u—2*u=f v (0,T) x (0,+00)
u=ug, Owuw=uy, v{0}x]0,+00)

u=0, v[0,T)x {0}.

splriuge
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Véta 15. 15 Necht ug € C2([0,1]), uy € CL([0,1]) a plati
uo(0) = ug(l) = u1(0) = ur(1) = ug(0) = ug(l) = 0.

At jsou g, Uy 2l-periodickd roz§iteni ug, u1 na R lichd vzhledem k bodu 0. Definujeme

rtct
5(x — ct) + 3z + ct)] + — / J(s)ds.

2¢ —ct

(NN

u(t,z) =

Pak funkce u splitue 1) u € C2([0,4+00) x [0,1]), 2) 0?u — 0%u = 0 v (0,+00) x (0,1), 3) u = ug, Opu = uy v
{0} x [0,1].
Véta 16. 16 Necht ug € C3([0,1]), uy € C%([0,1]) a plati
uo(0) = ug(l) = u1(0) = w1 (1) = ug(0) = ug(l) = 0.
Definujeme

! ., nTy 2 ! nmwy
oy = l/o uo(y) sm(T)dy, Bn = l/o ul(y)cos(T)dy

+00
nmwe Bn .  nmc . NTX
u(t,z) = Z [an cos( 7 t)+ . sin( 7 t)} SIH(T)’
n=1

Pak funkce u spliiuje 1) u € C2([0,+00) x [0,1]), 2) 0?u — 0%u = 0 v (0,+00) x (0,1), 3) u = ug, Opu = uy v
{0} > [0,1].
Véta 17. 17 Necht 1, T > 0, f € C?([0,T) x [0,1]), f(t,0) = f(t,1) = 0. Definujme

! n
0 =7 [ fsin P

u(t,x) = Z/o —fn Sln(CTlL (t—T))dem(nlx)

Funkce

cn
splriuge
u € C*([0,T) x [0,1])

OPu—PPu=f in (0,T) x (0,1)
U(O, ) = atu<07 ) =0

.................................................................................. konec prednéasky 6, 5. 11. 2021

Véta 18 (Gauk-Green-Ostrogradskii, [Evans, 2010]). At je Q C R? oteviend a omezend mnoZina s C* hranici.

N o

Pro x € 0Q oznacéime v(x) vnéjsi jednotkovou normdlu k Q. At u € C1(Q), u: Q — R. Pak

We{l,...,d}:/aiud)\:/ uy; dS.
Q o0

N

Véta 19 (Greenovy formule). Af je Q C R? oteviend a omezend mnozina s C' hranici a vnéjsi jednotkovou
normdlou v. Af u,v € C%(Q), w € CH(Q), u,v,w : Q© — R. Pak
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/Auwd)\:/ w(Vu'l/)dS—/Vu‘de/\,
Q o0 Q

/ Auv — uAvd\ = / v(Vu-v) — (Vv-v)udS.
Q o0N

Lemma 20. Bud z € RY, r > 0, u spojitd na OU (z,r). Pak
][ udS = ][ u(z +1rz)dS(z).
oU (z,r) U(0,1)

Lemma 21. Budxz € R, R > 0, u spojitd na U(x, R). Pak

8r(/ud)\ 8// udSdp = / udS.
oU (z,p)

U(z,r) oU (z,r)
Lemma 22.
d / 1d\ = / 1dS
ouU(0,1) au(0,1)

Definice.
ag = XWU(0,1), dog = L/‘ 1dS.

aU(0,1)
Lemma 23. Budx € RY, R >0, u € CY(U(x, R)). Oznacme
U*(r) = ][ udS.
oU (z,r)
Pak plati
0.U%(r) =  Vul)- LT dS(), prove (0.R)
U(z,r)

Je-li navic u € C*(U(x, R)), j

orU” (r ][ Au(y) d\(y), 0*U%(r) = 7—1 ][ Au(y) d\(y ][ Au(y)dS(y), pror e (0,R).

U(:J: ) oU (z,r)

Lemma 24. Budz € R, m € N, m > 2, u € C™([0, +00) x RY), u splituje bodové
OPu—Au=0 v(0,T) xR,
uw=muy, Ou=u; v{0}xR™L
Oznacime
Uty = ultpds), U= f w@dsw). U= | wl)dsw.
oU (x,r) oU (x,r) oU (x,r)
Pak U® € C™([0,+0)?) a

d—1
fW—ﬁW——T&W:Ovmﬁwa

U™ =UZ, QU™ =UF v [0,+00) x {0}.

20



Lemma 25. Za predpokladi Lemmatu bud d = 3. Oznacme pro t,r >0 funkce U*(r, t) :==rU%(r,t), UO( ) =
rUE(r), UE(r) —rUl( ). Pak plati 82U9” 20" v (0, +00)%, U* =0 v [0, +00) x {0}, U* = U} and 9,U% = U¥
v {0} x [0, +00).
................................................................................. konec prednagky 7, 12. 11. 2021
Véta 26. Bud d € {2,3}, g € C3(R?), h € C%(R?). Definujme u piedpisem

u(t,z) = 7[ uo(y) + tur(y) + Vuo(y) - (y —x)dS(y) prox € R® at >0, je-lid =3,

OU (2,t)
(Kirchhojj%v vzorec)

fmt

(Pozssonuv vzorec)

uo(y) + t2ur (y) + tVuo(y) - (y — x)dS(y) prox € R? at >0, je-li d = 2.

Pak

1. u € C%([0, +00) x RY),
2. 97 — Au=0 v (0,4+00) x RY,
8. u=1ug, Ou=mu; v{0} xR
Véta 27. Bud T > 0, f € C%([0,T) xR?). At pro T € (0,T) spliiuje funkce u, : [, +00) x R? ndsledugici podminky

1. u, € C?(]0,+00) x R%)
2. O*u; — Au=0v (1,T) x RY,
8. ur =0, Qu, = f(,-) v {T} x RL

Pak funkce definovand pro t € (0,T), x € R? piedpisem

u(t, z) = /Ot ur(t, x)dr

splniugje

1. we C*[0,T) x RY),
2. 07 —Au=fv(0,T) xR,
8. u=0,0u=0uv{0} xR

Véta 28. Bud zo € R, tg > 0, K = {(t,z) € [0, +00) x RY |2 — x| < to —t,t € [0,t0]}. Budu € C*(K) a plati
O#u—Au=0vK,u=0,u=0wv{0}xU(zg,tg). Paku=0v K.

Dausledek. 1) Klasické Feseni Cauchyovy ilohy pro vinovou rovnici je uréené jednoznacné. 2) Informace se pomoci
vlnové rovnice Siri pouze konecnou rychlosti.

Cviéeni. Dokazte podobné turzeni pro okrajovou tlohu. Dokazte: Je-li T >0, Q C R? s C! hranici, u € C%([0,T] x
0), 0%u—Au=0v[0,T]xQ u=00v[0,T] x0 u=0,0%u=00v{0}xQ,jeu=0wv[0,T] xQ.

.................................................................................. konec prednasky 8, 19.11.2021
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4 Rovnice vedeni tepla

Rovnici

Ou—Au = f (4.1)

nazyvame rovnice vedeni tepla. Rovnici budeme studovat v (0, +00) x 2, kde Q C R? je omezené oteviena mnozina
s C! hranici. Neznama funkce u miiZe reprezentovat napiiklad teplotu, pak zadana funkce f udava hustotu zdroju
tepla.

Piiklad. Specidlni Feseni rovnice vedend tepla s f =0

e u(t,z) =c, c € R 7esf RVT v R x R?
o Je-lizg € R tg € R, Fesi u(t,x) =t —to + |z — x0/|?/(2d) RVT v R x R?

o Je-liu € C%((0,4+00) xRY) Feseni RVT na (0, +00) xRY, je funkce uy definovand prot > 0, x € R? predpisem
ux(t,z) = uw(\’t, \r) také Feienim RVT na (0,+00) x R,

Cvigeni. Najdéte sféricky symetrické samopodobné Feseni RVT na (0, +00) x R?, tj. fesent RVT, pro které plati
pro vdechny A > 0, Ze u = uy na (0, +00) X R? 4 navic zdvisi na & pouze pres jeho normu. Toto Fesent musi mit
tvar u(t,z) = v(|z|?/t) pro vhodnou funkci v.

Priklad. Dalsi fesent rovnice vedeni tepla s f =0

o Je-li u € C((0,+00) x R¥) #eseni RVT na (0,+00) x RY tvaru u(t,z) = v(|z|?/t), jsou funkce dyu a Oiu
také Fesenim RVT na (0,+00) x R, Plati dyu(t, x) = —v'(|x|?/t)|z|? /12, Ou(t, ) = o' (|z|?/t)22;/t.

Motivovani poslednim piikladem hledejme Feseni RVT ve tvaru u(t, z) = tBv(|z|?/t) pro vhodné § € R. Dosazenim
do RVT zjitime, Ze v musi splhovat obycéejnou diferencidlni rovnici

40" (1)1 + (2d + 7)V' (1) + Bo(r) = 0.

Pomoci metody integra¢niho faktoru tuto rovnici muZeme napsat, pokud je 8 = d/2, jako

([42}'(7’) + v(7)] T%), =0.

v(r) = e 1 <C/ s_gezds—i—D)
0

pro jiste C,D € R a 7 € (0,400). Pro jednoduchost polozime C' = 0 a D dopocteme tak, aby [pqu(t,z)dr =1
pro t > 0, tj. D = (4m)%/2.

Definice (Fundamentalni feseni RVT). Funkci

Integraci této rovnice dostaneme

G(t,x) =< (4mt)

nazveme fundamentalni FeSeni rovnice vedeni tepla.

Definice (Prostor testovacich funkci). Je-li Q C RY neprdzdnd oteviend mnozina, definujeme prostor testovacich

funkci jako mnoZinu
D(Q) ={p € C*(Q); 3K C Q, K kompaktni: spto C K},

viz napt. [M. Renardy, 1993, Section 5.1.2.
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Véta 29 (Vlastnosti fundamentalniho feseni RVT). 1) G € C®(RxRN{(0,0)}, 2) 3;G—AG = 0 v RxR?\{(0,0)},
3) pro vechna t > 0 plati [pa G(t,x)dx =1, G € L} (R¥T), 4) pro vsechna ¢ € D(R*™) plati

G(—0kp — Ap) dX = ¢(0,0).
Rd+1

Poznamka. Pro ¢ € D(R¥), t € R a x € R? definujeme pro 7 € R a & € R? funkei o(1,€) = Yt — 1,2 — £).
Ziejmé je p € D(R¥TY). Dosazenim do Véty ziskame

¢(t7 :U) = SO(O, 0) = Ra+1 G(_aT(P - Af@) d\ = Ad+1 G(T7 §>(atw(t —T,T — E) - Am(p(t —T,T — 6)) dA
= Owu(t, x) — Au(t,x), pro
’LL(t, ‘T) = Ra-+1 G(Ta f)¢(t - T, T — g)d(7—7 g)

.................................................................................. konec prednasky 9, 26.11.2021

Véta 30 (Klasické fegeni Cauchyovy tlohy pro RVT). BudT > 0, Qr = (0,T) xRY, f,0,f,Vf,V2f € L™®(Qr)N
C(Qr). Definujme prot € [0,T), z € R?

wta)= [ [ 6ot -ro-odre).

Pak plati: 1) up € C([0,T) x RY), dyuy, Vuy, VZuy € L¥(Qr) N C(Qr), 2) Ouy — Auy = f prot >0, x € R, 8)
ur =0 v {0} x RY, 4) [lurllpoo(@r) < TN fllLoor)-

Drikaz. Pomoci VEéty o substituci aplikujeme na u; postupné transformace soufadnic t — 7 = 0, £ = 24/t — oy a
o = tp. Dostaneme

() / G(t—0,6)f(0,7 — €)dédo
R’i
/ / Ve~ £ (0,2 — 2V/F — oy)dydo = / / )le W f(o, 2 — 20/t(1 — p)y)dydp.
Rd R4

Z posledniho vyjadieni plyne spojitost u1 na [0,T) x R? podle Lebesgueovy véty. Majoranta je Ce W s ¢ =
Tl fll 2o 0,1y xra)/ (V).

Z vyjadieni pomoci integralu podle (o,y) je vidét, ze je mozné uy derivovat dvakrat podle x. Potfebna majoranta
derivaci na (0,t) x Q je Cexp(—|y|?) pro dost velké C' > 0, podobné& jako u spojitosti u;. Dostaneme

Vui(t,z) = /0 /Rd(\/l;r)de_ylef(a, x — 24/t — oy)dydo, (4.2)
V2u,(t, ) = /Ot /Rd(\/l%)de_y|2v2f(a,x — 2¢/t — oy)dydo. (4.3)

Spojitost Vuy a V2u; se ukize stejné jako pro uj. Derivaci zprava podle proménné ¢ oznaéime ;" a spoéitame z
definice. V¢t € (0,T) a x € R?

1 t+h
O uy(t,z) = lim (—=)*= / / el flo,x =2Vt + h —oy) dyda—/ / el flo,x — 2Vt — oy)dydo
h—0+ f h Rd R4
- ] d —ly[? — 9/ _
hg(r)l+(f) ][ /Rd e W f(o,x t+h—oy)dydo

+ lim (— // _MQ flo,z =2Vt + h —oy) — Jx—2\/t—0y)> dydo =: 1+ 11
h—0+ f Rd
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Funkce
Zde chybi zbytek dikazu.

O]

.................................................................................. konec prednagky 10, 3.12.2021

Véta 31. Bud ug € C(R?) N L¥(RY). Definujme

1 _le?
us(t,x) = /Rd(\/m) e it ug(x —§)d§,  prot >0,

up(x), prot=0.

Pak plati: 1) us € C(]0, +00) x RH)NC>((0, +00) x RY), 2) dpug — Aug = 0 v (0, +00) x R, 3) ug = ug v {0} x R?,
4) luall Loo 0,400y xre < [tol| poo (may-

Dikaz. PrepiSeme us pomoci substituce x — £ = y nésledovneé

1 _lz—y|?
wlta) = [ (=) udy. prot> 0. (4.4)

7 tohoto vyjadfeni je zfejmé, Ze je mozné ug v t > 0 libovoln& derivovat podle ¢ a x a vysledné funkce jsou
spojité. Pro majoranty vyuzijeme fakt, ze ¢ > 0, ¢imz se podai{ zvladnout ¢ ve jmenovateli. Ukazme napiiklad,
7e us je spojita v (0, +00) x RY. Integrand je jisté spojity v (t,z) € (0, +00) x RY, integrovana funkce je spojita
v y. Stagi tedy pro pevné (tg,zg) € (0,4+00) x R? najit na dostatetné malém okoli U((to, o), €) s € € (0,t9/2)
integrovatelnou majorantu. P¥ipravme si nejdiive odhad pomoci Youngovy nerovnosti 2z -y < 2|z|? + |y|?/2, pak
—|z —y[* = —|z[* + 22 -y — |y[* < [z]* — |y|*/2. Odhadujme pro (t,z) € U((to,x0), )

(o
Vint
Nagli jsme tedy majorantu, kterd dokazuje us € C((0, +00) x R?). Podobné se ukaze také us € C((0, +00) x R?).
Mame tedy, ze ve vyjadieni (4.4) je mozné prohazovat derivace a integral, a vzhledem k tomu, Ze G ¥esi RVT v
(0, +00) x RY dostavame platnost 3).

2
e —[y|? a Uzol+e) yl?

|z —y|?
- et e 8t < C(to — 5)*56 4(tg—€) e~ "8t .

)le™"a ug(y)| < Ot~

d
2

Ukazme nyni ug € C([0, +00) x R?). Zafixujeme z¢ € R?, ¢ > 0. Chceme ukazat, Ze existuji 6 > 0 a v > 0 takoveé,
ze pro (t,z) € (0,7) x U(xo, d) plati |u(t,x) — up(z)| < e. Konstanty ~, § nastavime pozdéji. Najdeme 5 > 0 tak,
aby pro y € U(z,28) platilo |ug(y) — up(zo)| < € a odhadujme

1 l¢|?

ult, ) — uo(a)] < /R ()" (e =€) = uofao)ldg
1 _lel?

1 g _leP /
— At — — d + _— 4t — — d = I + II.
/U(O,,B)( th) e it Jug(z — &) — uo(xo)|d¢ U(O,ﬁ)c( th> e At fug(z — &) — uo(zo)|d¢
Zvolime 0 = 3, pak pro x € U(xo,0) a & € U(0, B) plati |z —&—xo| < 25 a tedy |ug(x —&) —uo(zo)| < €. Dostavame

1 le|?
I < T4t d€ = €.
—G/Rd(wm)e b =e

K odhadu integralu 11 pouZijeme omezenost ug, substituci ¢ = 2v/ty a Leviho vétu.

1
IT < 2Hu0HOO/ , (T)de_‘dey — 0, prot— 0+.
U(0,57)° VT

Je tedy mozné zvolit v > 0 tak, aby pro ¢t € (0,7) platilo I1 < e. S pifihlédnutim ke spojitosti uy dostévame
spojitost ug v (0,70) vzhledem k [0, +00) x R¥. Dokonéili jsme dikaz 1) a 3). Odhad 4) plyne hned z definice us
a vlastnosti fundamentéalniho FeSeni, viz Véta 3). O
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Poznamka. Funkce uy spliuje ug € C((0,+00) x RY) i za slabsich predpokladi na uo. 7 dikazu je vidét, Ze
napiiklad staci ug € L°(R?) U L1(RY).

Hladkost uy v jistém smyslu nezdvisi na pocdtecni podmince. Je-li pro jisté T > 0, zg € R, R € (0,V/T), Qg =
(T — R%:T) x U(zo, R) auy € C*HQ) 7esi v Q rovnici dyug — Aug =0, je u € C°(Qr).
2

Véta 32 (Slaby princip maxima na omezené mnozing). Bud Q C R? omezend, oteviend, T > 0, Qr = (0,T) x €,
u € C(Qr), T = ({0} x Q) U ([0,T] x 09Q), dyu, Vu, V?u € C(Qr \T) a plati dyu — Au < 0 na Qp \ T'. Pak plati

maxu = max u.
Qr r

Poznamka. I' se nazijvd parabolickd hranice Q.

Diikaz. Ditkaz povedeme sporem. At existuje (to, o) € Qp \ ' takové, ze u(to, xo) = maxg 4 > Maxr .

1) Pokud plati dqu(to, zo) — Au(to, o) < 0 dostaneme snadno spor. V (fo,zp) nabyva u maxima, tedy zde musi
platit nutné podminky maxima, tj. Gsu(to, o) > 0 a wu(to,z0) = 0, ?u(te,zo) < 0 pro kazdé i € {1,...,d}.
Dohromady dostaneme dyu(to, xg) — Au(to,xo) > 0 a to je spor s pfedpokladem tohoto odstavce.

2) V obecném piipadé definujeme funkci v(t,z) = u(t,z) + e|z|* a ukézeme, ze pro vhodné zvolené malé € > 0
na ni mizeme pouZit odstavec 1). Pro kazdé e > 0 plati pro funkci v nerovnost ;v — Av < 0 v Q1 \ I'. MnoZina
Q je omezens, existuje tedy R > 0 takové, ze Q C U(0, R). Plati tedy [|u — v||p(g,) < €R?. Definujme m =
maxg u—maxp u > 0 a volme e > 0 tak, aby eR? < m/2. Pak plati v(to, xo) > u(to, z0) —eR% > u(to, z9) —m/2 =
maxp u +m —m/2 > maxp(v +u —v) + m/2 > maxp v — |[u — v|| ooy + m/2 > maxp v. Funkce v tedy nabyva
svého maxima na Qp v n&jakém bodé z Q7 \ T a to vede ke sporu podle ostavce 1. ]

Véta 33 (Slaby princip maxima pro Cauchyovu tlohu pro rovnici vedeni tepla). Bud T > 0, u € C([0,T] x R%) U
L>=((0,T) x RY), dyu, Vu, V2u € C((0,T] x RY) a plati Ou — Au < 0 na (0,T] x RL. Pak plati

sup w = 8Ssup u.
[0,T] xR {0} xRd

Disledek. Reseni Cauchyovy tlohy pro rovnici vedeni tepla je wrceno jednoznacné ve tridé funkci, které jsou
omezené a spliiugi piedpoklady na reqularitu z Vety[33,

Disledek. Reseni Cauchyovy ilohy pro rovnici vedend tepla zdvisi spojité na datech ve tridé funkci, které jsou
omezené a spliugi predpoklady na regularitu z Véty[33 At T > 0 a funkce u a v jsou omezené a spliuji predpoklady
na regqularitu z Véty . At Opu—Au=f, 0w —Av=gv(0,T] xQ, u=ug, v=1ry v {0} x R Pak

[u = vl oo (0, xr) < w0 = voll poo(may + Tl f — gll oo ((0,7) xR%)-

Poznamka. Pozor, existuji netrividlni hladkd Fesent tilohy Opu — Au = 0 v (0,T] x R%, u = 0 v {0} x R?, viz
|Tichonov, 1935]. Tato FeSeni nemohou bijt omezend.

................................................................................. konec prednasky 11, 10.12.2021

5 Eliptické rovnice - Laplaceova a Poissonova rovnice
Definice. FunkciI': {z € C;Re(z) > 0} — C definujeme piedpisem
+oo
I'(z) :/ s*le7%ds.
0
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Poznamka. Pro z € C s Re(z) > 0 plati I'(z 4+ 1) = 2T'(2).
Lemma (Objem jednotkové koule). Pro d € N plati

. \d —
ag = AYU(0,1)) = x

Diikaz. Plyne z integréalu
/ exp(—|z|?) d.
Rd
O]

Definice. Bud Q C R?, f : Q — R. Rovnici —Au = 0 pro nezndmou funkci u : Q — R nazveme Laplaceovou
rovnici. Rovnici —Au = f pro nezndmou funkci u : Q@ — R nazveme Poissonovou rovnici.

Fundamentalni feSeni Laplaceovy rovnice ziskame integraci fundamentalniho feSeni rovnice vedeni tepla podle ¢asu
t. 777 Vysvétlit pro¢ 777 Plati

d

400 1\2 [t 4 |2 ‘$‘27d
G(t,x)dt = | — t72e At dt = ———.

, ¢ (47r> /0 T dd - 2)aq

Definice. Funkci definovanou pro x € R%\ {0} predpisem

1
—5-le(lz]),  prod=2,
us
O(z) = |x’2—d
_— deN,d>?2
d(d—?)ozd’ proa €N, a> 2,

nazveme fundamentdni Teseni Laplaceovy rovnice.
Lemma. Bud R >0, a« € R. Pak fU(O R) |z|*d\(z) < 400, pravé kdy? a > —d.

Véta 34 (Vlastnosti fundamentalniho fegeni Laplaceovy rovnice). Fundamentdlni Feseni Laplaceovy rovnice spliiuje
1) ®,V® € C*(R4\{0}) N L} .(RY), 2) —A® =0 v R\ {0}, 3) pro vsechny ¢ € D(RY) plati — [pa PAp = ©(0).

loc

Diikaz. 1) Hladkost @ je jasna. Integrovatelnost ® a V® plyne z piedchoziho lemmatu.
2) Tato rovnost je cviceni na parcialni derivace.
3) Tato identita plyne z néasledujici véty. O

Véta 35 (Véta o tiech potencialech). Bud Q C R? oteviend, omezend s C* hranici, u € C%(Q). Pro pevné x €
ay € RN\ {2} definujme ®,(y) = ®(y — ). Pak pro kazdé x € Q plati

ou 0P,
w(z) = [ —Aud,d\+ — o, dS — U
(@) /Q aq Ov o Ov

ds. (5.1)

Drikaz. Dikaz provedeme pro d > 2. Pro d = 2 se postupuje obdobné. Chceme pouzit druhou Greenovu identitu
na u a ®,. Pfimo to neni mozné, kvali singularité ®, v xz. Proto z  vyfizneme malou kouli. Bud tedy
p € (0,dist(x,09)). Definujeme Q, := Q\ U(z, p). Na této mnoziné uz je mozné Greenovu identitu na v a &,
pouzit. Dostaneme

ou 0P

®, —u——dS =: I11, + IV, (5.2)

I,+1I,:= / Aud, — uAd, d\ =
Qp 61/

o9, ov
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7, Véty 2) dostaneme hned II, = 0. V ostatnich ¢lenech piejdeme k limité p — 0+. Zatneme s vyrazem
I,. Chceme pouzit Lebesgueovu vétu. Ziejmé plati Au®,xo\y(0,p) — Au®, s.v. na . Integrovatelna majoranta
nezavisla na p > 0 je funkce [|Aul|po(q)®z, viz opét Véta Podle Lebesgueovy véty tedy plati I, — [, Au®,
pro p — 0+. Déle si uvédomime, ze 9Q, = 9Q U U (z, p) a pro y € OUS(x, p) plati ®,(y) = p>~¢/(d(d — 2)avg).
Odhadneme

0
| 20,45 < L |[Vuo = 0, pro p— 0+
aUe(a.p) OV —2
Plat{ tedy
ou
111, — a—éxds pro p — 0+.
an ov
Konecné pro y € oU(x, p) spoditame
T—y 1 y—=z 0P, 1 1 / -1
v(y) = , Vo, = —— , = = 1dS) . 5.3
W=y YV = o Y T dadly—a T Yy >3

7, ptedeslého a ze spojitosti u v bodé x dostavame

oP 0P
IVp:—/ u de—][ udS — — u——dS —u(z) pro p— 0+.
oo Ov oU (z,p) oo Ov
Limitni pfechod k p — 0+ v (5.2)) a pfeuspofadani ¢lent v ziskané rovnosti dava (5.1). O

................................................................................. konec prednasky 12, 17.12.2021

Zna&eni. Pro x € R definujeme funkci ®, : R\ {2} — R piedpisem ®,(y) = ®(y — ) pro y € R?\ {z}.

Definice. Bud f : R* — R. ﬁekneme, Ze u : RT — R klasické Feseni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na
R?, pokud u € C*(RY) a plati —Au = f na R?

Véta 36 ([Evans, 2010], Sekce 2.2, Theorem 1). Bud f € D(RY). Pak funkce u : R* — R definovand pro x € R?
predpisem

u(z)= [ fy)@x—y)dAy)= [ flz—y)2(y)d\(y)
R4 R4

je klasické Feseni Poissonovy rovnice s pravou stranou f na R%.

Diikaz. Regularita plyne z VEty o derivovani Lebesgueova integrilu podle parametru. Splnéni rovnice je dusledkem

Véty O

Definice (Harmonické funkce). Bud Q C R? neprdzdnd oteviend mnoZina. Rekneme, Ze u : £ = R je harmonicka
v Q (piseme u € H(Q)), pokud u € C*() a Au(z) = 0 pro viechna x € Q (tj. u bodové Fesi Laplaceovu rovnici
v Q v klasickém slova smyslu,).

Piiklad. Buda € RY, b € R. Funkce u(z) = a-x +b pro x € R? jsou harmonické na R?,
Funkce definovand u(x) = x1m2 pro x = (v1,...,24) € R? je harmonickd na RY,
Funkce ® je harmonickd na R4\ {0}.

Bud x € R%. Funkce ®, je harmonickd na RY\ {x}.
Véta 37 (Véta o praméru). Bud Q C R? neprazdnd oteviend mnozina, u € H(Q). Pro kazdou kouli U := U(z,r)

takovou, 7e U C Q, plati
u(z) :][ udS = ][ udA. (5.4)
oU U
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Diikaz. Dikaz provedeme pro d > 2, piipad d = 2 1ze dokézat analogicky. Jelikoz je funkce u harmonicka, dostavame
z Véty 35| (pfi zachovani znaceni z této véty)
ou 8<I>

w(x) = — &, dS —
( ) oU 8V U 8V

S=I+II (5.5)

Funkce ®, je na OU konstantni. Oznac¢ime tuto hodnotu ®qg a spocitame I pomoci Véty

1:@0/ g“ds /AudA—O
ou oV

Podobné jako v ditkazu Véty B8] viz (5.3), spocitame, Ze na U je

00, »
e (/8U1dS)

Dosazenim tohoto vztahu do (5.5)) dostaneme tvrzeni o sférickém praméru.

Dale pocitame pomoci Lemmatu [21) a pomoci jiz dokdzané rovnosti pro 7 > 0 takova, ze U(z,7) C Q

8r(/ wd\ — agriu(z)) = / wdS — dagr®tu(z) = 0.
U(;p 7') 8U(:E T‘)

JelikoZ je lim, 4 fU yudA — agriu(z) = 0, musi platit fU(z py WA — agriu(z) = 0, pokud U(z,r) C Q. O

Véta 38 (Silny princip maxima). Bud Q C RY neprdzdnd, oteviend a souvisld mnoZina, u € H(Q) a ewistuje
xo € Q takové, Ze u nabyvd v bodé xy svého (i neostrého) globdlniho extrému. Pak je u na Q konstantni a v  plati
u = u(xg).

Diikaz. Oznacme U = {z € Q;u(x) = u(zo)}. Mnozina U je zjevné uzaviena v Q. Ukazeme, Ze tato mnozina je i
oteviend. Ze souvislosti mnoziny {2 pak hned dostaneme U = (2. Volme tedy bod x € U. Bod z je bodem maxima
funkce u. Existuje tedy r > 0 takové, ze u < u(x) na U(z,r). Z Véty o praméru [37| dostavame

0=mu(x)— ]{J(mm) ud\ = ]{](x’r) (u(x) —u(y)) dA(y).

Protoze pro y € U(x,r) plati u(z) — u(y) > 0 musi pro tato y platit u(z) = u(y) a tedy U(x,r) C U. Mnozina U
je tedy oteviena. O

Definice (Dirichletova tloha pro Laplace-Poissonovu rovnici). Bud Q C RY neprdzdnd, oteviend mnozina. Budte
dile g : 0Q) — R a f: Q — R. Rekneme, Ze u je klasickym Tesenim Dirichletovy dlohy pro Laplace-Poissonovu
rovnici (s daty g, f) v Q, pokud 1) u € C*(QUC(Q), 2) ~Au= f v Q, 8) u=g na ON.

Véta 39. Bud Q C R? neprizdnd, oteviend a omezend mnoZina. Budte ddle ¢ : 090 — R a f : Q — R. Klasické
resent Dirichletovy dlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty g, f v € je urcené jednoznacné.

Diikaz. At jsou wu,v dvé klasickd feSeni Dirichletovy tlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty ¢, f v Q. Pak
funkce w := u — v splituje w € C(Q). Nabyva tedy v € svého maxima i minima. Pokud nabyvd svého maxima i
minima na 0f2, je w = 0 na  a tedy u = v na ). Déle vime, ze w € H(Q2). Pokud w nabyva svého maxima v (2,
plyne z Véty [3 E 7e je w konstantni na €. ProtoZze je w € Q a w = 0 na dQ, musi byt opét w = 0 na Q. Podobné
se postupuje také v pfipadé, Ze w nabyva svého minima v €. ]

Definice (Greenova funkce). Bud Q C R? oteviend, omezend s C' hranici. Piedpoklidejme, Ze pro kaZdé x € Q
existuje funkce W, Feseni problému 1) ¥, € C(Q) NH(Q), 2) ¥, = &, na Q. Funkci G : Q? — R definovanou
predpisem G(z,y) = ®,(y) — Vi (y) pro z,y € Q nazveme Greenovou funkci Laplaceovy-Poissonovy ilohy na €.
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Véta 40 (Reprezentace feseni Laplaceovy-Poissonovy rovnice pomoci Greenovy funkce). Bud © C R? oteviend,
omezend s C' hranici. Predpoklddejme, Ze existuje Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy tlohy na Q. Bud f €
C%(Q), g € C(0Q), u € C?(Q) klasické Teseni Dirichletovy ilohy pro Laplace-Poissonovu rovnici (s daty @, f) v
Q. Pak pro x € Q) plati

u(z) = /Q F(0)C e y) dA(y) /a o), Glay) v dS ().

Dissledek. Bud Q C R? oteviend, omezend s C' hranici. Predpoklddejme, Ze existuje Greenova funkce Laplaceovy-
Poissonovy tulohy na Q. Pak pro x € Q plati

l=—[ V,G(z,y)- v(y)dSy).
J O

Véta 41. Bud R > 0, Q =U(0, R). Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy ilohy na Q0 je definovina predpisem

1 - z\*"*  R? ,_
G/,',” = 1 *’?2 d_ (=2 *7[72 d 0 T, Q.

Navic plati
1 R? — |z|?
—VyG(z,y) - v(y) = EW
Véta 42. Bud R >0, g € C(0U(0, R)). Definujme
g(x), pro x € OU(0, R),

uz)=4¢ 1 1 / R? — |x|?
— g(y)——dS(y), prozxz € U0, R).
dag R Jau(o,r) (@) |z —yl ) 01

Pak je u klasické teseni Dirichletovy ulohy pro Laplaceovu Poissonovu rovnici s daty g o f =0 v U(0, R).
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6 Cvicéeni Posledni zmé&na: 16.12.2021 22:25:18

1 Skute¢ny priabéh cviceni.
1.1 1.10.

Znaceni, korektnost podle Hadamarda
Zde néco chybi.

1.2 26.11.

1. Bud Il > 0, up : [0,{] — R. Najdéte pomoci Fourierovy metody rozdéleni proménnych kandidata na feSeni
problému

dpu — 02u = 0, v (0, 400) x (0,1), (6.1)
u = up, v {0} x [0,1],
u=0, v [0,4+00) x {0,1}.

Ukaite, 7ze, je-li ug € L'(0,1), splituje kandidat na ¥efeni u € C°°((0,+o00) x [0,1]). Ukaite, ze kandidéat splituje

rovnici (6.1) a (6.2).
Ukazte, 7e, je-li ug € C*([0,1]) a uo(0) = ug(l) = 0, je u € C(]0, +00) x [0,1]) a plati rovnice (6.3).

1.3 3.12.

2. Rozmyslete si, Ze v tloze ze Sekce [1.2] je mozné oslabit predpoklady na ug € C%1([0,1]), ug(0) = uo(l) = 0.
3. V uloze ze Sekce polozte up(x) = min(z,! — z) pro = € (0,1) a spoctéte fedeni. 4. V tloze ze Sekce
polozte | = 7 a up(x) = sin(z) + 3sin(3z) pro x € (0,7) a spoctte FeSeni.

5. Bud f:(0,400) x (0,1) — R. Najdéte kandidata na feSeni problému

O — %u = f, v (0,400) x (0,1), (6.4)
u =0, v {0} x [0,1], (6.5)
u=0, v [0, +00) x {0,1}.

Ukaite, Ze, je-li f € C%(]0,+00) x [0,1]) N L>®([0, +00) x [0,1]), f = f" =0+ [0, +0c0) x {0,1}, je u € C%(]0, +00) x

0,) a splivje (64), (6.5) and (6:6).

6. Bud wug: [0,+00) = R, f:(0,+00)? — R. Najdéte kandidata na fegeni problému

Ay — O%u = 0, v (0, 4+00) x (0, +00), (6.7)
u = ug, v {0} x [0, +o0], (6.8)
u=0, v [0, 4+00) x {0}.

Ukazte, 7e, je-li ug € L'(0,+00) a f = 0, spliiuje kandidat na fefeni u € C°°((0,+00) x [0, +00)). Ukazte, 7e

kandidat spliiuje rovnici (6.7)) a (6.8).

Ukaite, ze, je-li ug € C1([0,+00)) N L>®([0,4+00)), f = 0 a up(0) = 0, je u € C([0, +00) x [0, 4+00)) a plati rovnice
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Ukazte, 7e, je-li ug = 0 a f € C?([0, +00)?) N L>([0, +00)?), f = f”" = 0 v [0, +00) x {0}, je u € C*([0, +o0)?) a

spliiuje , and .

1.4 10.12.

1.5 17.12.

2 Priiklady na cviceni.
2.1 Notace

7. Spoctéte Au a D(Au), je-li u(z) = |z|>~¢ pro x € RY, d > 2. Spoététe Au a D(Au), je-li u(z) = 1g(|z|) pro
reRY d=2

Vysledek:
D(Au) = D(u) = R\ {0}, Au=0

8. Spoctéte dyu — Au a D(J; — Au), je-li u(t,z) = (4t)~4? exp(—|z|?/4t) pro z € R% a t > 0.
Vysledek:
o —Au=0prox e R at>0.

9. Spottéte Ofu — Au, je-li u(t, ) = X(0,400)(ct — |2|)/1/(ct)? — |2]?> pro z e R* a t > 0.
Vysledek:

D(0?u — Au) = (0,4+0) x R2\ {(t,7) € R x R%ct = |2|}, 02u — Au = 0.

2.2 Korektnost podle Hadamarda

10. Bud c € R. Ukaite, 7e u(t,z) := ct pro t,x € R ¥edi tilohu 02u 4 0?u = 0 s poéateéni podminkou u(0,z) = 0
pro x € R.

11. Bud n € N. Ukaite, ze u(t,z) := exp(—+/n) cos(nz)sinh(nt)/n pro t,z € R Feii alohu 0?u + 0?u = 0 s
pocate¢ni podminkou u(0,z) = 0, Ou(0, x) = exp(—+/n) cos(nx) pro x € R. Zkoumejte chovani (0, ) a u(1,-) pro
n — +00.

12. Uvazte tulohu z pfedchoziho piikladu na (0, 4+00) x (—m/2, 7/2) navic s okrajovou podminkou u(t, +7/2) = 0
pro t > 0. Ukazte, Ze neni dobfe zadand nap¥. v prostorech L* nebo C.

13. Najdéte feSeni rovnice dyu — 92u = 0 na (0, +00) x R s pocateéni podminkou u(0,x) = 0 pro x € R.
Vysledek:
u =0

14. Najdéte netrivialni feSeni pFedchozi ulohy, viz [Tichonov, 1935].

e Zvolte a € (1,2), definujte A, = [an + 1]! a ukaite, ze fada 3,720 1/ /A, konverguje.
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e Podle ditkkazu na strané 63 knihy [Carleman, 1926] existuje nenulova F' € C*°(R) takovd, 7e pro vSechna
n € {0,...} a pro viechna t € R plati F((0) =0 a |F™(t)] < A,.

o Definujte u(t, z) = >.,/20 F(M(#)x?"/(2n)! a ukaizte, Ze tato fada spolu se viemi jejimi formalnimi derivacemi
konverguje lokalné stejnomérné na R? a tedy u € C*(R?).

e Ukazte, ze funkce u Fesi zadanou rovnici i po¢ateéni podminku a je netrivialni.

2.3 Linearni a kvazilinearni PDR 1. ¥fadu

Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) feseni nasledujicich rovnic:
15. u, = 6x2uy.
Vysledek:
u(z,y) = F(22% +y), kde F je libovoln4 hladk4 funkce. 16. wu; + au, = 0, u(x,0) = sinz, (a # 0).
Vysledek:
u(z,t) =sin(x —at). 17. w + 2u; +tu =0, u(z,0) =sinz.

Vysledek:

+2

u(z,t) =e 2z sin(ze™ ). 18. (z4+y—2)uy + (2 + 2 — y)uy + zu, = 0.
Vysledek:
w(z,y,z) = ®(x +y — 22,2%(x — y)), kde @ je libovolna hladka funkce dvou proménnych.

19. Odvodte, ze Feseni Cauchyovy ulohy u; + auy = 0, u(z,0) = ¢(x), (a # 0) je toto: u(z,t) = p(z — at) jesté
jinak, nez metodou charakteristik.

Navod:

Naleznéte charakteristiky a (metodou charakteristik) Feseni nasledujicich rovnic:
20. uz +yuy =0, u(0,y) = +

Vysledek:

u(z,y) =e*/y.  21. w4+ uuy =0, u(x,0) = (x), kde

1. p(x) =0 pro z <0, p(x) =x pro x > 0,
2. p(x)=—x prox <0, p(xr) =0 prox > 0.
3. p(x) =0proz <0, p(xr) =1prox > 1, ¢ spojitd a po ¢astech afinni funkce.
4. p(x) =1prox <0, p(x) =0 pro z > 1, ¢ spojita a po ¢astech afinni funkce.
5. ¢(x) = sinz.

Vysledek:

Protoze pro tuto rovnici maji charakteristiky, vychazejici z bodu [xg, 0], smérnici 1/p(z¢) (spoctéte si tol), lze
odtud odvodit, ze v prvnich tfech pi{padech existuje globélni klasické feSeni, zatimco v dalsich dvou je klasické
fegeni definovano pouze lokalné.  22. w2z, +yzz, = 2% +y? + 22, 2(1,y) = ¢°.
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Vysledek:
u(z,y) = 2(2% + %) Inz - 4.
23.* Metodou charakteristik FeSte nasledujici t’ﬂohuE] pro neznamou funkci w = w(y, t):

ow Mo (
ot o—y—sw
w(y,0) = 0, yeR.

9
1—i—sd—w), yeR, t>0,
Jy

M, o, s, d jsou kladné (znamé) konstanty. Uvazujte |y| < o a t > 0 dostateéné malé.
Navod:

Vysledek:

w(y,t) = s(lel)(U —y—+/(0c —y)?—2s(d+1)Mat).

24. Naleznéte feSeni systému rovnic

U(z,t)+ A-Ug(x,t) = 0, z€R, t>0, (6.10)
U(x,0) = F(x), z€eR, (6.11)
_ (08 _ [ wm [ f . )
kdeA—<2 0>’U_<u2 >,F—<g>,af(a:),g(x)Jsoudanefunkce.

Navod:

25. Pro obecny systém s rovnic tvaru (6.10) ukazte, Ze pokud A je konstantni s x s diagonalizovatelna matice,
lze postup z predchoziho piipadu vzdy pouzit a nalézt feSeni takového systému. P¥ipomeite si, ze matice majici
rizné realna vlastni ¢isla je diagonalizovatelné.

2.4 Kanonicky tvar linearnich PDR 2. fadu ve dvou proménnych

Urcete typ PDR, prevedte ji do kanonického tvaru a nacrtnéte redlné charakteristiky.  26. ugz; — yuyy = 0
27, TUgr — 2\/TYUgy + YUyy + %uy =0,z,y >0 28, 2uy; + 2uUyy + Uyy +4uy +4uy +u =0

2.5 ReSeni linearnich rovnic 2. fadu ve dvou proménnych

29. Necht v € CQ(R) je TfeSenim rovnice augy; + 2bugzy + cuyy = 0 s a # 0. Dokazte, Ze je-li tato rovnice
parabolickd, pak existuji funkce F,G € C?(R) takové, ze u(x,y) = F(mz + y) + 2G(mx + y), kde m = —b/a.
Varianta 4. At a,b,c € R, a # 0 a u € C%(R) fesi rovnici augy + 2bugy + cuyy = 0 v R% A f € C%(R), g € C1(R)
a u Yedf poddtetni podminku u(z,0) = f(z), uy(z,0) = g(x) pro x € R. Oznaéme A = b — ac a piedpoklédejme
A > 0. Oznatme ¢, = —(b+VA)/a a 1, = —(b—V/A)/a a predpokladejme ¢, 1), # 0. Pak

1

wla9) = Pz — e

Gef+ L) = vasar Ly + 2t : g(s)ds. (6.12)

Néznak ditkazu: charakteristické rovnice jsou 3/ (z) = (b+ V/A)/a a charakteristiky tedy y(z) = ¢pz + ¢ a y(z) =
Yyx + ¢ pro ¢ € R. Transformaci soufadnic zvolime ¢(z,y) = y + ¢z),¥(x,y) = y + Yyx. Po transformaci
U(p(z,y),¥(x,y)) = u(x,y) dostavame rovnici Ug, = 0 a po vyfeSeni U(§,n) = G(&/ds) + F(n/¢e) a u(z,y) =
Gz +y/de) + Fz+y/ta)

*Vysledek této tlohy se uplatni v ditkaze véty Cauchyho-Kowalevské .
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Pro dopocteni tvaru tfeseni vyuzijeme linearity rovnice a piiklad rozdélime na dva p¥ipady. Pfedpoklddejme na
chvili, ze ¢ = 0 na R. Po dosazen{ do pocateéni podminky dostdviame rovnice

Ga)+ F(2) = (), —-G'(@)+ - F() =0,
o (o
tedy F(z) = wj’_”“‘%f(x) +caG(z) = d)j)_”%f(x) + d pro vhodné ¢, d € R. Dohromady
u(e9) = 5 (Ga e+ L)~ vt + L)),

coz je prvni ¢ast vzorce (6.12). Fakt, %e ¢ + d = 0 plyne z pocatetni podminky pro u.

Je-li f =0 dostavame po dosazeni do pocatecni podminky rovnice

G'(x) + F'(x) = 0, ;zG’(x) + ijma:) — g(a),

tedy

Vado +¢, F(z)= /mg(s) dsiww)x +d,
0

G(x) B /0 g(S) dswx - ¢x ’ ¢:c - Q;Z):c

kde ¢,d € R jsou vhodné zvoleny. Po dosazenf do spoc¢teného tvaru fesenf a pocatetnich podminek dostavame

Gz Ve x+¢yf
p— d
) = 2o /% o(s) ds,

coZ je druha Cast (6.12)).

Naleznéte feseni Cauchyovy tilohy  30. 4y?uz, + 2(1 — y?)ugy — Uy — %(2@% —uy) =0 v R? u(z,0) = f(x)
a uy(z,0) = g(z) pro € R, kde f € C*(R) a g € CY(R) jsou zadané funkce. 31. uyy — 2sin(z)ugy — (3 +
c08?(2))uyy + Uz + (2 — sin(z) — cos(x))u, = 0 v R, u(z,cos(x)) = 0, uy(z,cos(z)) = e %2 cos(z) pro = € R.
32, Ugy + 2c08(2)ugy — sin?(z)uy, — sin(z)uy, = 0 v R?, u(z,sin(z)) = z + cos(x), uy(z,sin(x)) = sin(x) pro

zeR. 33. (1—cos(y))uze + cos(y)tgy — Uyy — 2?2)(3()?;) (uy —uy) =0 v R% u(x,0) = 2z, uy(z,0) = 1 pro z € R.

34. 2ugy + 2y — 4Uyy — 3ug +3uy =0 v R2 u(x,0) = 26%, uy(xz,0) =0prox € R.  35. uy —a®ug, = |2| v R,
u(x,0) = uy(w,0) = 0 pro z € R. Ukazte, 7e u ¢ C*(R?). 36. Bud a >0, f(z,t) = at pro x < at a f(z,t) ==
pro x > at. Ukazte, ze Cauchyova tloha uy — a?uz, = f v R x (0, +00), u(x,0) = u(x,0) = 0 pro € R nem4
feseni u € C%(R x (0, +00).

2.6 Klasifikace PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty v R"

Urcete kanonicky tvar a typ rovnice  37. gy +2upy — 2up, +2uyy +6u,, =0, u = u(x,y,2) 38, dug, —4ugy —
2y, Fuy +u, =0, 39, upy — Uz, Huztuy —u, =0, 40, Uzy + 22Uy + 2Uyy + 2y, + 2Uyp + 2U,, + 3uy = 0,
41, Bu+ 230, OO — 23 N Ophu =0 42. 9 — 230 (~1)*8_10ku = 0,

2.7 Charakteristiky
Bud T € R, m € N, ® : R" - R, & € C"(U(®)), $(T) = 0, 0,B(@) # 0, Lu = Yoy, Aal@)Du + b, kde
Ay :R* - RVXN 4. R® — RV,

43. UkaZte, 7Ze plocha S = {z € R"; ®(z) = 0} je charakteristicka v bodé T pravé tehdy, kdyz

det( Y Aa(x)(VE)*(T)) = 0.

|a)l=m
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Ukazte, 7e plocha S = {z € R"; ®(x) = 0} je charakteristicka pravé tehdy, kdy7 pro kazdé T € S plati
det( Y Aa(T)(VE)*(T)) = 0.

laj=m

44. A Lu=>3 . _, A, (x)a%y. Urcete podminku pro charakteristickou plochu. Bud navic N = 1. Jak charak-
teristickd plocha souvis{ s charakteristickou kfivkou rovnice Lu = 07

Charakterizujte charakteristické plochy pro rovnice 45. Au = 0, kde A = Y | (")%a 46. O — Au =0
47. Ou—Au=0

48. Uvazme systém pro neznamé funkce (u, v, w) proménnych (z,y)

Ozt =V
Oyu = w
&w—!-ayw =0

Jednd se o Laplaceovu rovnici pFepsanou jako systém. Chtéli bychom tedy, aby tento systém byl elipticky. Pokud
bychom jako jeho hlavni ¢ast zvolili pouze ¢leny nejvyssiho fadu

8 0 0
) =1\o, 0 o
0 8, 9,

dostali bychom det LP(§) = 0. Budeme postupovat podle [M. Renardy, 1993, Sekce 2.1.3|. Kazdému sloupci pfifa-
dime cel4 ¢isla t; a kazdému fadku celd cisla s; tak, aby fad diferencidlniho operatoru ve sloupci j a fadku k byl
mensi nebo roven t; + si. Za hlavni ¢ast vezmeme pouze tu ¢ast diferencidlniho operatoru, kterd ma fad ¢; + s;.
Cisla volime tak, aby det LP(i£) nebyl identicky roven 0. Najdéte ¢; a s, a ukazte, Ze poté je systém elipticky, tj.
neexistuji netrivialni vlastni sméry.

49. Stokestiv systém v R3 mé tvar —Au + Vp = 0, divu = 0 pro neznamé funkce v : R? — R3, p: R? — R.
Jak vypadaji charakteristické plochy?

2.8 Vlastni ¢isla druhé derivace

50. Bud I > 0a ¢ € CY[0,1]), ¢(0) = p(I) = 0. Pak existuje jednoznaéné urcené rozsffeni ¢ definované na
R, které je liché vzhledem k bodu 0 a 2[ periodické. Navic plati ¢ € C1(R) a ¢ je liché vzhledem k bodu [. Je-li
0 € C%([0,1]) a ¢"(0) = ¢"(I) = 0, je t&7% ¢ € C?*(R). Dokaite.

51. Najdéte vlastni ¢isla a funkce druhé derivace na intervalu (0,1) s okrajovou podminkou w(0) = 0, w(l) = 0.
Tedy najdéte A € R a w € C?([0,1]), w(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).

52. Najdéte A € R a w € C%([0,1]), w(0) = 0, w'(l) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).
53. Najdéte A € R a w € C%([0,1]), w'(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).

54. Najdéte A € R a w € C%([0,1]), w'(0) = 0, w'(I) = 0, aby platila rovnice —w” = Aw v (0,1).

2.9 Vlinova rovnice

Bud a > 0. V této sekci budeme Fefit rovnice
Uy — augy =0 v R? (6.13)

Ut — 0*Upy = [ v R? (6.14)
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pro nezndmou funkci u : R? — R.

55. At Q C R? je konvexni oblast a u € C?(Q Fesi bodové (6.13). Pak existuji P,Q € C%(R?) takové, 7e
u(z,t) = P(x — at) + Q(x + at). Dokazte.

56. Bud dino p € C?(R), v € C}(R). Najdéte fefeni (6.13) s pocateéni podminkou u(x,0) = p(z), u(x,0) =
Y(x) pro x € R. Ukazte, 7e FeSeni u je uréené jednoznaéné a u € C?(R?).

57. Ukazte, ze pokud navic k pfedpokladiim predchozi tlohy existuje zo € R tak, ze pro z € R: p(xg + ) =
o(xo—x), Y(xo+z) = P(zo— ) (¢ a1 jsou sudé kolem bodu zp) m4 stejnou vlastnost i feseni u. Specidlné potom
plati pro t € R, Ze uy(xo,t) = 0.

58. Ukazte, ze pokud navic k pfedpokladiim pfedchozi tlohy existuje z¢ € R tak, ze pro z € R plati p(xg+z) =
—p(zg — ), ¥(x0 + ) = —(x0 — ) (¢ a ¥ jsou liché kolem bodu z(), mé stejnou vlastnost i FeSeni u. Specialné
potom plati pro t € R, Ze u(xzg,t) = 0.

59. Necht f € C?(R?) a uvazme Cauchytiv problém (6.14) s pociteéni podminkou u(z,0) = wu(z,0) = 0 pro
x € R. Vypoctem ukazte, ze existuje pravé jedno feseni.

60. Je-li navic funkce f licha podle bodu zy € R, je téZ feSeni liché podle bodu xg. Specidlné je pro t € R
u(0,t) = 0.

61. Uvazujme (6.14) s pocateéni podminkou u(z,0) = ¢(z), ui(z,0) = ¥(x) pro x € R, kde f € C(R?),
© € C%(R), ¥ € CH(R) jsou sudé podle zg € R. Pak Fefeni je pro viechny ¢ € R také sudé podle z a tedy u, je
lich& podle xg a tedy u,(0,t) =0 pro t € R.

62. Ukazte, Ze okrajové tiloha uy — auz, = 0 pro (x,t) € (0,4+00) x R =: Q, u(z,
pro x € (0,4+00), u(0,t) = 0 pro t € R, kde ¢ € C?([0,+00)), ¥ € C1([0,+00)), ©(0
pravé jedno feseni u € C?(2) a odvodte pro néj vzorec.

63. Ukazte, Zze okrajovd tiloha uy — a®uz, = 0 pro (x,t) € (0,+00) x R =: Q, u(x,0) = p(z), ut(z,0) = ()
pro x € (0,+00), uz(0,t) = 0 pro t € R, kde ¢ € C?([0,+c0)), ¥ € C([0, +00)), ¢'(0) '(0) = 0 m& prave
jedno fegeni u € C%(Q) a odvod'te pro néj vzorec.

|
<

64. a) Reste Fourierovou metodou tilohu us — a?ug, = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) = (), u(z,0) =
Y(x) pro x € (0,1), u(0,t) =0, u,(l,t) = 0 pro t € R. Urlete, za jakych pFedpokladi na funkce ¢, 1) Fourierova
fada stejnomérné konverguje ke klasickému FeSenf, a sectéte ji. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro existenci
klasického Fefeni?

b) Pomoci Duhamelova principu feste ilohu uy —a?ug, = f pro (z,t) € (0,1) xR =: Q, u(z,0) = 0, uz(x,0) = 0 pro
x € (0,1), u(0,t) = 0, ugy(l,t) = 0 pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkeci f pro existenci klasického
FeSeni?

¢) Reste tlohu uy — a?uze = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) = 0, us(x,0) = 0 pro = € (0,1), u(0,t) = a1 (t),
ug(l,t) = aa(t) pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkce oy a g pro existenci klasického Feseni?

d) Specialni pFipad predeslého. Reste tlohu uy — tuge = 0 pro (z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) = 0, u(x,0) = 0 pro
x € (0,1), u(0,t) = a(t), uz(1,t) = B(t) pro t € R. Jaké jsou postacujici podminky na funkce o a 8 pro existenci
klasického feSeni?

Regen:

Ulohu rozdélim za pomoci linearity problému na dvé: Nejdiive hledam funkci uy, ktera fesi: uy — uzp = 0 pro
(z,t) € (0,1) x R =: Q, u(x,0) =0, u(x,0) = 0 pro z € (0,1), u(0,t) = a(t), uy(l,t) =0 pro t € R.

Funkci w1 budu hledat ve tvaru uy(z,t) = A(z +t) + A(x —t) pro vhodné zvolenou funkci A : R — R. Z podminky
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ug(l,t) = 0 vidime, 7e A musi byt sudé vzhledem k bodu 1, a z u(0,t) = «(t), 7e pro x € (0,1) musi platit
a(z) = A(—=x). Pomoci symetrii ur¢ime celé A. Nejdfive si definujeme

: > 0,
ay(x) = {a(x) ?ro t= a_(xz) =ay(—x), proxz€eR.
0, jinak
Konecné,
~+00 +o00
Alz) =3 (—DFa_(z+2k) = Y (~1)fay (z — 2k).
k=0 k=1

Ziejmé je u(0,t) = A(t) + A(—t) = 320 (=D Fa(t + 2k) — S5 (= Dkay (t — 2k) + S 20 (1) ka_ (—t + 2k) —
R (=1)rag(—t —2k) = a_(t) + a_(—t) = a(t) pro t > 0.

Dale je A(1+2) — A(1 —2) = 3720 (-DFa_ (1 + 2+ 2k) = 729 (-DFar (1 + 2 — 2k) — Y7255 (- ka1 — 2 +
2k) = Y 20 () Fay (1 -2 —2k) = Y020 (— 1) as (Lo +2k) = 3020 (—1D)F oy (—1+a—2k) = 3% (- 1)Fa_ (1~
x4+ 2k) + 020 (=) lay (=1 — z — 2k) = 0.

QED

65. Bud i1, 12 € C2(]0,+00)). Reste tlohu uy —aug, = 0 pro (z,t) € (0,1) xR, u(z,0) = (), us(z,0) = (z)
pro z € (0,1), u(0,t) = pi(t), u(l,t) = pa(t) pro t € [0,+00). Provedte homogenizaci okrajovych podminek a
pouzijte Fourierovu metodu.

66. Reste Fourierovou metodou tlohu uy —auge = 0 pro (z,t) € (0,1) xR =: Q, u(z,0) = ¢(x), u(x,0) = ¢(z)
pro z € (0,1), uy(0,t) = 0, uz(l,t) = 0 pro t € R. Urcete, za jakych predpokladi na funkce ¢, 1 Fourierova fada
stejnomérné konverguje ke klasickému feSeni, a sec¢téte ji. Jaké jsou nutné a postacujici podminky pro existenci
klasického feSeni?

67. Spoctéte Feseni Cauchyovy tlohy pro vlnovou rovnici v 1d, je-li ¢ = 1, ug = 0 a u; = sin® X (27,37)-
68. Spoctéte Feseni Cauchyovy tlohy pro vlnovou rovnici v 1d, je-li ¢ = 1, ug = sin? X(2r,37) & u1 = 0.

69. Za predpokladt Veéty [16] sectéte

+o00 l

2
E l/ uo(y) sin(@)dycos(?t)sin(nlﬂ).
n=1 0

Uvazme Cauchyovu tlohu pro vinovou rovnici ve 3d. Regeni je déno Vétou [26]

70. Bud ¢ : R — R hladka, sud4 funkce s kompaktnim nosi¢em. Polozme ug(x) = ¢(|z]), u1(z) = 0. Ukazte,
7e FeSen{ vlnové rovnice definované Kirchhoffovym vzorcem, je sféricky symetrické.

71. Za situace z piedchoziho p¥ikladu spo¢téte hodnoty Feseni pro x = 0, tj. u(t,0).
72. Spoctéte u(t,0), je-li p(s) = exp(—as?) pro jisté a € R. Priklad je z [Cihak et al., 2002, Sekce 9.2, 8al.
Uvazme Cauchyovu tlohu pro vinovou rovnici ve 2d. ReSeni je dano Vétou [26]

73. Bud ¢ : R — R hladka, suda funkce s kompaktnim nosi¢em. Polozme up(x) = ¢(|z|), u1(z) = 0. Ukazte,
7e TeSeni vlnové rovnice definované Poissonovym vzorcem, je osové symetrické.

74. Za situace z pfedchoziho pfikladu spoc¢téte hodnoty feseni pro x = 0, tj. u(¢,0).
75. Spoctéte u(t,0), je-li p(s) = |s|” pro jisté n € N. Priklad je z [Cihak et al., 2002, Sekce 9.2, 7a.

76. Spoctéte u(t,0), je-li p(s) = (1 — cos(ws)/s pro jisté w > 0. Piiklad je z |[Cihak et al., 2002, Sekce 9.2, 7b].
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2.10 Vlnova rovnice s nenulovou pravou stranou

77. Necht f:R? - R a 0, f : R? = R jsou spojité. Pak

d [t '
dt/o flt,7) dTZf(t,t)+/0 fi(t,7)dr

78. Necht f € C1(R?) a a > 0. Bud

z+a(t—T)
u(x,t) 2a/ / - flo,7)dodr.

Ukazte, ze u € C*(R?) a ze uy — a*uze = f v R?, u(w,0) = us(z,0) = 0 pro z € R.

2.11 Rovnice vedeni tepla
79. Bud G = (a,b) x (0,7), T = 9G \ ((a,b) x {T}). Necht u € C?*(G) N C(G) je Fesenim rovnice u; =
a(z,t)uge + 2b(x, t)u, + c(z,t)u v G, kde a(x,t) > 0, c¢(x,t) <0 v x € G. Dokaite, Ze maxg |u| = maxr |u.

80. Bud G = (a,b)x (0,T), T = G\ ((a,b) x{T}). Necht u € C*(G)NC(G) je fefenim rovnice u; = a(x,t)uzy +
2b(z, t)ug + c(z,t)u v G, kde a(z,t) > 0 v z € G. Dokaite, Ze maxg |u| = e“T maxr |u|, kde C = max{0, maxg c}.

81. Najdéte pomoci Duhamelova principu Feeni tlohy u; — a?uz, = f v Q := R x (0, +00), u(z,0) = 0 pro
r € R, kde f € C%(Q) N L>®(Q).

82. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — a2ug, = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0,400), u(z,0) = @(z) pro = € (0,1),
u(0,t) =0, u(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Specialné polozte ¢(z) = min(z,l — ) pro x € (0,1).

83. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — a?ug, = 0 pro (z,t) € (0,1) x (0, +00), u(x,0) = ¢(z) pro z € (0,1),
uz(0,t) = 0, ug(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Specidlné polozte p(x) = x pro = € (0,1).

84. Reste Fourierovou metodou tlohu uy — a?u,, = 0 pro (x,t) € (0,1) x (0, 400), u(z,0) = @(zx) pro = € (0,1),

u(0,t) =0, uz(l,t) = 0 pro t € (0,400). Specialné polozte ¢(z) = min(x,1/2) pro x € (0,1).

85. Reste Fourierovou metodou tlohu uy — a2ug, = 0 pro (z,t) € (0,1) x (0, +00), u(x,0) = p(z) pro z € (0,1),
u,(0,t) = 0, u(l,t) = 0 pro t € (0,+00). Speciélné polozte () = x2 — I pro = € (0,1).

86. Reste Fourierovou metodou tlohu u; — aug, = 0 pro (z,t) € (0,1) x (0, +00), u(x,0) = ¢(z) pro z € (0,1),
uz(0,t) =0, Kjug(l,t) + Kou(l,t) = 0 pro t € (0, +00).

87. Reste Fourierovou metodou tlohu u; —a?Au = 0 pro (z,t) € Gx (0, +00), G = (0,11)x (0, 12), u(x,0) = o(x)
pro z € G, u(z,t) =0 pro x € 9G, t > 0.
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