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1 Sylabus z p°ípravy akreditace 2017

Úvod do parciálních diferenciálních rovnic – typický sylabus

1. Základní informace o PDR (2 přednášky)
Notace. Různé typy PDR. Klasifikace PDR 2. řádu ve 2D a v Rn. Rovnice matematické fyziky. 
Počáteční a okrajové podmínky. Cauchyova úloha. Klasické řešení. Korektnost úlohy. 

2. Cauchyova úloha pro kvazilineární PDR 1. řádu (1 přednáška)
 Charakteristiky. Konstrukce a vlastnosti řešení ve speciálních případech.

3. Vlnová rovnice (4 přednášky)
Řešení Cauchyovy úlohy a smíšené úlohy pro rovnici struny metodou charakteristik. Fourierova 

metoda pro rovnici struny. Integrál energie. Metoda sférických průměrů a  metoda sestupu pro 
vlnovou rovnici v Rn.

4. Parabolické rovnice (2 přednášky)
Princip maxima pro parabolické rovnice na omezené prostorové oblasti, apriorní odhad. Řešení 
Cauchyovy úlohy pro rovnici vedení tepla pomocí škálování, princip maxima.  Řešení 

smíšené úlohy pro rovnici vedení tepla Fourierovou metodou.

5. Eliptické rovnice (4 přednášek)
Princip maxima pro eliptické úlohy. Okrajové úlohy pro Laplaceovu a Poissonovu rovnici.
Věta o třech poteciálech. Greenova funkce. Poissonův vzorec pro řešení Dirichletovy úlohy pro 
Laplaceovu rovnici na kouli. Harmonické funkce. Existence řešení Dirichletovy úlohy pro 
Laplaceovu rovnici.

6. Pokud zbyde čas: 
Řešení rovnic pomocí Fourierovy transformace v L^1.

Anotace:

Základní informace o PDR - motivace, typy PDR, typy úloh a jejich klasická řešení (2)
Cauchyova úloha pro kvazilineární PDR 1. řádu - existence a vlastnosti řešení(1)
Vlnová rovnice - klasické řešení, jeho vlastnosti (4)
Parabolické rovnice - klasické řešení a jeho vlastnosti, princip maxima (2)
Eliptické rovnice - klasické řešení a jeho vlastnosti, princip maxima (4)

Literatura: 

L. C. Evans: Partial Differential Equations, AMS 1999 
M. Renardy, R. C. Rogers: An introduction to partial differential equations, Springer 1993 
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2 P°edná²ka Poslední zm¥na: 09.01.2022 11:17:23

P°edná²ka a skript vznikají hlavn¥ s vyuºitím skriptu M. Rokyty z roku 2011. Velké £ásti jsou doslovn¥ p°ejaty.

N¥které £ásti jsem nestihl zcela odp°ednést, ale je dobré je v celém textu pro úplnost mít. Jsou uvedeny ²ed¥ jako
tento odstavec.

1 Základní informace o PDR (2 p°edná²ky)

1.1 Notace. Rovnice matematické fyziky. Po£áte£ní a okrajové podmínky. Cauchyova úloha. Kla-
sické °e²ení. Korektnost úlohy.

Parciální diferenciální rovnice, notace Nejprve se seznámíme se základním zna£ením, které budeme pouºívat
v celém u£ebním textu. Bu¤ Ω ⊂ Rm, m ∈ N, otev°ená mnoºina, u : Ω → R reálná funkce. V bodech x ∈ Ω, ve
kterých existují p°íslu²né derivace vlastní, ozna£íme:1

∂u

∂xj
≡ uxj ≡ ∂xju ≡ ∂ju , parciální derivace funkce u podle prom¥nné xj ,

∇u ≡ Du :=
( ∂u
∂x1

, . . . ,
∂u

∂xd

)
, gradient u .

Formáln¥ lze psát

∇ :=
( ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xd

)
, operátor �nabla� ,

symbol �∇� je tedy moºné chápat jako zobrazení, které diferencovatelné funkci u p°i°adí vektorovou funkci ∇u.

Pro vektorovou2 funkci f : G ⊂ Rm → Rs, G otev°ená mnoºina, f :=
(
f1, . . . , fs

)T , fj : G → R, j = 1, . . . , d,
zna£íme (op¥t - a takto tomu bude i ve zbytku tohoto paragrafu � v bodech x ∈ G, ve kterých existují p°íslu²né
derivace vlastní):

∇f :=
(
∇f1, . . . ,∇fs

)T
,

tedy �gradient vektorové funkce uvaºujeme po sloºkách� .

Pro f : G ⊂ Rm → Rm, G otev°ená mnoºina (ano, dimenze prostor·, ze kterého a do kterého f zobrazuje, je tatáº),
zna£íme dále:

div f :=
m∑
j=1

∂fj
∂xj
≡ ∇ · f , operátor �divergence� .

Poznámka. Pro f : G ⊂ Rm → Rm je tedy pot°eba rozli²ovat mezi ∇f (vektorový gradient) a ∇ · f (divergence
f chápaná jako formální skalární sou£in operátoru nabla a vektoru f).3 Zatímco ∇f je (Jacobiho) matice prvních
derivací f , rozm¥ru m×m, je div f ≡ ∇ · f její stopa, tedy, v práv¥ zavedeném zna£ení,

∇ · f = Tr (∇f) .
1Zápisem A := B, p°ípadn¥ B =: A, budeme rozum¥t, ºe A je de�nováno pomocí B. Naprotitomu symbol �≡� bude mít význam

ztotoºn¥ní nebo ekvivalence, p°ípadn¥ identické rovnosti, nikoli de�nice.
2Vektorovou funkci budeme n¥kdy téº zna£it polotu£n¥, f = (f1, . . . , fs)

T , nebo pomocí symbolu vektoru, ~f = (f1, . . . , fs)
T ,

£asto v²ak budeme symbol vektoru vynechávat, bude-li situace jasná z kontextu. Symbolem (. . . )T zde jako obvykle ozna£ujeme
transponovaný (tj. �sloupe£kový�) vektor.

3Zna£ení �∇ · f � nepat°í k nej²´astn¥j²ím práv¥ pro jeho snadnou zam¥nitelnost s �∇f � , skute£ností v²ak z·stává, ºe je, zejména v
aplikacích, £asto pouºívané.
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Pro u : Ω ⊂ Rd → R, resp. f : G ⊂ Rm → Rs de�nujeme (se stejnými konvencemi jako vý²e)

∆u :=

d∑
j=1

∂2u

∂x2
j

, ∆f :=
(
∆f1, . . . ,∆fs

)T
,

tzv. Laplace·v operátor. Symboly �∇� a �∆� tedy pouºíváme v nezm¥n¥né podob¥ jak pro skalární, tak pro
vektorové funkce.

Vektor tvaru α = (α1, . . . , αm), kde αj ∈ N ∪ {0}, j = 1, . . . ,m, nazvu m-dimenzionálním multiindexem vý²ky
(n¥kdy téº °ádu) |α|, kde

|α| := α1 + · · ·+ αm .

Pro multiindex α = (α1, . . . , αm) a funkci u ∈ C|α|(Ω), kde Ω ⊂ Rd je neprázdná otev°ená mnoºina, de�nujeme
derivaci u dle multiindexu α, v bod¥ x ∈ Ω,

Dαu(x) :=
∂|α|u(x)

∂xα1
1 . . . ∂xαmm

, x = (x1, . . . , xd) ∈ Ω . (2.1)

Pro k ∈ N ∪ {0} zavádíme mnoºinu (£asto se °íká �formální vektor�) v²ech parciálních derivací °ádu k funkce
u ∈ Ck(Ω), v bod¥ x ∈ Ω,

D(k)u(x) := {Dαu(x); |α| = k} ,

pro f : G ⊂ Rm → Rs pí²eme podobn¥ jako vý²e

Dαf(x) :=
(
Dαf1(x), . . . ,Dαfs(x)

)T
, D(k)f(x) := {Dαf(x); |α| = k} .

Cvi£ení. Nech´ Ω ⊂ Rd je neprázdná oblast, x ∈ Ω. Rozmyslete si, ºe platí:

� Pro funkci u ∈ Ck(Ω) je po£et prvk· D(k)u(x) roven dk.

� Pro funkci u ∈ C(Ω) je D(0)u(x) = u(x).

� Pro funkci u ∈ C1(Ω) jsou prvky mnoºiny D(1)u(x) tytéº jako prvky vektoru ∇u(x) ≡ Du(x).

� Pro funkci u ∈ C2(Ω) jsou prvky mnoºiny D(2)u(x) tytéº jako prvky matice H(u(x)) :=
(
∂2u(x)
∂xi∂xj

)d
i,j=1

. Matice

H(u(x)) je tzv. Hessova matice druhých derivací funkce u v bod¥ x. P°esv¥d£te se dále, ºe v tomto zna£ení
je ∆u = Tr (H(u)).

Na otázku �co vlastn¥ je parciální diferenciální rovnice� lze (pon¥kud nep°esn¥, ale názorn¥) odpov¥d¥t tak, ºe je
to rovnice pro neznámou funkci u více neº jedné prom¥nné, která obsahuje alespo¬ jednu její parciální derivaci.
Matematická de�nice m·ºe vypadat nap°íklad takto.

De�nice 1. Bu¤te d, n ∈ N, d ≥ 2. Bu¤ dále Ω ⊂ Rd neprázdná otev°ená mnoºina. Parciální diferenciální rovnicí
(dále PDR) pro neznámou funkci u : Ω→ R nazvu výraz tvaru

F
(
x, u(x), Du(x), · · · , D(n−1)u(x), D(n)u(x)

)
= 0 , (2.2)

kde
F : Ω× R× Rd × · · · × Rdn−1 × Rdn → R (2.3)

je daná funkce.

Poznámka. �ádem rovnice (2.2) rozumíme °ád nejvy²²í derivace u, která �se vyskytuje� v (2.2). Bez újmy na
obecnosti lze u£init úmluvu, ºe zápisem (2.2) budeme vyjad°ovat skute£nost, ºe °ád rovnice (2.2) je práv¥ n, tedy
ºe funkce F je nekonstantní v alespo¬ jedné z posledních dn prom¥nných.
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Více neº jednu rovnici pro více neº jednu neznámou funkci nazýváme systémem PDR. Onu �více neº jednu nezná-
mou funkci� lze také chápat jako jednu vektorovou funkci a podobn¥ pro �více neº jednu rovnici� . De�nice systému
PDR pak vypadá takto.

De�nice 2. Bu¤te s, d, n ∈ N, s, d ≥ 2. Bu¤ dále Ω ⊂ Rd neprázdná otev°ená mnoºina. Systémem s parciálních
diferenciálních rovnic pro neznámou vektorovou funkci u : Ω→ Rs nazvu výraz tvaru

F
(
x,u(x), Du(x), · · · , D(n−1)u(x), D(n)u(x)

)
= 0 , (2.4)

kde
F : Ω× Rs × Rsd × · · · × Rsd

n−1 × Rsd
n → Rs (2.5)

je daná funkce.

Úmluvu z poznámky 1.1 budeme v dal²ím vztahovat i na systém PDR, budeme tedy pod °ádem systému (2.4)
rozum¥t °ád nejvy²²í derivace u, která se vyskytuje v rovnicích (2.4) a sou£asn¥ p°edpokládat, ºe zápisem (2.4)
vyjad°ujeme skute£nost, ºe °ád tohoto systému práv¥ n.

Nej£ast¥ji se v teorii PDR vyskytují systémy, pro které m = s, tedy systémy, u kterých je po£et rovnic roven po£tu
neznámých funkcí. Lze se v²ak setkat i se systémy p°eur£enými (m > s), p°ípadn¥ podur£enými (m < s).

De�nice pojmu °e²ení (2.2) resp. (2.4) obecn¥ závisí na tom, v jakém smyslu se chápou derivace a rovnosti, které se
v (2.2) resp. (2.4) vyskytují. Z klasického pojetí vlastní derivace a rovnosti ve v²ech bodech x ∈ Ω vychází pojem
tzv. klasického °e²ení (2.2) resp. (2.4).

De�nice 3. Klasickým °e²ením (2.2) resp. (2.4) v neprázdné otev°ené mnoºin¥ Ω ⊂ Rd nazveme funkci u : Ω→ R
resp. u : Ω → Rs, mající ve v²ech bodech x ∈ Ω vlastní v²echny derivace, vyskytující se v (2.2) resp. (2.4), a
spl¬ující (2.2) resp. (2.4) identicky v Ω.

Poznámka.

1. Místo podmínky �mající ve v²ech bodech x ∈ Ω vlastní v²echny derivace, vyskytující se v (2.2) resp. (2.4)� se
£asto pouºívá jednodu²²í podmínka, poºadující v²ak od u více: v této �klasi£t¥j²í de�nici� klasického °e²ení,
se poºaduje, aby u ∈ Cn(Ω), kde n je °ád (2.2) resp. (2.4). I zde je v²ak podstatné to, ºe se vyºaduje spln¥ní
(2.2) resp. (2.4) identicky v Ω.

2. Existují i jiná, obecn¥j²í pojetí pojmu °e²ení PDR, p°i kterých se nap°íklad n¥které derivace uvaºují pouze
ve skoro v²ech bodech, p°ípadn¥ se uvaºují takzvané slabé derivace, derivace ve smyslu distribucí, atd. Tento
u£ební text se v²ak bude zabývat pouze klasickou teorií, vycházející z de�nice 3 resp. její modi�kace z
p°edchozího bodu, coº vºdy v textu p°esn¥ speci�kujeme.

Poznámka. �asto hraje ve vztahu (2.2), resp. vztazích (2.4) jedna z prom¥nných xj význa£nou roli. Tato význa£-
nost m·ºe spo£ívat nap°íklad v tom, ºe nejvy²²í parciální derivace u podle této prom¥nné jsou niº²ího °ádu neº
je °ád rovnice, nebo v tom se v rovnici vyskytují �s jiným znaménkem� neº derivace podle zbylých prom¥nných.
V¥t²inou je v t¥chto p°ípadech d·leºitá fyzikální interpretace rovnic (2.2), resp. (2.4), podle které taková významná
prom¥nná £asto hraje roli �£asu� . V tomto p°ípad¥ je zvykem bu¤ tuto prom¥nnou p°ezna£it symbolem t (�£as�),
tedy uvaºovat bu¤ nap°íklad x1 ≡ t, tedy

u = u(x) , kde x = (t, x2, . . . , xd) , x ∈ Ω ,

v tomto p°ípad¥ pak Ω chápeme jako �£asoprostorovou oblast� . Druhou moºností je roz²í°it po£et stávajících
prom¥nných funkce u o jednu, tzv. �£asovou prom¥nnou� t, a psát

u = u(t, x) , kde (t, x) ∈ (0, T )× Ω , T > 0 .

Druhý z práv¥ zmín¥ných p°ípadu je obvyklej²í a budeme jej v tomto u£ebním textu pouºívat. I v tomto p°ípad¥
v²ak n¥kdy (zejména pro jednoduchost zápisu) ztotoºníme t ≡ x0 a budeme psát

u = u(x) , kde x = (x0, x1, . . . , xd) , x ∈ (0, T )× Ω , T > 0 .

Tuto konvenci ve zna£ení pouºijeme nap°íklad v teoretické £ásti paragrafu 2.
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Poznámka. Rovnicím, které neobsahují £asovou prom¥nnou, °íkáme stacionární, rovnicím �s £asem� °íkáme ne-
stacionární nebo evolu£ní. Poznámka 1.1 ukazuje, pro£ se tyto termíny nesnaºíme de�novat �matematicky p°esn¥� :
sama p°ítomnost �£asu� v rovnici je totiº závislá na interpretaci role n¥kterých prom¥nných.

Poznámka (Odvození základních rovnic matematické fyziky).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 1, 1.10.2021

N¥kdy poºadujeme, aby °e²ení u spl¬ovalo krom¥ parciální diferenciální rovnice je²t¥ takzvané okrajové podmínky.
Jednou z takovýchto okrajových podmínek m·ºe být poºadavek, aby se u rovnalo p°edem dané funkci nap°íklad na
neprázdné £ásti hranice Γ ⊂ ∂Ω. Okrajové podmínky mohou mít velké mnoºství r·zných forem, od práv¥ zmín¥né,
aº po velmi komplikované vztahy, zahrnující nejen hodnoty u, ale i hodnoty derivací u, p°ípadn¥ jejich kombinací.
Vºdy v²ak v principu jde o dodate£né poºadavky, které na u klademe na jistých £ástech (obecn¥ nikoli nutn¥ na
£ástech hranice) mnoºiny Ω. V p°ípad¥ evolu£ní rovnice, kdy u = u(t, x), a pokud

Γ ⊂ {0} × Ω ,

tedy kdyº �podmínka je zadána pro £as t = 0� , hovo°íme o tzv. po£áte£ní podmínce £i po£áte£ních podmínkách, je-li
jich víc.

Jednomu °e²ení je moºno p°edepsat více neº jednu okrajovou resp. po£áte£ní podmínku. Vzniká tedy p°irozená
otázka, jestli °e²ení PDR, spl¬ující navíc v²echny p°edepsané podmínky, v·bec existuje, kolik takových °e²ení je,
p°ípadn¥ jaké mají vlastnosti. S tím souvisí pojem tzv. úlohy (v kontextu PDR) a jejího korektního zadání.

Poznámka. V kontextu PDR rozumíme úlohou následující trojici:

1. Rovnici tvaru (2.2) resp. systém tvaru (2.4) pro neznámou funkci u resp. u.

2. Mnoºinu, na které (uvnit° které) má být spln¥na rovnice (2.2) resp. spln¥ny rovnice (2.4). Typicky p·jde o
neprázdnou oblast, tj. neprázdnou otev°enou souvislou mnoºinu v Rm.

3. Pojem °e²ení, tj. v jakém smyslu má být rovnice spln¥na. Na°íklad je pot°eba ur£it, do kterého prostoru
funkcí X má °e²ení pat°it.

4. Sadu okrajových a/nebo po£áte£ních podmínek.

Pokud je mnoºina Ω = Rn, zadáváme pouze po£áte£ní podmínku a hovo°íme o Cauchyov¥ úloze. V opa£ném
p°ípad¥ je pot°eba navíc na hranici Ω zadat okrajovou podmínku. Pak hovo°íme o po£áte£n¥-okrajové úloze.

Poznámka. S pojmem úlohy také úzce souvisí termín data úlohy a pojem korektn¥ zadaná úloha.

Data úlohy jsou v²echny p°edem zadaná data, která se v úloze objevují. Tedy nap°íklad hodnoty, které má hledaná
funkce nabývat na hranici oblasti Ω a v po£áte£ním £ase. Data úlohy jsou ale také funkce, které se objevují ve
formulaci diferenciální rovnice (2.2), tj. funkce F resp. F.

�ekneme, ºe úloha v kontextu PDR je korektn¥ zadaná (p°esn¥ji je korektn¥ zadaná v prostoru funkcí X na mnoºin¥
Ω) pokud:

1. existuje °e²ení u ∈ X dané úlohy;

2. toto °e²ení je v prostoru funkcí X jediné;

3. toto °e²ení tzv. spojit¥ závisí na datech úlohy.
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�Spojitou závislost na datech úlohy� nebudeme v tomto okamºiku p°esn¥ speci�kovat (p°íslu²né výroky vºdy
sou£ástí pozd¥j²ích v¥t, týkajících se dané konkrétní úlohy), v podstat¥ se tím v²ak myslí výrok typu �malá zm¥na
dat má za následek jen malou zm¥nu v °e²ení� . Uvedený výrok se £asto realizuje d·kazem nerovnosti typu

‖u1 − u2‖ ≤ c
k∑
j=1

‖ϕj1 − ϕ
j
2‖ (2.6)

s vhodn¥ zvolenými normami na obou stranách této nerovnosti. Zde ϕj1, ϕ
j
2, j = 1, . . . , k jsou dv¥ k-tice dat, s

nimiº má daná úloha na dané oblasti °e²ení po °ad¥ u1, u2.

P°íklad. Bu¤ Ω ⊂ R2 neprázdná otev°ená mnoºina, T > 0. Hledejme funkci u = u(t, x, y) : (0, T ) × Ω → R,
spl¬ující

∂u

∂t
(t, x, y)−∆u(t, x, y) = sin(xyt) , pro (t, x, y) ∈ (0, T )× Ω , (2.7)

u(0, x, y) = 1 , pro (x, y) ∈ Ω , (2.8)

u(t, x, y) = t+ 1 , pro (t, x, y) ∈ (0, T )× ∂Ω . (2.9)

Jde o evolu£ní parciální diferenciální rovnici druhého °ádu. Výjime£nost prom¥nné t spo£ívá jak v tom, ºe derivace
u podle t je pouze prvního °ádu, tak v tom, ºe prostorové derivace xj , obsaºené v Laplaceov¥ operátoru, mají
opa£né znaménko neº ∂u

∂t .

Pracujeme v tzv. £asoprostorovém válci (0, T )×Ω s podstavou Ω. Rovnici (2.7) °e²íme uvnit° tohoto válce, podmínka
(2.8) je po£áte£ní podmínka, zadaná na jeho podstav¥, podmínka (2.9) je podmínka okrajová, zadaná na �bo£ní�
£ásti plá²t¥ £asoprostorového válce.

Tato úloha se nazývá po£áte£n¥-okrajová úloha pro rovnici vedení tepla.

Intuitivn¥ je jasné, ºe p°i de�nici °e²ení u celé tzv. úlohy (2.7)�(2.9) je pot°eba °íci nejen jaké geometrické vlastnosti
o£ekáváme od hranice ∂((0, T )×Ω), ale p°edev²ím v jakém smyslu budou spln¥ny podmínky (2.8), (2.9) � funkce
u je totiº pro pot°eby rovnice (2.7) de�nována pouze na (0, T ) × Ω, tj. uvnit° £asoprostorového válce. P°esn¥ji se
t¥mto úvahám budeme v¥novat p°i studiu konkrétních úloh, jiº te¤ v²ak m·ºeme stru£n¥ °íci, ºe pro klasické °e²ení
v¥t²inou poºadujeme, aby p°íslu²né okrajové a po£áte£ní podmínky byly spln¥ny ve smyslu limity, tedy aby (v
tomto p°ípad¥) funkci u bylo moºno spojit¥ roz²í°it aº na ty £ásti hranice, na kterých jsou p°edepsány dodate£né
podmínky.

Poznámka. Úloha (2.7)�(2.9) má následující fyzikální interpretaci: Pokud pod u(t, x) rozumíme teplotu v bod¥
x ∈ Ω v £ase t ∈ (0, T ), p°edstavuje (2.7) tzv. rovnici vedení tepla, se zdroji tepla sin(xyt). Podmínka (2.8) pak
reprezentuje p°edepsané rozloºení teploty v £ase t = 0, podmínka (2.9) p°edepsané rozloºení teploty �na st¥nách
místnosti� Ω v £ase t ∈ (0, T ). P°i p°emý²lení o významu této interpretace m·ºeme dojít k podez°ení, ºe by úloha
(2.7)�(2.9) mohla být korektn¥ zadaná. Toto podez°ení samoz°ejm¥ musí potvrdit £i vyvrátit d·kaz p°íslu²né
matematické v¥ty, kterou zformulujeme pozd¥ji.

V paragrafu 2 ukáºeme, jak lze rovnici vedení tepla na základ¥ jistých fyzikálních úvah odvodit.

De�nice 4. Okrajová podmínka (2.9) se nazývá Dirichletova okrajová podmínka. Pokud bychom p°edepisovali
nulové rozloºení teploty nazývali bychom ji homogenní Dirichletova okrajová podmínka. Uvaºují se také dal²í typy
okrajových podmínek.

Neumannova okrajová podmínka p°edepisuje tok energie hranicí. Má tvar

∂u

∂ν
= g, na (0, T )× ∂Ω.

Vektor ν ozna£uje jednotkovou vn¥j²í normálu k Ω a g je zadaná funkce. Zobecn¥ní Neumannovy okrajové podmínky
je Robinova akrajová podmínka

α
∂u

∂ν
+ βu = g, na (0, T )× ∂Ω.
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pro zadané konstanty α, β ∈ R a zadanou funkci g. Pokud je g nulové nazýváme okrajovou podmínku homogenní.
Je také moºné na r·zných £ástech hranice p°edepsat jiný typ okrajové podmínky.

Následující de�nice je spí²e terminologická. Protoºe se v tomto u£ebním textu nebudeme zabývat systémy PDR,
budeme násedujíci pojmy de�novat pouze pro jednu parciální diferenciální rovnici.

De�nice 5.

� Parciální diferenciální rovnici (dále jen �rovnici�) (2.2) nazveme lineární, lze-li ji psát ve tvaru∑
|α|≤n

aα(x)Dαu(x) = f(x) , x ∈ Ω , (2.10)

pro dané funkce aα, f . Rovnici (2.10) nazveme homogenní, pokud f ≡ 0. V opa£ném p°ípad¥ jí °íkáme
nehomogenní, p°ípadn¥ (nep°esn¥, ale o to s v¥t²í chutí) �s pravou stranou�. Jsou-li v²echny funkce aα
konstantní, nazýváme rovnici (2.10) lineární rovnicí s konstantními koe�cienty.

� Rovnici (2.2) nazveme semilineární, lze-li ji psát ve tvaru∑
|α|=n

aα(x)Dαu = f(x, u,Du, . . . ,D(n−1)u) , x ∈ Ω , (2.11)

pro dané funkce aα, f .

� Rovnici (2.2) nazveme kvazilineární, lze-li ji psát ve tvaru∑
|α|=n

aα(x, u,Du, . . . ,D(n−1)u)Dαu(x) = f(x, u,Du, . . . ,D(n−1)u) , x ∈ Ω , (2.12)

pro dané funkce aα, f .

� Rovnici (2.2) nazveme nelineární, pokud není lineární ve vý²e uvedeném slova smyslu. Rovnici (2.2) na-
zveme ryze nelineární, je-li funkce F v (2.2) nelineární funkcí (alespo¬) v n¥které z prom¥nných, do kterých
dosazujeme n¥kterou derivací u nejvy²²ího °ádu.

P°íklad. Jak semilineární, tak kvazilineární rovnice jsou nelineární (ale nikoli ryze nelineární) rovnice, které jsou
�lineární v·£i nejvy²²ím derivacím u� . U kvazilineárních rovnic v²ak p°ipou²tíme závislost koe�cient· aα pro |α| = n
na na derivacích u aº do °ádu (n− 1) v£etn¥.

P°íklad. Bu¤ u = u(t, x), t ∈ (0,∞), x ∈ Rd. Potom následující evolu£ní parciální diferenciální rovnice lze
charakterizovat takto:

�
∂u
∂t +

(
x2 + cos x

x2+1

)
∆u = 0 je lineární (homogenní) rovnice 2. °ádu, s nekonstantními koe�cienty;

�
∂u
∂t +

(
x2 + sin

(
u2 + ∂u

∂x

)2)
∆u = 0 je nelineární, a p°itom kvazilineární rovnice 2. °ádu;

�
∂u
∂t + x2∆u+ sin

(
u2 + ∂u

∂x

)2
= 0 je nelineární, a p°itom semilineární rovnice 2. °ádu;

�
∂u
∂t + (∆u)2 = 0 je ryze nelineární rovnice 2. °ádu;

�
∂u
∂t +

d∑
j=1

aj(x, t, u) ∂u∂xj = f(x, t, u) je nelineární, a p°itom kvazilineární, 1. °ádu.

Odvození základních rovnic matematické fyziky
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Korektnost úlohy podle Hadamarda

2 Cauchyova úloha pro kvazilineární PDR 1. °ádu

P°íklad (Cauchyova úloha pro lineární transportní rovnici). Budeme °e²it následující úlohu: Najd¥te funkci u :
R2 → R, u ∈ C1(R), u = u(x, y) tak, aby

∂xu+ c∂yu = 0 na R2

a u(0, y) = u0(y) pro danou funkci u0 ∈ C1(R) a c ∈ R.

�e²ení je u(t, x) = u0(x− ct).

De�nice 6. Bu¤ t ∈ (0, T ), T > 0, x ∈ Rd, d ≥ 1, a uvaºujme kvazilineární parciální diferenciální rovnici prvního
°ádu pro funkci u = u(t, x),

∂u

∂t
+

d∑
j=1

aj(t, x, u)
∂u

∂xj
= f(t, x, u) , t ∈ (0, T ) , x ∈ Rd , (2.13)

kde f , aj ∈ C((0, T )×Rd×R), j=1,. . . ,d, jsou dané funkce. �ekneme, ºe u : (0, T )×Rd → R je klasickým °e²ením
(2.13), pokud

1. u ∈ C1((0, T )× Rd),

2. u spl¬uje (2.13) ve v²ech bodech (t, x) ∈ (0, T )× Rd.

Rovnici (2.13) dopl¬ujeme po£áte£ní podmínkou tvaru

u(0, x) = u0(x) , x ∈ Rd , (2.14)

kde u0 ∈ C1(Rd) je daná funkce. Úloha (2.13)�(2.14) se nazývá Cauchyova úloha pro kvazilineární rovnici 1. °ádu.
�ekneme, ºe u : (0, T ) × Rd → R je klasickým °e²ením Cauchyovy úlohy (2.13)�(2.14), pokud u je klasickým
°e²ením (2.13) a navíc spl¬uje po£áte£ní podmínku (2.14) v následujícím (klasickém) smyslu:

lim
(t,y)→(0+,x)

u(t, y) = u0(x) pro v²echna x ∈ Rd . (2.15)

Poznámka. � V podstat¥ lze (obecn¥) °íci, ºe kdyº mluvíme o klasickém °e²ení, máme nej£ast¥ji na mysli
tak hladkou funkci, aby v²echny její v rovnici vystupující derivace byly spojité. Proto klasické °e²ení u
rovnice (2.13) hledáme v prostoru C1((0, T )×Rd). Podobn¥ spln¥ní po£áte£ní podmínky �v klasickém smyslu�
znamená její spln¥ní ve smyslu limity. Termín �Cauchyova úloha� se v kontextu evolu£ních PDR pouºívá
tehdy, kdyº oblastí, na které jsou de�novány prostorové prom¥nné a tedy i po£áte£ní podmínky, je celý
prostor (tedy kdyº Ω = Rd). N¥kdy se téº pouºívá termín lokální Cauchyova úloha pro situaci, kdy °e²ení
Cauchyovy úlohy hledáme pouze na n¥jaké oblasti G ⊂ (0, T )× Rd.

� Rozmyslete si, ºe (2.15) je ekvivalentní následujícímu tvrzení: existuje spojité roz²í°ení funkce u na mnoºinu
〈0, T )× Rd takové, ºe u(0, x) = u0(x) pro v²echna x ∈ Rd.

Zna£ení. Pro zjednodu²ení zápisu je moºné ztotoºnit £asovou prom¥nnou t s n¥kterou dal²í sloºkou prostorové
prom¥nné, nap°íklad t ≡ x0. Takto roz²í°enou £aso-prostorovou prom¥nnou budeme pro pohodlí zna£it op¥t x,
zatímco pro prostorovou prom¥nnou budeme v této situaci pouºívat ozna£ení x. Tedy x = (x0, x) ∈ RdT :=
(0, T )× Rd, x = (x1, . . . , xd). Dále poloºíme a0(x, u) := 1. Pak (2.13) resp. (2.14) p°ejde v

d∑
j=0

aj(x, u)
∂u

∂xj
= f(x, u) , x ∈ RdT , (2.16)
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resp.
u(x) = u0(x) na mnoºin¥ {x ∈ RdT ; x0 = 0} . (2.17)

Ve zbytku tohoto paragrafu budeme hledat °e²ení Cauchyovy úlohy (2.13)�(2.14) ve zjednodu²eném tvaru (2.16)�
(2.17). Budeme v²ak mít na pam¥ti, ºe pro (po£áte£ní) podmínku tvaru (2.17) je nejp°irozen¥j²í interpretací
prom¥nné x0 práv¥ �£as t� .

Poznámka. Na podmínku (2.17) lze nahlíºet i tak, ºe hodnoty hledaného °e²ení jsou p°edem známy (resp.
�p°edepsány� na nadrovin¥ {x ∈ RdT ; x0 = 0} ⊂ RdT . P°i tomto pohledu m·ºe jednoho snadno napadnout, ºe
by tato plocha �p°edepsaných hodnot� nemusela nutn¥ být �rovná� . Dojdeme tak ke zobecn¥ní podmínky (2.20),
a sice, ºe hledáme °e²ení rovnice (2.16) spl¬ující navíc podmínku

u = u0 na mnoºin¥ Γ ⊂ RdT , (2.18)

kde Γ je n¥jaká (hladká) nadplocha dimenze d v RdT . V dal²ím uvidíme (viz paragraf ??), ºe Γ nebude moci být
zcela libovolná. Aby byla úloha (2.16), (2.18) °e²itelná, nebude moci být Γ tzv. charakteristickou plochou rovnice
(2.16). Aº nastane správný £as, uv¥domíme si tedy, ºe rovnice (2.16) si v jakémsi slova smyslu �sama °ekne� , kde
je moºno p°edepsat jejímu °e²ení hodnoty a kde ne.

Budeme nyní hledat °e²ení úlohy (2.16)�(2.20) ve dvou krocích. Nejprve vy²et°íme p°ípad, kdy f na pravé stran¥
rovnice (2.16) bude identicky nulová funkce a poté se budeme v¥novat p°ípadu obecné f .

Moºnost I, f ≡ 0.

V tomto p°ípad¥ p°ejde rovnice (2.16) v rovnici

d∑
j=0

aj(x, u)
∂u

∂xj
= 0 , x ∈ RdT := (0, T )× Rd , (2.19)

s po£áte£ní podmínkou
u(x) = u0(x) na mnoºin¥ {x ∈ RdT ; x0 = 0} . (2.20)

�e²ení úlohy (2.19)�(2.20) budeme hledat tzv. metodou charakteristik.4 Vyslovme nejprve následující de�nici.

De�nice 7. Rovnici (2.19) p°i°adíme systém oby£ejných diferenciálních rovnic (zvaný téº charakteristický systém
rovnice (2.19)) pro neznámé funkce xj = xj(s), j = 0, . . . d,

d

ds
xj(s) = aj

(
x(s), u(x(s))

)
, s ∈ (α, β) ⊂ R , (2.21)

kde aj jsou funkce z (2.19). Kaºdé klasické °e²ení x : (α, β) → RdT systému rovnic (2.21) nazvu charakteristikou
(charakteristickou k°ivkou) rovnice (2.19).

Poznámka.

1. Charakteristika je tedy k°ivka v RdT , jejíº parametrizace je dána zobrazením x : (α, β) → RdT . Vzhledem
k tomu, ºe systém (2.21) je systém se spojitými pravými stranami aj , existuje podle teorie ODR (viz
[Kurzweil, 1978]) °e²ení (2.21) alespo¬ lokáln¥ v okolí kaºdé po£áte£ní (proto index p v (2.22)) podmínky
typu

x(sp) = xp , sp ∈ (α, β) , xp ∈ RdT . (2.22)

Bez újmy na obecnosti lze p°edpokládat, ºe sp = 0 ∈ (α, β). P°ipome¬me, ºe pro pouze spojité aj nemusí být
°e²ení úlohy (2.21)�(2.22) ur£eno jednozna£n¥, k tomu je pot°eba, aby aj byly alespo¬ lokáln¥ lipschitzovské
funkce (podrobn¥ji viz nap°. [Kurzweil, 1978]).

4V paragrafu ?? rovn¥º uvidíme, ºe mezi charakteristickou plochou z p°edchozí poznámky a charakteristikou z následující de�nice
bude skute£n¥ souvislost.
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2. P°esn¥ji °e£eno, charakteristika x(s) je k°ivka, p°i°azená nejen rovnici (2.19) (prost°ednictvím funkcí aj), ale
i funkci u ∈ C1(Rd× (0, T )). Obecn¥ tedy nemusíme na u nahlíºet jako na °e²ení rovnice (2.19), které ostatn¥
teprve hledáme, ale jako na libovolnou dostate£n¥ hladkou funkci u, která spolu se známými koe�cienty aj
de�nuje charakteristiky. Lépe v²e osv¥tlíme za chvíli na p°íkladech.

Následující identita je pro metodu charakteristik klí£ová. Studujme chování libovolné funkce u ∈ C1((0, T ) × Rd)
na charakteristice x(s), p°i°azené rovnici (2.21) a této funkci u. Derivováním podle s dostaneme:

d

ds
u(x(s)) =

d∑
j=0

∂u

∂xj
(x(s))

d

ds
xj(s)

(2.21)
=

d∑
j=0

aj
(
x(s), u(x(s))

) ∂u
∂xj

(x(s)) . (2.23)

Je-li levá strana identity (2.23) rovna nule, znamená to, ºe funkce u je konstantní na charakteristice x(s), nulovost
pravé strany (2.23) pak znamená, ºe funkce u je klasickým °e²ením rovnice (2.19) v bodech, které leºí na p°íslu²né
charakteristice.

Tato identita dokazuje následující lemma, jehoº formulaci v¥nujte pozornost: zdánliv¥ jde o dv¥ implikace, které
dohromady vytvo°í ekvivalenci; výroky, tvo°ící implikace (a) a (b), se v²ak pon¥kud li²í.

Lemma 8. Uvaºujme funkci u ∈ C1(ΩT ), kde ΩT ⊂ (0, T )× Rd je neprázdná oblast.

1. Bu¤ u konstantní na charakteristice x(s), s ∈ (α, β), leºící v ΩT , a p°i°azené koe�cient·m aj(x, u) rovnice
(2.19) a funkci u. Potom funkce u °e²í v klasickém smyslu rovnici (2.19) v bodech charakteristiky x(s), leºících
v ΩT .

2. Nech´ naopak u je klasické °e²ení rovnice (2.19) v oblasti ΩT . Potom u je konstantní na libovolné charakte-
ristice x(s), leºící v oblasti ΩT .

D·kaz. D·kaz obou implikací vychází z rovnosti (2.23) a diskuse za ní.

P°íklad. Rovnice ut + xux = 0 s po£áte£ní podmínkou u0. Dostane se, ºe charakteristika, procházející bodem
[x0, t0], x0 6= 0, t0 > 0, má rovnici t = ln |x|+ (t0 − ln |x0|), jde tedy o �logaritmický v¥jí°� , viz Obr. ??.

Na základ¥ toho lze explicite vyjád°it °e²ení uvedené rovnice pro data u0 ∈ C1(R), a sice u(x, t) = u0(xe−t).
Nap°íklad pro u0(x) = e−x

2
, x ∈ R dostaneme u(x, t) = exp(−x2e−2t), x ∈ R, t ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 2, 8.10.2021

Moºnost II, f 6≡ 0.

Pro f 6≡ 0 máme vy°e²it obecnou rovnici tvaru

d∑
j=0

aj(x, u)
∂u

∂xj
= f(x, u) , x ∈ RdT := (0, T )× Rd , (2.24)

s po£áte£ní podmínkou
u(x) = u0(x) na mnoºin¥ {x ∈ RdT ; x0 = 0} , (2.25)

kde x = (x0, x), x = (x1, . . . , xd). Úlohu (2.24)�(2.25) budeme °e²it tak, ºe nejprve vy°e²íme pon¥kud jinou úlohu
s homogenní rovnicí (tedy s nulovou pravou stranou). Problém se tím p°evede do situace, kterou jsme studovali v
moºnosti I.
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V¥ta 9. Bu¤te f(x, u), aj(x, u) ∈ C((0, T ) × Rd × R), u0 ∈ C1(Rd), G ⊂ (0, T ) × Rd neprázdná oblast a J ⊂ R
otev°ený interval. Bu¤ dále w = w(x, u) ∈ C1(G× J) klasické °e²ení úlohy

d∑
j=0

aj(x, u)
∂w

∂xj
+ f(x, u)

∂w

∂u
= 0 , (x, u) ∈ G× J , (2.26)

w(x, u) = u− u0(x) na mnoºin¥ {x ∈ G; x0 = 0} , (2.27)

kde x = (x0, x), x = (x1, . . . , xd). Bu¤ dále (xp, up) ∈ G × J takový, ºe w(xp, up) = 0, ∂w
∂u (xp, up) 6= 0. Potom

existují okolí U(xp) ⊂ G, U(up) ⊂ J a funkce u ∈ C1(U(xp)) takové, ºe

1. w(x, u(x)) = 0 pro v²echna x ∈ U(xp), p°itom u(xp) = up,

2. ∂w
∂u (x, u) 6= 0 pro v²echna (x, u) ∈ U(xp)× U(up),

3. u = u(x) je klasickým (lokálním) °e²ením úlohy (2.24)�(2.25) na U(xp).

D·kaz. Tvrzení (i) a (ii) jsou p°ímým d·sledkem v¥ty o implicitních funkcích. Existence okolí U(xp), U(up) a
(implicitní) funkce u ∈ C1(U(xp)) dokonce nijak nesouvisí s tím, ºe w °e²í n¥jakou rovnici.

Pro d·kaz (iii) si sta£í uv¥domit, ºe pro x ∈ U(xp) je funkce w(x, u(x)) spojit¥ diferencovatelná a identicky nulová
na U(xp), jsou tedy na U(xp) nulové i její derivace podle v²ech xj , j = 0, . . . , d:

∂w

∂xj
(x, u(x)) +

∂w

∂u
(x, u(x))

∂u

∂xj
(x) = 0 , j = 0, . . . , d .

Vyjád°íme z t¥chto rovností ∂w
∂xj

(x, u(x)), dosadíme do (2.26) a dostaneme:

∂w

∂u
(x, u(x)) ·

− d∑
j=0

aj(x, u)
∂u

∂xj
+ f(x, u)

 = 0 , x ∈ U(xp) .

Protoºe ∂w
∂u (x, u(x)) 6= 0 pro x ∈ U(xp) (viz (i)), musí být nulový výraz v kulaté závorce, coº dává (2.24) pro

x ∈ U(xp).

Dále je pro x ∈ U(xp), x0 = 0, podle (i) a (2.27),

0 = w(x, u(x)) = u(x)− u0(x) ,

coº není nic jiného neº (2.25) na {x ∈ U(xp), x0 = 0}.

3 O klasi�kaci rovnic 2. °ádu

M¥jme lineární rovnici 2. °ádu v Rd

d∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi ∂xj
+

d∑
j=1

bj(x)
∂u

∂xj
+ c(x)u = f(x) (2.28)

Jde-li nám o klasické °e²ení, p°edpokládáme dostate£nou hladkost u a tedy m·ºeme zam¥nit smí²ené parciální
derivace. Tudíº bez újmy na obecnosti je aij(x) = aji(x) pro kaºdé x a matice A := (aij(x))di,j=1 je reálná,
symetrická a proto diagonalizovatelná. Tedy existuje ortogonální matice P a diagonální matice D tak, ºe PTAP = D.
P°ipome¬me si, ºe signatura kvadratické formy ur£ené maticí D je trojice (n, p, q), kde n je po£et nulových, p po£et
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kladných a q po£et záporných prvk· na diagonále D. Dle zákona setrva£nosti kvadratické formy je po£et nulových,
záporných a kladných prvk· na diagonále matice D pevn¥ dán a tedy je signatura dob°e de�novaná.

P°edpokládejme, ºe jsou koe�cienty u £len· druhých °ád· rovnice (2.28) konstantní, tedy aij(x) = aij . De�nujme
v := u ◦ P a poloºme y = PTx, pak máme v(y) = v(PTx) = u(PPTx) = u(x)

∂u

∂xi
(x) =

d∑
k=1

∂v

∂yk
(y) pik a

∂2u

∂xi∂xj
(x) =

d∑
k,h=1

∂2v

∂yk∂yh
(y) pikpjh

Odtud je vid¥t, ºe u(x) spl¬uje rovnici (2.28) práv¥, kdyº v(y) °e²í rovnici jejíº koe�cienty u £len· druhého °ádu
jsou prvky matice D = (dij)

d
i,j=1, nebo´

d∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi ∂xj
(x) =

d∑
i,j=1

aij

d∑
k,h=1

∂2v

∂yk∂yh
(y) pikpjh =

=
d∑

h,k=1

∂2v

∂yk∂yh
(y)

d∑
i,j=1

aijpikpjh︸ ︷︷ ︸
dij

De�nice 10. (Typ diferenciální rovnice druhého °ádu) Bu¤ matice D = (dij)
d
i,j=1 jako vý²e a m její °ád.

�ekneme, ºe rovnice (2.28) je v bod¥ x:

i. eliptická, jestliºe jsou znaménka v²ech prvk· matice D stejná a m = d. Typickým zástupcem je Poissonova
rovnice: −∆u = f .

ii. hyperbolická, jestliºe je m = d a v²echna znaménka prvk· D jsou stejná aº na jedno. Typickým zástupcem je
vlnová rovnice: ∂2u

∂t2
−∆u = f (Laplace·v operátor je brán jen vzhledem k prostorovým prom¥nným).

iii. parabolická, jestliºe je m = d− 1 BÚNO ddd = 0, v²echna znaménka prvk· D jsou stejná a koe�cient rovnice
(2.28) u ∂u

∂xd
je nenulový. Typickým zástupcem je rovnice vedení tepla: ∂tu−∆u = f (stejn¥ jako v p°edchozím

p°ípad¥ je ∆ =
∑d−1

i=1 ∂
2
i ).

iv. parabolická v ²ir²ím slova smyslu, jestliºe m ≤ d− 1.

v. ultrahyperbolická, jestliºe m = d a alespo¬ dv¥ znaménka prvk· D jsou kladná a alespo¬ dv¥ záporná.

P°íklad. Tricomiho rovnice

x2
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

= 0

x2 > 0 . . . eliptická, x2 < 0 . . . hyperbolická, tedy m¥ní typ p°i p°echodu x1 osy.

Cvi£ení. Uvaºujte lineární PDR druhého °ádu s konstantními koe�cienty, v R2, tedy rovnici typu

a∂2
xu+ b∂x∂yu+ c∂2

yu = f , |a|+ |b|+ |c| > 0. (2.29)

Ukaºte, ºe platí:

� (2.29) je eliptická ⇐⇒ b2 − 4ac < 0;

� (2.29) je parabolická (event. v ²ir²ím slova smyslu) ⇐⇒ b2 − 4ac = 0;

� (2.29) je hyperbolická ⇐⇒ b2 − 4ac > 0.
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Cvi£ení. 1. Uvaºujte lineární PDR druhého °ádu v kanonickém tvaru (vzhledem k nevy²²ím derivacím), tedy
rovnici pro u = u(y),

d∑
k=1

αk(y)
∂2u

∂y2
k

+
d∑

k=1

βk(y)
∂u

∂yk
+ c(y)u = f(y) , kde αk(y) ∈ {−1, 1, 0} . (2.30)

Ukaºte, ºe v kaºdém bod¥ y lze provést tyto úvahy:

(a) Pokud existuje takový index j, ºe αj 6= 0, βj 6= 0, potom zavedení nové funkce v = v(y) susbtitucí

u = v e
−
βjyj
2αj (p°es stejné indexy nes£ítáme, jde o ono konkrétní j) zp·sobí, ºe:

� v rovnici pro v nebude £len, odpovídající βj (odpovídající koe�cient bude nulový)
� v²echny koe�cienty u £len· druhého °ádu z·stanou beze zm¥ny a v²echny zbylé koe�cienty u £len·
prvého °ádu (s výjimkou vý²e zmín¥ného) z·stanou rovn¥º beze zm¥ny

Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele není p°eklep. Sledujte její roli p°i výpo£tu.

(b) Pokud existuje takový index j, ºe αj = 0, βj 6= 0, potom zavedení nové funkce v = v(y) susbtitucí

u = v e
−
cyj
βj (p°es stejné indexy nes£ítáme, jde o ono konkrétní j) zp·sobí, ºe:

� v rovnici pro v nebude absolutní £len, tj, £len odpovídající nulté derivaci (koe�cientu c)
� v²echny koe�cienty u £len· druhého i prvního °ádu z·stanou beze zm¥ny

2. Pomocí vý²e uvedených dvou substitucí ukaºte, ºe kaºdou lineární PDR 2. °ádu s konstantními koe�cienty
lze vhodnými substitucemi p°evést na jeden z následujících typ·:

� Eliptickou rovnici na −∆u + ku = f . Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k 6= 0 o
rovnici Helmholtzova typu. Koe�cient k, je-li nenulový, obecn¥ nelze �vynulovat� .

� Parabolickou rovnici na ∂u
∂t − a

2∆u = f , tj. na rovnici vedení tepla. V²echny parabolické lineární PDR
2. °ádu s konstantními koe�cienty jsou tedy n¥jakou rovnicí vedení tepla.

� Hyperbolickou rovnici na ∂2u
∂t2
− a2∆u + ku = f , tj. na vlnovou rovnici. Koe�cient k, je-li nenulový,

obecn¥ nelze �vynulovat� .

3. Ur£ete typ rovnice, p°eve¤te na kanonický tvar, p°ípadn¥ p°eve¤te na jednu z rovnic z p°edchozího bodu,
p°ípadn¥ se pokuste vy°e²it, pokud se po p°evedení dostanete na �°e²itelný typ� rovnice.

(a) uxx+2uxy+2uyy+4uyz+5uzz+ux+uy = 0 �e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y−x, χ = 2x−2y+z

s následným zavedením nové funkce p°edpisem u = ve−ξ/2 dostaneme rovnici ∆v = 1
4v. Jde o eliptickou rovnici

(Helmholtzova typu).

(b) uxx + 4uxy + 8uyy + ux + uy = 0 �e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y
2 − x s následným zavedením

nové funkce p°edpisem u = ve−ξ/2+η/4 dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vξξ + vηη = 5
16v.

(c) uxx + 4uxy + 4uyy − ux − 2uy = 0 �e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y− 2x dostaneme parabolickou

rovnici uη − uξξ = 0.

(d) uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0 �e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = x
2 + y

2 s následným zavedením nové

funkce p°edpisem u = veη/4 dostaneme hyperbolickou rovnici vξξ − vηη = 3
16v.

(e) 4uxy − 3uyy + 4ux − 8uy − 5u = 0,
°e²te obecn¥ a poté s podmínkami u(x, 0) = e

x
2 , uy(x, 0) = 0. �e²ení: Po provedení substituce ξ = x+y, η =

x+2y s následným zavedením nové funkce p°edpisem u = ve2ξ−
3
2η dostaneme hyperbolickou rovnici vξξ−4vηη = 0.

Její obecné °e²ení je v(ξ, η) = f(η− 2ξ) + g(η+ 2ξ), tedy u(x, y) = e
x
2−y

(
f(x) + g(3x+ 4y)

)
. Okrajové podmínky

dají u(x, y) = e
x
2−y(1 + y).

16



4.∗ A dal²í sada p°íklad· pro va²e samostatné po£ítání: v kaºdé oblasti, kde se nem¥ní typ rovnice, najd¥te její
kanonický tvar.

(a) y2uxx − x2uyy = 0

(b) uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0

(c) x2uxx − 2xuxy + uyy = 0

(d) yuxx − xuxy = 0

(e) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + yuy = 0

Vý²e jsme de�novali typ diferenciální rovnice druhého °ádu v pevném bod¥. Je jist¥ zajímavé, jestli lye rovnici na
kanonický tvar p°evést na okolí daného bodu. To je jist¥ pravda, pokud se jedná o rovnici s konstantními koe�cienty.
Pokud jsou v²ak koe�cienty nekonstantní, obecn¥ to není moºné. Ukáºeme si nyní pozitivní odpov¥¤ v p°ípad¥, ºe
se jedná o diferenciální rovnici v R2.

Uvaºme proto rovnici tvaru

a11∂
2
xu+ 2a12∂x∂yu+ a22∂

2
yu+ b(∂xu, ∂yu, u, x, y) = 0, (2.31)

pro neznámou funkci u : R2 → R. Funkce a11, a12, a22 jsou zadané a závisí na x, y. Budeme p°edpokládat, ºe na
okolí jistého bodu (x0, y0) platí a11 6= 0. .

Uvaºujme transformaci prom¥nných ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), která je prostá a dvakrát spojit¥ diferencovatelná.
Navíc p°edpokládáme, ºe determinant Jacobiho matice této transformace je nenulový. Nech´ U = U(ξ, η) je funkce
u = u(x, y) vyjád°ená v nových prom¥nných, tj. platí vztah

u(x, y) = U(ϕ(x, y), ψ(x, y)) .

Tedy

ux = Uξ ϕx + Uη ψx ,

uy = Uξ ϕy + Uη ψy ,

uxx = Uξξ ϕ
2
x + 2Uξη ϕx ψx + Uηη ψ

2
x + Uξ ϕxx + Uη ψxx ,

uxy = Uξξ ϕx ϕy + Uξη (ϕx ψy + ϕy ψx) + Uηη ψx ψy + Uξ ϕxy + Uη ψxy ,

uyy = Uξξ ϕ
2
y + 2Uξη ϕy ψy + Uηη ψ

2
y + Uξ ϕyy + Uη ψyy ,

z £ehoº plyne
ā11 Uξξ + 2 ā12 Uξη + ā22 Uηη + b̄ = 0 ,

kde

ā11 = a11 ϕ
2
x + 2 a12 ϕx ϕy + a22 ϕ

2
y ,

ā12 = a11 ϕx ψx + a12 (ϕx ψy + ϕy ψx) + a22 ϕy ψy ,

ā22 = a11 ψ
2
x + 2 a12 ψx ψy + a22 ψ

2
y ,

b̄ = b̄(ξ, η, U, Uξ, Uη) .

(2.32)

Pokud byla výchozí rovnice lineární, pak transformovaná rovnice je téº lineární.

Cílem provedené transformace je p·vodní rovnici zjednodu²it, a tudíº nás zajímá, za jakých podmínek je n¥který
z koe�cient· ā11, ā12, ā22 nulový.
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Hyperbolický p°ípad V tomto odstavci budeme p°edpokládat, ºe rovnice (2.31) je hyperbolická na okolí bodu
(x0, y0) a tedy zde platí 0 < a2

12−a22a11. Chceme volit ϕ, ψ tak, aby se nulovaly koe�cienty ā11, ā22. Proto chceme
p°epsat ā11 do tvaru

ā11 = a11(∂xϕ+ β∂yϕ)(∂xϕ+ δ∂yϕ).

Poºadujeme tedy, aby βδ = a22/a11 a β + δ = 2a12/a11. Tato soustava má reálná °e²ení, pokud 0 < a2
12 − a22a11.

Tato podmínka je spln¥na díky p°edpokladu. Dostáváme, ºe β, δ jsou ur£eny jednozna£n¥ aº na jejich zám¥nu a

β =
1

a11
(a12 +

√
a2

12 − a22a11), δ =
1

a11
(a12 −

√
a2

12 − a22a11).

Najdeme ϕ jako C1 °e²ení lineární diferenciální rovnice 1. °ádu ∂xϕ+β∂yϕ = 0 a ψ jako C1 °e²ení ∂xψ+β∂yψ = 0
na jistém okolí U bodu (x0, y0)pomocí Lemmatu 8. V U platí ∇ϕ ⊥ (1, β) a ∇ψ ⊥ (1, δ). Platí tedy, ºe hodnost
matice ∇(ϕ,ψ) je rovna 2 a zobrazení (ϕ,ψ) : U → R2 je regulární. Podle [Pick et al., 2019, V¥ta 11.6.2] m·ºeme
p°edpokládat, p°ípadn¥ po zmen²ení U , ºe V := (ϕ,ψ)(U) je otev°ená a (ϕ,ψ) je na U difeomor�smus. Po pouºití
transformace (ϕ,ψ) na (2.31) na U , dostaneme na V rovnici

2ā12∂ξ∂ηU + b̄ = 0.

Funkce ā12 a b̄ jsou de�novány v (2.32). Tento odstavec zakon£íme formulací práv¥ dokázané v¥ty.

V¥ta 11.

3 Vlnová rovnice

V¥ta 12. Bu¤ u0 ∈ C2(R), u1 ∈ C1(R), f ∈ C1([0,+∞)× R). De�nujme

u(t, x) :=
1

2
(u0(x+ ct) + u0(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
u1(ξ)dξ +

1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(τ, ξ)dξdτ.

(pokud je f = 0 nazývá se d'Alembertova formule)

Pak platí: 1) u ∈ C2([0,+∞)× R), 2) ∂2
t u− c∂2

xu = f in (0,+∞)× R, 3) u = u0, ∂tu = u1 v {0} × R.

V¥ta (O derivování integrálu podle parametru).

Lemma 13. 13 Bu¤ u1 ∈ C1([0,+∞)), u1(0) = 0 a ũ1 liché prodlouºení u1 na R. Pak je ũ1 ∈ C1(R).

V¥ta 14. 14 Nech´ T > 0, f ∈ C1([0, T )× [0,+∞]), f(t, 0) = 0 pro t ∈ [0, T ), u0 ∈ C2([0,+∞)), u0(0) = u′′0(0) =
0, u1 ∈ C1([0,+∞)), u1(0) = 0. Funkce u de�novaná pro x > ct ≥ 0 p°edpisem

u(t, x) :=
1

2
(u0(x+ ct) + u0(x− ct)) +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
u1(ξ)dξ +

1

2c

ˆ t

0

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(τ, ξ)dξdτ,

a pro 0 ≤ x ≤ ct < cT p°edpisem

u(t, x) =
1

2
(u0(x+ ct)− u0(ct− x)) +

1

2c

ˆ x+ct

ct−x
u1(ξ)dξ

+
1

2c

ˆ t−x
c

0

ˆ x+c(t−τ)

c(t−τ)−x
f(τ, ξ)dξdτ +

1

2c

ˆ t

t−x
c

ˆ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
f(τ, ξ)dξdτ

spl¬uje

u ∈ C2([0, T )× [0,+∞))

∂2
t u− c2∂2

xu = f v (0, T )× (0,+∞)

u = u0, ∂tu = u1, v {0} × [0,+∞)

u = 0, v [0, T )× {0}.
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V¥ta 15. 15 Nech´ u0 ∈ C2([0, l]), u1 ∈ C1([0, l]) a platí

u0(0) = u0(l) = u1(0) = u1(l) = u′′0(0) = u′′0(l) = 0.

A´ jsou ũ0, ũ1 2l-periodická roz²í°ení u0, u1 na R lichá vzhledem k bodu 0. De�nujeme

u(t, x) =
1

2
[ϕ̃(x− ct) + ϕ̃(x+ ct)] +

1

2c

ˆ x+ct

x−ct
ψ̃(s)ds.

Pak funkce u spl¬uje 1) u ∈ C2([0,+∞) × [0, l]), 2) ∂2
t u − ∂2

xu = 0 v (0,+∞) × (0, l), 3) u = u0, ∂tu = u1 v
{0} × [0, l].

V¥ta 16. 16 Nech´ u0 ∈ C3([0, l]), u1 ∈ C2([0, l]) a platí

u0(0) = u0(l) = u1(0) = u1(l) = u′′0(0) = u′′0(l) = 0.

De�nujeme

αn =
2

l

ˆ l

0
u0(y) sin(

nπy

l
)dy, βn =

2

l

ˆ l

0
u1(y) cos(

nπy

l
)dy

u(t, x) =
+∞∑
n=1

[
αn cos(

nπc

l
t) +

βn
nπc

sin(
nπc

l
t)

]
sin(

nπx

l
),

Pak funkce u spl¬uje 1) u ∈ C2([0,+∞) × [0, l]), 2) ∂2
t u − ∂2

xu = 0 v (0,+∞) × (0, l), 3) u = u0, ∂tu = u1 v
{0} × [0, l].

V¥ta 17. 17 Nech´ l, T > 0, f ∈ C2([0, T )× [0, l]), f(t, 0) = f(t, l) = 0. De�nujme

fn(t, x) =
2

l

ˆ l

0
f(t, y) sin(

ny

l
)dy.

Funkce

u(t, x) :=
+∞∑
n=1

ˆ t

0

l

cnπ
fn(τ) sin(

cnπ

l
(t− τ))dτ sin(

nx

l
)

spl¬uje

u ∈ C2([0, T )× [0, l])

∂2
t u− c2∂2

xu = f in (0, T )× (0, l)

u(0, ·) = ∂tu(0, ·) = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 6, 5. 11. 2021

V¥ta 18 (Gauÿ-Green-Ostrogradskii, [Evans, 2010]). A´ je Ω ⊂ Rd otev°ená a omezená mnoºina s C1 hranicí.
Pro x ∈ ∂Ω ozna£íme ν(x) vn¥j²í jednotkovou normálu k Ω. A´ u ∈ C1(Ω), u : Ω→ R. Pak

∀i ∈ {1, . . . , d} :

ˆ
Ω
∂iu dλ =

ˆ
∂Ω
uνi dS.

V¥ta 19 (Greenovy formule). A´ je Ω ⊂ Rd otev°ená a omezená mnoºina s C1 hranicí a vn¥j²í jednotkovou
normálou ν. A´ u, v ∈ C2(Ω), w ∈ C1(Ω), u, v, w : Ω→ R. Pak
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� ˆ
Ω

∆uw dλ =

ˆ
∂Ω
w(∇u · ν) dS −

ˆ
Ω
∇u · ∇w dλ,

� ˆ
Ω

∆uv − u∆v dλ =

ˆ
∂Ω
v(∇u · ν)− (∇v · ν)u dS.

Lemma 20. Bu¤ x ∈ Rd, r > 0, u spojitá na ∂U(x, r). Pak
 

∂U(x,r)

u dS =

 

U(0,1)

u(x+ rz) dS(z).

Lemma 21. Bu¤ x ∈ Rd, R > 0, u spojitá na U(x,R). Pak

∂r(

ˆ

U(x,r)

u dλ) = ∂r

ˆ r

0

ˆ
∂U(x,ρ)

u dS dρ =

ˆ

∂U(x,r)

u dS.

Lemma 22.

d

ˆ

∂U(0,1)

1 dλ =

ˆ

∂U(0,1)

1 dS

De�nice.

αd := λd(U(0, 1)), dαd :=

ˆ

∂U(0,1)

1 dS.

Lemma 23. Bu¤ x ∈ Rd, R > 0, u ∈ C1(U(x,R)). Ozna£me

Ux(r) =

 

∂U(x,r)

u dS.

Pak platí

∂rU
x(r) =

 

U(x,r)

∇u(y) · y − x
r

dS(y), pro r ∈ (0, R).

Je-li navíc u ∈ C2(U(x,R)), je

∂rU
x(r) =

r

d

 

U(x,r)

∆u(y) dλ(y), ∂2
rU

x(r) = (
1

d
− 1)

 

U(x,r)

∆u(y) dλ(y) +

 

∂U(x,r)

∆u(y) dS(y), pro r ∈ (0, R).

Lemma 24. Bu¤ x ∈ Rd, m ∈ N, m ≥ 2, u ∈ Cm([0,+∞)× Rd), u spl¬uje bodov¥

∂2
t u−∆u = 0 v (0, T )× Rd,

u = u0, ∂tu = u1 v {0} × Rd.

Ozna£íme

Ux(r, t) =

 

∂U(x,r)

u(t, y) dS(y), Ux0 (r) =

 

∂U(x,r)

u0(y) dS(y), Ux1 (r) =

 

∂U(x,r)

u1(y) dS(y).

Pak Ux ∈ Cm([0,+∞)2) a

∂2
t U

x − ∂2
rU

x − d− 1

r
∂rU

x = 0 v (0,+∞)2,

Ux = Ux0 , ∂tU
x = Ux1 v [0,+∞)× {0}.
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Lemma 25. Za p°edpoklad· Lemmatu 24 bu¤ d = 3. Ozna£me pro t, r ≥ 0 funkce Ũx(r, t) := rUx(r, t), Ũx0 (r) :=
rUx0 (r), Ũx1 (r) := rUx1 (r). Pak platí ∂2

t Ũ
x = ∂2

r Ũ
x v (0,+∞)2, Ũx = 0 v [0,+∞)× {0}, Ũx = Ũx0 and ∂tŨx = Ũx1

v {0} × [0,+∞).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 7, 12. 11. 2021

V¥ta 26. Bu¤ d ∈ {2, 3}, g ∈ C3(Rd), h ∈ C2(Rd). De�nujme u p°edpisem

u(t, x) =

 

∂U(x,t)

u0(y) + tu1(y) +∇u0(y) · (y − x) dS(y) pro x ∈ R3 a t ≥ 0, je-li d = 3,

(Kirchho�·v vzorec)

u(t, x) =
1

2

 

U(x,t)

1√
t2 − |x− y|2

(tu0(y) + t2u1(y) + t∇u0(y) · (y − x) dS(y) pro x ∈ R2 a t ≥ 0, je-li d = 2.

(Poisson·v vzorec)

Pak

1. u ∈ C2([0,+∞)× Rd),

2. ∂2
t −∆u = 0 v (0,+∞)× Rd,

3. u = u0, ∂tu = u1 v {0} × Rd.

V¥ta 27. Bu¤ T > 0, f ∈ C2([0, T )×Rd). A´ pro τ ∈ (0, T ) spl¬uje funkce uτ : [τ,+∞)×Rd následující podmínky

1. uτ ∈ C2([0,+∞)× Rd)

2. ∂2
t uτ −∆u = 0 v (τ, T )× Rd,

3. uτ = 0, ∂tuτ = f(τ, ·) v {τ} × Rd.

Pak funkce de�novaná pro t ∈ (0, T ), x ∈ Rd p°edpisem

u(t, x) :=

ˆ t

0
uτ (t, x)dτ

spl¬uje

1. u ∈ C2([0, T )× Rd),

2. ∂2
t −∆u = f v (0, T )× Rd,

3. u = 0, ∂tu = 0 v {0} × Rd.

V¥ta 28. Bu¤ x0 ∈ Rd, t0 > 0, K = {(t, x) ∈ [0,+∞)× Rd; |x− x0| ≤ t0 − t, t ∈ [0, t0]}. Bu¤ u ∈ C2(K) a platí
∂2
t u−∆u = 0 v K, u = 0, ∂tu = 0 v {0} × U(x0, t0). Pak u = 0 v K.

D·sledek. 1) Klasické °e²ení Cauchyovy úlohy pro vlnovou rovnici je ur£ené jednozna£n¥. 2) Informace se pomocí
vlnové rovnice ²í°í pouze kone£nou rychlostí.

Cvi£ení. Dokaºte podobné tvrzení pro okrajovou úlohu. Dokaºte: Je-li T > 0, Ω ⊂ Rd s C1 hranicí, u ∈ C2([0, T ]×
Ω), ∂2

t u−∆u = 0 v [0, T ]× Ω, u = 0 v [0, T ]× ∂Ω, u = 0, ∂tu = 0 v {0} × Ω, je u = 0 v [0, T ]× Ω.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 8, 19.11.2021
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4 Rovnice vedení tepla

Rovnici
∂tu−∆u = f (4.1)

nazýváme rovnice vedení tepla. Rovnici budeme studovat v (0,+∞)×Ω, kde Ω ⊂ Rd je omezená otev°ená mnoºina
s C1 hranicí. Neznámá funkce u m·ºe reprezentovat nap°íklad teplotu, pak zadaná funkce f udává hustotu zdroj·
tepla.

P°íklad. Speciální °e²ení rovnice vedení tepla s f = 0

� u(t, x) = c, c ∈ R °e²í RVT v R× Rd

� Je-li x0 ∈ Rd, t0 ∈ R, °e²í u(t, x) = t− t0 + |x− x0|2/(2d) RVT v R× Rd

� Je-li u ∈ C2((0,+∞)×Rd) °e²ení RVT na (0,+∞)×Rd, je funkce uλ de�novaná pro t > 0, x ∈ Rd p°edpisem
uλ(t, x) = u(λ2t, λx) také °e²ením RVT na (0,+∞)× Rd.

Cvi£ení. Najd¥te sféricky symetrické samopodobné °e²ení RVT na (0,+∞) × Rd, tj. °e²ení RVT, pro které platí
pro v²echny λ > 0, ºe u = uλ na (0,+∞) × Rd a navíc závisí na x pouze p°es jeho normu. Toto °e²ení musí mít
tvar u(t, x) = v(|x|2/t) pro vhodnou funkci v.

P°íklad. Dal²í °e²ení rovnice vedení tepla s f = 0

� Je-li u ∈ C∞((0,+∞) × Rd) °e²ení RVT na (0,+∞) × Rd tvaru u(t, x) = v(|x|2/t), jsou funkce ∂tu a ∂iu
také °e²ením RVT na (0,+∞)× Rd. Platí ∂tu(t, x) = −v′(|x|2/t)|x|2/t2, ∂iu(t, x) = v′(|x|2/t)2xi/t.

Motivováni posledním p°íkladem hledejme °e²ení RVT ve tvaru u(t, x) = t−βv(|x|2/t) pro vhodné β ∈ R. Dosazením
do RVT zjitíme, ºe v musí spl¬ovat oby£ejnou diferenciální rovnici

4v′′(τ)τ + (2d+ τ)v′(τ) + βv(τ) = 0.

Pomocí metody integra£ního faktoru tuto rovnici m·ºeme napsat, pokud je β = d/2, jako([
4v′(τ) + v(τ)

]
τ
d
2

)′
= 0.

Integrací této rovnice dostaneme

v(τ) = e−
τ
4

(
C

ˆ τ

0
s−

d
2 e

s
4ds+D

)
pro jisté C,D ∈ R a τ ∈ (0,+∞). Pro jednoduchost poloºíme C = 0 a D dopo£teme tak, aby

´
Rd u(t, x) dx = 1

pro t > 0, tj. D = (4π)d/2.

De�nice (Fundamentální °e²ení RVT). Funkci

G(t, x) :=


1

(4πt)
d
2

e−
|x|2
4t , pro t > 0

0, pro t ≤ 0

nazveme fundamentální °e²ení rovnice vedení tepla.

De�nice (Prostor testovacích funkcí). Je-li Ω ⊂ Rd neprázdná otev°ená mnoºina, de�nujeme prostor testovacích
funkcí jako mnoºinu

D(Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω); ∃K ⊂ Ω,K kompaktní : sptϕ ⊂ K},

viz nap°. [M. Renardy, 1993], Section 5.1.2.
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V¥ta 29 (Vlastnosti fundamentálního °e²ení RVT). 1) G ∈ C∞(R×Rd\{(0, 0)}, 2) ∂tG−∆G = 0 v R×Rd\{(0, 0)},
3) pro v²echna t > 0 platí

´
Rd G(t, x) dx = 1, G ∈ L1

loc(Rd+1), 4) pro v²echna ϕ ∈ D(Rd+1) platíˆ
Rd+1

G(−∂tϕ−∆ϕ) dλ = ϕ(0, 0).

Poznámka. Pro ψ ∈ D(Rd+1), t ∈ R a x ∈ Rd de�nujeme pro τ ∈ R a ξ ∈ Rd funkci ϕ(τ, ξ) = ψ(t − τ, x − ξ).
Z°ejm¥ je ϕ ∈ D(Rd+1). Dosazením do V¥ty 29 získáme

ψ(t, x) = ϕ(0, 0) =

ˆ
Rd+1

G(−∂τϕ−∆ξϕ) dλ =

ˆ
Rd+1

G(τ, ξ)(∂tψ(t− τ, x− ξ)−∆xϕ(t− τ, x− ξ)) dλ

= ∂tu(t, x)−∆u(t, x), pro

u(t, x) =

ˆ
Rd+1

G(τ, ξ)ψ(t− τ, x− ξ)d(τ, ξ).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 9, 26.11.2021

V¥ta 30 (Klasické °e²ení Cauchyovy úlohy pro RVT). Bu¤ T > 0, QT = (0, T )×Rd, f, ∂tf,∇f,∇2f ∈ L∞(QT )∩
C(QT ). De�nujme pro t ∈ [0, T ), x ∈ Rd

u1(t, x) =

ˆ t

0

ˆ
Rd
G(τ, ξ)f(t− τ, x− ξ)d(τ, ξ).

Pak platí: 1) u1 ∈ C([0, T )× Rd), ∂tu1,∇u1,∇2u1 ∈ L∞(QT ) ∩ C(QT ), 2) ∂tu1 −∆u1 = f pro t > 0, x ∈ Rd, 3)
u1 = 0 v {0} × Rd, 4) ‖u1‖L∞(QT ) ≤ T‖f‖L∞(QT ).

D·kaz. Pomocí V¥ty o substituci aplikujeme na u1 postupn¥ transformace sou°adnic t − τ = σ, ξ = 2
√
t− σy a

σ = tρ. Dostaneme

u1(t, x) =

ˆ t

0

ˆ
Rd
G(t− σ, ξ)f(σ, x− ξ)dξdσ

=

ˆ t

0

ˆ
Rd

(
1√
π

)de−|y|
2
f(σ, x− 2

√
t− σy)dydσ =

ˆ 1

0
t

ˆ
Rd

(
1√
π

)de−|y|
2
f(σ, x− 2

√
t(1− ρ)y)dydρ.

Z posledního vyjád°ení plyne spojitost u1 na [0, T ) × Rd podle Lebesgueovy v¥ty. Majoranta je Ce−|y|
2
s C =

T‖f‖L∞((0,T )×Rd)/(
√
π)d.

Z vyjád°ení pomocí integrálu podle (σ, y) je vid¥t, ºe je moºné u1 derivovat dvakrát podle x. Pot°ebná majoranta
derivací na (0, t)× Ω je C exp(−|y|2) pro dost velké C > 0, podobn¥ jako u spojitosti u1. Dostaneme

∇u1(t, x) =

ˆ t

0

ˆ
Rd

(
1√
π

)de−|y|
2∇f(σ, x− 2

√
t− σy)dydσ, (4.2)

∇2u1(t, x) =

ˆ t

0

ˆ
Rd

(
1√
π

)de−|y|
2∇2f(σ, x− 2

√
t− σy)dydσ. (4.3)

Spojitost ∇u1 a ∇2u1 se ukáºe stejn¥ jako pro u1. Derivaci zprava podle prom¥nné t ozna£íme ∂+
t a spo£ítáme z

de�nice. V t ∈ (0, T ) a x ∈ Rd

∂+
t u1(t, x) = lim

h→0+
(

1√
π

)d
1

h

[ˆ t+h

0

ˆ
Rd
e−|y|

2
f(σ, x− 2

√
t+ h− σy)dydσ −

ˆ t

0

ˆ
Rd
e−|y|

2
f(σ, x− 2

√
t− σy)dydσ

]
= lim

h→0+
(

1√
π

)d
 t+h

t

ˆ
Rd
e−|y|

2
f(σ, x− 2

√
t+ h− σy)dydσ

+ lim
h→0+

(
1√
π

)d
ˆ t

0

ˆ
Rd
e−|y|

2 1

h

(
f(σ, x− 2

√
t+ h− σy)− f(σ, x− 2

√
t− σy)

)
dydσ =: I + II
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Funkce
F (t) =

Zde chybí zbytek d·kazu.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 10, 3.12.2021

V¥ta 31. Bu¤ u0 ∈ C(Rd) ∩ L∞(Rd). De�nujme

u2(t, x) =


ˆ
Rd

(
1√
4πt

)de−
|ξ|2
4t u0(x− ξ)dξ, pro t > 0,

u0(x), pro t = 0.

Pak platí: 1) u2 ∈ C([0,+∞)×Rd)∩C∞((0,+∞)×Rd), 2) ∂tu2−∆u2 = 0 v (0,+∞)×Rd, 3) u2 = u0 v {0}×Rd,
4) ‖u2‖L∞(0,+∞)×Rd ≤ ‖u0‖L∞(Rd).

D·kaz. P°epí²eme u2 pomocí substituce x− ξ = y následovn¥

u2(t, x) =

ˆ
Rd

(
1√
4πt

)de−
|x−y|2

4t u0(y)dy, pro t > 0. (4.4)

Z tohoto vyjád°ení je z°ejmé, ºe je moºné u2 v t > 0 libovoln¥ derivovat podle t a x a výsledné funkce jsou
spojité. Pro majoranty vyuºijeme fakt, ºe t > 0, £ímº se poda°í zvládnout t ve jmenovateli. Ukaºme nap°íklad,
ºe u2 je spojitá v (0,+∞) × Rd. Integrand je jist¥ spojitý v (t, x) ∈ (0,+∞) × Rd, integrovaná funkce je spojitá
v y. Sta£í tedy pro pevné (t0, x0) ∈ (0,+∞) × Rd najít na dostate£n¥ malém okolí U((t0, x0), ε) s ε ∈ (0, t0/2)
integrovatelnou majorantu. P°ipravme si nejd°íve odhad pomocí Youngovy nerovnosti 2x · y ≤ 2|x|2 + |y|2/2, pak
−|x− y|2 = −|x|2 + 2x · y − |y|2 ≤ |x|2 − |y|2/2. Odhadujme pro (t, x) ∈ U((t0, x0), ε)

|( 1√
4πt

)de−
|x−y|2

4t u0(y)| ≤ Ct−
d
2 e
|x|2
4t e

−|y|2
8t ≤ C(t0 − ε)−

d
2 e

(|x0|+ε)
2

4(t0−ε) e−
|y|2
8t .

Na²li jsme tedy majorantu, která dokazuje u2 ∈ C((0,+∞)×Rd). Podobn¥ se ukáºe také u2 ∈ C∞((0,+∞)×Rd).
Máme tedy, ºe ve vyjád°ení (4.4) je moºné prohazovat derivace a integrál, a vzhledem k tomu, ºe G °e²í RVT v
(0,+∞)× Rd dostáváme platnost 3).

Ukaºme nyní u2 ∈ C([0,+∞)× Rd). Za�xujeme x0 ∈ Rd, ε > 0. Chceme ukázat, ºe existují δ > 0 a γ > 0 takové,
ºe pro (t, x) ∈ (0, γ) × U(x0, δ) platí |u(t, x) − u0(x)| ≤ ε. Konstanty γ, δ nastavíme pozd¥ji. Najdeme β > 0 tak,
aby pro y ∈ U(x0, 2β) platilo |u0(y)− u0(x0)| ≤ ε a odhadujme

|u(t, x)− u0(x)| ≤
ˆ
Rd

(
1√
4πt

)de−
|ξ|2
4t |u0(x− ξ)− u0(x0)|dξ

=

ˆ
U(0,β)

(
1√
4πt

)de−
|ξ|2
4t |u0(x− ξ)− u0(x0)|dξ +

ˆ
U(0,β)c

(
1√
4πt

)de−
|ξ|2
4t |u0(x− ξ)− u0(x0)|dξ = I + II.

Zvolíme δ = β, pak pro x ∈ U(x0, δ) a ξ ∈ U(0, β) platí |x−ξ−x0| < 2β a tedy |u0(x−ξ)−u0(x0)| < ε. Dostáváme

I ≤ ε
ˆ
Rd

(
1√
4πt

)de−
|ξ|2
4t dξ = ε.

K odhadu integrálu II pouºijeme omezenost u0, substituci ξ = 2
√
ty a Leviho v¥tu.

II ≤ 2‖u0‖∞
ˆ
U(0, β

2
√
t
)c

(
1√
π

)de−|y|
2
dy → 0, pro t→ 0+.

Je tedy moºné zvolit γ > 0 tak, aby pro t ∈ (0, γ) platilo II < ε. S p°ihlédnutím ke spojitosti u0 dostáváme
spojitost u2 v (0, x0) vzhledem k [0,+∞) × Rd. Dokon£ili jsme d·kaz 1) a 3). Odhad 4) plyne hned z de�nice u2

a vlastnosti fundamentálního °e²ení, viz V¥ta 29, 3).
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Poznámka. Funkce u2 spl¬uje u2 ∈ C∞((0,+∞) × Rd) i za slab²ích p°edpoklad· na u0. Z d·kazu je vid¥t, ºe
nap°íklad sta£í u0 ∈ L∞(Rd) ∪ L1(Rd).

Hladkost u2 v jistém smyslu nezávisí na po£áte£ní podmínce. Je-li pro jisté T > 0, x0 ∈ Rd, R ∈ (0,
√
T ), QR =

(T −R2, T )× U(x0, R) a u2 ∈ C2(Q) °e²í v Q rovnici ∂tu2 −∆u2 = 0, je u ∈ C∞(QR
2

).

V¥ta 32 (Slabý princip maxima na omezené mnoºin¥). Bu¤ Ω ⊂ Rd omezená, otev°ená, T > 0, QT = (0, T )×Ω,
u ∈ C(QT ), Γ = ({0} × Ω) ∪ ([0, T ]× ∂Ω), ∂tu,∇u,∇2u ∈ C(QT \ Γ) a platí ∂tu−∆u ≤ 0 na QT \ Γ. Pak platí

max
QT

u = max
Γ

u.

Poznámka. Γ se nazývá parabolická hranice QT .

D·kaz. D·kaz povedeme sporem. A´ existuje (t0, x0) ∈ QT \ Γ takové, ºe u(t0, x0) = maxQT
u > maxΓ u.

1) Pokud platí ∂tu(t0, x0) − ∆u(t0, x0) < 0 dostaneme snadno spor. V (t0, x0) nabývá u maxima, tedy zde musí
platit nutné podmínky maxima, tj. ∂tu(t0, x0) ≥ 0 a ∂tu(t0, x0) = 0, ∂2

i u(t0, x0) ≤ 0 pro kaºdé i ∈ {1, . . . , d}.
Dohromady dostaneme ∂tu(t0, x0)−∆u(t0, x0) ≥ 0 a to je spor s p°edpokladem tohoto odstavce.

2) V obecném p°ípad¥ de�nujeme funkci v(t, x) = u(t, x) + ε|x|2 a ukáºeme, ºe pro vhodn¥ zvolené malé ε > 0
na ni m·ºeme pouºít odstavec 1). Pro kaºdé ε > 0 platí pro funkci v nerovnost ∂tv −∆v < 0 v QT \ Γ. Mnoºina
Ω je omezená, existuje tedy R > 0 takové, ºe Ω ⊂ U(0, R). Platí tedy ‖u− v‖L∞(QT ) ≤ εR2. De�nujme m =
maxQT

u−maxΓ u > 0 a volme ε > 0 tak, aby εR2 < m/2. Pak platí v(t0, x0) ≥ u(t0, x0)−εR2 > u(t0, x0)−m/2 =

maxΓ u + m −m/2 ≥ maxΓ(v + u − v) + m/2 ≥ maxΓ v − ‖u− v‖L∞(Γ) + m/2 ≥ maxΓ v. Funkce v tedy nabývá
svého maxima na QT v n¥jakém bod¥ z QT \ Γ a to vede ke sporu podle ostavce 1.

V¥ta 33 (Slabý princip maxima pro Cauchyovu úlohu pro rovnici vedení tepla). Bu¤ T > 0, u ∈ C([0, T ]×Rd)∪
L∞((0, T )× Rd), ∂tu,∇u,∇2u ∈ C((0, T ]× Rd) a platí ∂tu−∆u ≤ 0 na (0, T ]× Rd. Pak platí

sup
[0,T ]×Rd

u = sup
{0}×Rd

u.

D·sledek. �e²ení Cauchyovy úlohy pro rovnici vedení tepla je ur£eno jednozna£n¥ ve t°íd¥ funkcí, které jsou
omezené a spl¬ují p°edpoklady na regularitu z V¥ty 33.

D·sledek. �e²ení Cauchyovy úlohy pro rovnici vedení tepla závisí spojit¥ na datech ve t°íd¥ funkcí, které jsou
omezené a spl¬ují p°edpoklady na regularitu z V¥ty 33. A´ T > 0 a funkce u a v jsou omezené a spl¬ují p°edpoklady
na regularitu z V¥ty 33. A´ ∂tu−∆u = f , ∂tv −∆v = g v (0, T ]× Ω, u = u0, v = v0 v {0} × Rd. Pak

‖u− v‖L∞((0,T )×Rd) ≤ ‖u0 − v0‖L∞(Rd) + T‖f − g‖L∞((0,T )×Rd).

Poznámka. Pozor, existují netriviální hladká °e²ení úlohy ∂tu − ∆u = 0 v (0, T ] × Rd, u = 0 v {0} × Rd, viz
[Tichonov, 1935]. Tato °e²ení nemohou být omezená.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 11, 10.12.2021

5 Eliptické rovnice - Laplaceova a Poissonova rovnice

De�nice. Funkci Γ : {z ∈ C;Re(z) > 0} → C de�nujeme p°edpisem

Γ(z) =

ˆ +∞

0
sz−1e−sds.
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Poznámka. Pro z ∈ C s Re(z) > 0 platí Γ(z + 1) = zΓ(z).

Lemma (Objem jednotkové koule). Pro d ∈ N platí

αd := λd(U(0, 1)) =
π
d
2

Γ(d2 + 1)
.

D·kaz. Plyne z integrálu ˆ
Rd

exp(−|x|2) dx.

De�nice. Bu¤ Ω ⊂ Rd, f : Ω → R. Rovnici −∆u = 0 pro neznámou funkci u : Ω → R nazveme Laplaceovou
rovnicí. Rovnici −∆u = f pro neznámou funkci u : Ω→ R nazveme Poissonovou rovnicí.

Fundamentální °e²ení Laplaceovy rovnice získáme integrací fundamentálního °e²ení rovnice vedení tepla podle £asu
t. ??? Vysv¥tlit pro£ ??? Platí

ˆ +∞

0
G(t, x)dt =

(
1

4π

) d
2
ˆ +∞

0
t−

d
2 e−

|x|2
4t dt =

|x|2−d

d(d− 2)αd
.

De�nice. Funkci de�novanou pro x ∈ Rd \ {0} p°edpisem

Φ(x) =


− 1

2π
lg(|x|), pro d = 2,

|x|2−d

d(d− 2)αd
, pro d ∈ N, d > 2,

nazveme fundamentání °e²ení Laplaceovy rovnice.

Lemma. Bu¤ R > 0, α ∈ R. Pak
´
U(0,R) |x|

αdλd(x) < +∞, práv¥ kdyº α > −d.

V¥ta 34 (Vlastnosti fundamentálního °e²ení Laplaceovy rovnice). Fundamentální °e²ení Laplaceovy rovnice spl¬uje
1) Φ,∇Φ ∈ C∞(Rd \ {0})∩L1

loc(Rd), 2) −∆Φ = 0 v Rd \ {0}, 3) pro v²echny ϕ ∈ D(Rd) platí −
´
Rd Φ∆ϕ = ϕ(0).

D·kaz. 1) Hladkost Φ je jasná. Integrovatelnost Φ a ∇Φ plyne z p°edchozího lemmatu.

2) Tato rovnost je cvi£ení na parciální derivace.

3) Tato identita plyne z následující v¥ty.

V¥ta 35 (V¥ta o t°ech potenciálech). Bu¤ Ω ⊂ Rd otev°ená, omezená s C1 hranicí, u ∈ C2(Ω). Pro pevné x ∈ Ω
a y ∈ Rd \ {x} de�nujme Φx(y) = Φ(y − x). Pak pro kaºdé x ∈ Ω platí

u(x) =

ˆ
Ω
−∆uΦx dλ+

ˆ
∂Ω

∂u

∂ν
Φx dS −

ˆ
∂Ω
u
∂Φx

∂ν
dS. (5.1)

D·kaz. D·kaz provedeme pro d > 2. Pro d = 2 se postupuje obdobn¥. Chceme pouºít druhou Greenovu identitu
19 na u a Φx. P°ímo to není moºné, kv·li singularit¥ Φx v x. Proto z Ω vy°ízneme malou kouli. Bu¤ tedy
ρ ∈ (0,dist(x, ∂Ω)). De�nujeme Ωρ := Ω \ U(x, ρ). Na této mnoºin¥ uº je moºné Greenovu identitu na u a Φx

pouºít. Dostaneme

Iρ + IIρ :=

ˆ
Ωρ

∆uΦx − u∆Φx dλ =

ˆ
∂Ωρ

∂u

∂ν
Φx − u

∂Φx

∂ν
dS =: IIIρ + IVρ. (5.2)
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Z V¥ty 34, 2) dostaneme hned IIρ = 0. V ostatních £lenech p°ejdeme k limit¥ ρ → 0+. Za£neme s výrazem
Iρ. Chceme pouºít Lebesgueovu v¥tu. Z°ejm¥ platí ∆uΦxχΩ\U(0,ρ) → ∆uΦx s.v. na Ω. Integrovatelná majoranta
nezávislá na ρ > 0 je funkce ‖∆u‖L∞(Ω)Φx, viz op¥t V¥ta 34. Podle Lebesgueovy v¥ty tedy platí Iρ →

´
Ω ∆uΦx

pro ρ → 0+. Dále si uv¥domíme, ºe ∂Ωρ = ∂Ω ∪ ∂U c(x, ρ) a pro y ∈ ∂U c(x, ρ) platí Φx(y) = ρ2−d/(d(d − 2)αd).
Odhadneme

|
ˆ
∂Uc(x,ρ)

∂u

∂ν
ΦxdS| ≤

ρ

d− 2
‖∇u‖∞ → 0, pro ρ→ 0+.

Platí tedy

IIIρ →
ˆ
∂Ω

∂u

∂ν
Φx dS pro ρ→ 0+.

Kone£n¥ pro y ∈ ∂U c(x, ρ) spo£ítáme

ν(y) =
x− y
|x− y|

, ∇Φx(y) = − 1

dαd

y − x
|y − x|d

,
∂Φx

∂ν
(y) =

1

dαd

1

|y − x|d−1
= (

ˆ
∂Uc(x,ρ)

1 dS)−1. (5.3)

Z p°ede²lého a ze spojitosti u v bod¥ x dostáváme

IVρ = −
ˆ
∂Ω
u
∂Φx

∂ν
dS −

 
∂Uc(x,ρ)

u dS → −
ˆ
∂Ω
u
∂Φx

∂ν
dS − u(x) pro ρ→ 0+.

Limitní p°echod k ρ→ 0+ v (5.2) a p°euspo°ádání £len· v získané rovnosti dává (5.1).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konec p°edná²ky 12, 17.12.2021

Zna£ení. Pro x ∈ Rd de�nujeme funkci Φx : Rd \ {x} → R p°edpisem Φx(y) = Φ(y − x) pro y ∈ Rd \ {x}.

De�nice. Bu¤ f : Rd → R. �ekneme, ºe u : Rd → R klasické °e²ení Poissonovy rovnice s pravou stranou f na
Rd, pokud u ∈ C2(Rd) a platí −∆u = f na Rd.

V¥ta 36 ([Evans, 2010], Sekce 2.2, Theorem 1). Bu¤ f ∈ D(Rd). Pak funkce u : Rd → R de�novaná pro x ∈ Rd
p°edpisem

u(x) =

ˆ
Rd
f(y)Φ(x− y) dλ(y) =

ˆ
Rd
f(x− y)Φ(y) dλ(y)

je klasické °e²ení Poissonovy rovnice s pravou stranou f na Rd.

D·kaz. Regularita plyne z V¥ty o derivování Lebesgueova integrálu podle parametru. Spln¥ní rovnice je d·sledkem
V¥ty 35.

De�nice (Harmonické funkce). Bu¤ Ω ⊂ Rd neprázdná otev°ená mnoºina. �ekneme, ºe u : Ω→ R je harmonická
v Ω (pí²eme u ∈ H(Ω)), pokud u ∈ C2(Ω) a ∆u(x) = 0 pro v²echna x ∈ Ω (tj. u bodov¥ °e²í Laplaceovu rovnici
v Ω v klasickém slova smyslu).

P°íklad. Bu¤ a ∈ Rd, b ∈ R. Funkce u(x) = a · x+ b pro x ∈ Rd jsou harmonické na Rd.

Funkce de�novaná u(x) = x1x2 pro x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd je harmonická na Rd.

Funkce Φ je harmonická na Rd \ {0}.

Bu¤ x ∈ Rd. Funkce Φx je harmonická na Rd \ {x}.

V¥ta 37 (V¥ta o pr·m¥ru). Bu¤ Ω ⊂ Rd neprázdná otev°ená mnoºina, u ∈ H(Ω). Pro kaºdou kouli U := U(x, r)
takovou, ºe U ⊂ Ω, platí

u(x) =

 
∂U
u dS =

 
U
u dλ. (5.4)
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D·kaz. D·kaz provedeme pro d > 2, p°ípad d = 2 lze dokázat analogicky. Jelikoº je funkce u harmonická, dostáváme
z V¥ty 35 (p°i zachování zna£ení z této v¥ty)

u(x) =

ˆ
∂U

∂u

∂ν
Φx dS −

ˆ
∂U
u
∂Φx

∂ν
dS =: I + II. (5.5)

Funkce Φx je na ∂U konstantní. Ozna£íme tuto hodnotu Φ0 a spo£ítáme I pomocí V¥ty 18

I = Φ0

ˆ
∂U

∂u

∂ν
dS =

ˆ
U

∆u dλ = 0.

Podobn¥ jako v d·kazu V¥ty 35, viz (5.3), spo£ítáme, ºe na ∂U je

∂Φx

∂ν
= −(

ˆ
∂U

1 dS)−1.

Dosazením tohoto vztahu do (5.5) dostaneme tvrzení o sférickém pr·m¥ru.

Dále po£ítáme pomocí Lemmatu 21 a pomocí jiº dokázané rovnosti pro r > 0 taková, ºe U(x, r) ⊂ Ω

∂r(

ˆ
U(x,r)

u dλ− αdrdu(x)) =

ˆ
∂U(x,r)

u dS − dαdrd−1u(x) = 0.

Jelikoº je limr→0+

´
U(x,r) u dλ− αdr

du(x) = 0, musí platit
´
U(x,r) u dλ− αdr

du(x) = 0, pokud U(x, r) ⊂ Ω.

V¥ta 38 (Silný princip maxima). Bu¤ Ω ⊂ Rd neprázdná, otev°ená a souvislá mnoºina, u ∈ H(Ω) a existuje
x0 ∈ Ω takové, ºe u nabývá v bod¥ x0 svého (i neostrého) globálního extrému. Pak je u na Ω konstantní a v Ω platí
u = u(x0).

D·kaz. Ozna£me U = {x ∈ Ω;u(x) = u(x0)}. Mnoºina U je zjevn¥ uzav°ená v Ω. Ukáºeme, ºe tato mnoºina je i
otev°ená. Ze souvislosti mnoºiny Ω pak hned dostaneme U = Ω. Volme tedy bod x ∈ U . Bod x je bodem maxima
funkce u. Existuje tedy r > 0 takové, ºe u ≤ u(x) na U(x, r). Z V¥ty o pr·m¥ru 37 dostáváme

0 = u(x)−
 
U(x,r)

u dλ =

 
U(x,r)

(u(x)− u(y)) dλ(y).

Protoºe pro y ∈ U(x, r) platí u(x)− u(y) ≥ 0 musí pro tato y platit u(x) = u(y) a tedy U(x, r) ⊂ U . Mnoºina U
je tedy otev°ená.

De�nice (Dirichletova úloha pro Laplace-Poissonovu rovnici). Bu¤ Ω ⊂ Rd neprázdná, otev°ená mnoºina. Bu¤te
dále g : ∂Ω → R a f : Ω → R. �ekneme, ºe u je klasickým °e²ením Dirichletovy úlohy pro Laplace-Poissonovu
rovnici (s daty g, f) v Ω, pokud 1) u ∈ C2(Ω) ∪ C(Ω), 2) −∆u = f v Ω, 3) u = g na ∂Ω.

V¥ta 39. Bu¤ Ω ⊂ Rd neprázdná, otev°ená a omezená mnoºina. Bu¤te dále ϕ : ∂Ω → R a f : Ω → R. Klasické
°e²ení Dirichletovy úlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty g, f v Ω je ur£ené jednozna£n¥.

D·kaz. A´ jsou u, v dv¥ klasická °e²ení Dirichletovy úlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici s daty ϕ, f v Ω. Pak
funkce w := u − v spl¬uje w ∈ C(Ω). Nabývá tedy v Ω svého maxima i minima. Pokud nabývá svého maxima i
minima na ∂Ω, je w = 0 na Ω a tedy u = v na Ω. Dále víme, ºe w ∈ H(Ω). Pokud w nabývá svého maxima v Ω,
plyne z V¥ty 38, ºe je w konstantní na Ω. Protoºe je w ∈ Ω a w = 0 na ∂Ω, musí být op¥t w = 0 na Ω. Podobn¥
se postupuje také v p°ípad¥, ºe w nabývá svého minima v Ω.

De�nice (Greenova funkce). Bu¤ Ω ⊂ Rd otev°ená, omezená s C1 hranicí. P°edpokládejme, ºe pro kaºdé x ∈ Ω
existuje funkce Ψx, °e²ení problému 1) Ψx ∈ C(Ω) ∩ H(Ω), 2) Ψx = Φx na ∂Ω. Funkci G : Ω2 → R de�novanou
p°edpisem G(x, y) = Φx(y)−Ψx(y) pro x, y ∈ Ω nazveme Greenovou funkcí Laplaceovy-Poissonovy úlohy na Ω.
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V¥ta 40 (Reprezentace °e²ení Laplaceovy-Poissonovy rovnice pomocí Greenovy funkce). Bu¤ Ω ⊂ Rd otev°ená,
omezená s C1 hranicí. P°edpokládejme, ºe existuje Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy úlohy na Ω. Bu¤ f ∈
C2(Ω), g ∈ C(∂Ω), u ∈ C2(Ω) klasické °e²ení Dirichletovy úlohy pro Laplace-Poissonovu rovnici (s daty ϕ, f) v
Ω. Pak pro x ∈ Ω platí

u(x) =

ˆ
Ω
f(y)G(x, y) dλ(y)−

ˆ
∂Ω
g(y)∇yG(x, y) · ν(y) dS(y).

D·sledek. Bu¤ Ω ⊂ Rd otev°ená, omezená s C1 hranicí. P°edpokládejme, ºe existuje Greenova funkce Laplaceovy-
Poissonovy úlohy na Ω. Pak pro x ∈ Ω platí

1 = −
ˆ
∂Ω
∇yG(x, y) · ν(y) dS(y).

V¥ta 41. Bu¤ R > 0, Ω = U(0, R). Greenova funkce Laplaceovy-Poissonovy úlohy na Ω je de�nována p°edpisem

G(x, y) =
1

(d− 2)dαd

[
|y − x|2−d −

(
|x|
R

)2−d
|y − R2

|x|
x|2−d

]
pro x, y ∈ Ω.

Navíc platí

−∇yG(x, y) · ν(y) =
1

R

R2 − |x|2

|x− y|d
.

V¥ta 42. Bu¤ R > 0, g ∈ C(∂U(0, R)). De�nujme

u(x) =


g(x), pro x ∈ ∂U(0, R),

1

dαd

1

R

ˆ
∂U(0,R)

g(y)
R2 − |x|2

|x− y|d
dS(y), pro x ∈ U(0, R).

Pak je u klasické °e²ení Dirichletovy úlohy pro Laplaceovu Poissonovu rovnici s daty g a f = 0 v U(0, R).
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6 Cvi£ení Poslední zm¥na: 16.12.2021 22:25:18

1 Skute£ný pr·b¥h cvi£ení.

1.1 1.10.

Zna£ení, korektnost podle Hadamarda

Zde n¥co chybí.

1.2 26.11.

1. Bu¤ l > 0, u0 : [0, l] → R. Najd¥te pomocí Fourierovy metody rozd¥lení prom¥nných kandidáta na °e²ení
problému

∂tu− ∂2
xu = 0, v (0,+∞)× (0, l), (6.1)

u = u0, v {0} × [0, l], (6.2)

u = 0, v [0,+∞)× {0, l}. (6.3)

Ukaºte, ºe, je-li u0 ∈ L1(0, l), spl¬uje kandidát na °e²ení u ∈ C∞((0,+∞) × [0, l]). Ukaºte, ºe kandidát spl¬uje
rovnici (6.1) a (6.2).

Ukaºte, ºe, je-li u0 ∈ C1([0, l]) a u0(0) = u0(l) = 0, je u ∈ C([0,+∞)× [0, l]) a platí rovnice (6.3).

1.3 3.12.

2. Rozmyslete si, ºe v úloze ze Sekce 1.2 je moºné oslabit p°edpoklady na u0 ∈ C0,1([0, l]), u0(0) = u0(l) = 0.
3. V úloze ze Sekce 1.2 poloºte u0(x) = min(x, l − x) pro x ∈ (0, l) a spo£t¥te °e²ení. 4. V úloze ze Sekce 1.2
poloºte l = π a u0(x) = sin(x) + 3 sin(3x) pro x ∈ (0, π) a spo£t¥te °e²ení.

5. Bu¤ f : (0,+∞)× (0, l)→ R. Najd¥te kandidáta na °e²ení problému

∂tu− ∂2
xu = f, v (0,+∞)× (0, l), (6.4)

u = 0, v {0} × [0, l], (6.5)

u = 0, v [0,+∞)× {0, l}. (6.6)

Ukaºte, ºe, je-li f ∈ C2([0,+∞)× [0, l])∩L∞([0,+∞)× [0, l]), f = f ′′ = 0 v [0,+∞)×{0, l}, je u ∈ C2([0,+∞)×
[0, l]) a spl¬uje (6.4), (6.5) and (6.6).

6. Bu¤ u0 : [0,+∞)→ R, f : (0,+∞)2 → R. Najd¥te kandidáta na °e²ení problému

∂tu− ∂2
xu = 0, v (0,+∞)× (0,+∞), (6.7)

u = u0, v {0} × [0,+∞], (6.8)

u = 0, v [0,+∞)× {0}. (6.9)

Ukaºte, ºe, je-li u0 ∈ L1(0,+∞) a f = 0, spl¬uje kandidát na °e²ení u ∈ C∞((0,+∞) × [0,+∞)). Ukaºte, ºe
kandidát spl¬uje rovnici (6.7) a (6.8).

Ukaºte, ºe, je-li u0 ∈ C1([0,+∞)) ∩ L∞([0,+∞)), f = 0 a u0(0) = 0, je u ∈ C([0,+∞)× [0,+∞)) a platí rovnice
(6.9).
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Ukaºte, ºe, je-li u0 = 0 a f ∈ C2([0,+∞)2) ∩ L∞([0,+∞)2), f = f ′′ = 0 v [0,+∞) × {0}, je u ∈ C2([0,+∞)2) a
spl¬uje (6.7), (6.8) and (6.9).

1.4 10.12.

1.5 17.12.

2 P°íklady na cvi£ení.

2.1 Notace

7. Spo£t¥te ∆u a D(∆u), je-li u(x) = |x|2−d pro x ∈ Rd, d > 2. Spo£t¥te ∆u a D(∆u), je-li u(x) = lg(|x|) pro
x ∈ Rd, d = 2

Výsledek:

D(∆u) = D(u) = Rd \ {0}, ∆u = 0

8. Spo£t¥te ∂tu−∆u a D(∂t −∆u), je-li u(t, x) = (4t)−d/2 exp(−|x|2/4t) pro x ∈ Rd a t > 0.

Výsledek:

∂tu−∆u = 0 pro x ∈ Rd a t > 0.

9. Spo£t¥te ∂2
t u−∆u, je-li u(t, x) = χ(0,+∞)(ct− |x|)/

√
(ct)2 − |x|2 pro x ∈ R2 a t > 0.

Výsledek:

D(∂2
t u−∆u) = (0,+∞)× R2 \ {(t, x) ∈ R× R2; ct = |x|}, ∂2

t u−∆u = 0.

2.2 Korektnost podle Hadamarda

10. Bu¤ c ∈ R. Ukaºte, ºe u(t, x) := ct pro t, x ∈ R °e²í úlohu ∂2
t u±∂2

xu = 0 s po£áte£ní podmínkou u(0, x) = 0
pro x ∈ R.

11. Bu¤ n ∈ N. Ukaºte, ºe u(t, x) := exp(−
√
n) cos(nx) sinh(nt)/n pro t, x ∈ R °e²í úlohu ∂2

t u + ∂2
xu = 0 s

po£áte£ní podmínkou u(0, x) = 0, ∂tu(0, x) = exp(−
√
n) cos(nx) pro x ∈ R. Zkoumejte chování u(0, ·) a u(1, ·) pro

n→ +∞.

12. Uvaºte úlohu z p°edchozího p°íkladu na (0,+∞)×(−π/2, π/2) navíc s okrajovou podmínkou u(t,±π/2) = 0
pro t > 0. Ukaºte, ºe není dob°e zadaná nap°. v prostorech L∞ nebo C.

13. Najd¥te °e²ení rovnice ∂tu− ∂2
xu = 0 na (0,+∞)× R s po£áte£ní podmínkou u(0, x) = 0 pro x ∈ R.

Výsledek:

u = 0

14. Najd¥te netriviální °e²ení p°edchozí úlohy, viz [Tichonov, 1935].

� Zvolte α ∈ (1, 2), de�nujte An = [αn+ 1]! a ukaºte, ºe °ada
∑+∞

n=0 1/ n
√
An konverguje.
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� Podle d·kazu na stran¥ 63 knihy [Carleman, 1926] existuje nenulová F ∈ C∞(R) taková, ºe pro v²echna
n ∈ {0, . . . } a pro v²echna t ∈ R platí F (n)(0) = 0 a |F (n)(t)| ≤ An.

� De�nujte u(t, x) =
∑+∞

n=0 F
(n)(t)x2n/(2n)! a ukaºte, ºe tato °ada spolu se v²emi jejími formálními derivacemi

konverguje lokáln¥ stejnom¥rn¥ na R2 a tedy u ∈ C∞(R2).

� Ukaºte, ºe funkce u °e²í zadanou rovnici i po£áte£ní podmínku a je netriviální.

2.3 Lineární a kvazilineární PDR 1. °ádu

Nalezn¥te charakteristiky a (metodou charakteristik) °e²ení následujících rovnic:

15. ux = 6x2uy.

Výsledek:

u(x, y) = F (2x3 + y), kde F je libovolná hladká funkce. 16. ut + aux = 0, u(x, 0) = sinx, (a 6= 0).

Výsledek:

u(x, t) = sin(x− at). 17. ut + xux + tu = 0, u(x, 0) = sinx.

Výsledek:

u(x, t) = e−
t2

2 sin(xe−t). 18. (z + y − x)ux + (z + x− y)uy + zuz = 0.

Výsledek:

u(x, y, z) = Φ(x+ y − 2z, z2(x− y)), kde Φ je libovolná hladká funkce dvou prom¥nných.

19. Odvo¤te, ºe °e²ení Cauchyovy úlohy ut + aux = 0, u(x, 0) = ϕ(x), (a 6= 0) je toto: u(x, t) = ϕ(x− at) je²t¥
jinak, neº metodou charakteristik.

Návod:

Nalezn¥te charakteristiky a (metodou charakteristik) °e²ení následujících rovnic:

20. ux + yuy = 0, u(0, y) = 1
y .

Výsledek:

u(x, y) = ex/y. 21. ut + uux = 0, u(x, 0) = ϕ(x), kde

1. ϕ(x) = 0 pro x ≤ 0, ϕ(x) = x pro x > 0,

2. ϕ(x) = −x pro x ≤ 0, ϕ(x) = 0 pro x > 0.

3. ϕ(x) = 0 pro x ≤ 0, ϕ(x) = 1 pro x ≥ 1, ϕ spojitá a po £ástech a�nní funkce.

4. ϕ(x) = 1 pro x ≤ 0, ϕ(x) = 0 pro x ≥ 1, ϕ spojitá a po £ástech a�nní funkce.

5. ϕ(x) = sinx.

Výsledek:

Protoºe pro tuto rovnici mají charakteristiky, vycházející z bodu [x0, 0], sm¥rnici 1/ϕ(x0) (spo£t¥te si to!), lze
odtud odvodit, ºe v prvních t°ech p°ípadech existuje globální klasické °e²ení, zatímco v dal²ích dvou je klasické
°e²ení de�nováno pouze lokáln¥. 22. xzzx + yzzy = x2 + y2 + z2, z(1, y) = y2.
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Výsledek:

u(x, y) = 2(x2 + y2) lnx− y4

x2
.

23.∗ Metodou charakteristik °e²te následující úlohu5 pro neznámou funkci w = w(y, t):

∂w

∂t
=

Mσ

σ − y − sw

(
1 + sd

∂w

∂y

)
, y ∈ R , t > 0 ,

w(y, 0) = 0 , y ∈ R .

M , σ, s, d jsou kladné (známé) konstanty. Uvaºujte |y| < σ a t > 0 dostate£n¥ malé.

Návod:

Výsledek:

w(y, t) = 1
s(d+1)

(
σ − y −

√
(σ − y)2 − 2s(d+1)Mσt

)
.

24. Nalezn¥te °e²ení systému rovnic

Ut(x, t) +A · Ux(x, t) = 0 , x ∈ R , t > 0 , (6.10)

U(x, 0) = F (x) , x ∈ R , (6.11)

kde A =

(
0 8
2 0

)
, U =

(
u1

u2

)
, F =

(
f
g

)
, a f(x), g(x) jsou dané funkce.

Návod:

25. Pro obecný systém s rovnic tvaru (6.10) ukaºte, ºe pokud A je konstantní s× s diagonalizovatelná matice,
lze postup z p°edchozího p°ípadu vºdy pouºít a nalézt °e²ení takového systému. P°ipome¬te si, ºe matice mající
r·zná reálná vlastní £ísla je diagonalizovatelná.

2.4 Kanonický tvar lineárních PDR 2. °ádu ve dvou prom¥nných

Ur£ete typ PDR, p°eve¤te ji do kanonického tvaru a na£rtn¥te reálné charakteristiky. 26. uxx − yuyy = 0
27. xuxx − 2

√
xyuxy + yuyy + 1

2uy = 0, x, y > 0 28. 2uxx + 2uxy + uyy + 4ux + 4uy + u = 0

2.5 �e²ení lineárních rovnic 2. °ádu ve dvou prom¥nných

29. Nech´ u ∈ C2(R) je °e²ením rovnice auxx + 2buxy + cuyy = 0 s a 6= 0. Dokaºte, ºe je-li tato rovnice
parabolická, pak existují funkce F,G ∈ C2(R) takové, ºe u(x, y) = F (mx + y) + xG(mx + y), kde m = −b/a.
Varianta 4. A´ a, b, c ∈ R, a 6= 0 a u ∈ C2(R) °e²í rovnici auxx + 2buxy + cuyy = 0 v R2. A´ f ∈ C2(R), g ∈ C1(R)
a u °e²í po£áte£ní podmínku u(x, 0) = f(x), uy(x, 0) = g(x) pro x ∈ R. Ozna£me ∆ = b2 − ac a p°edpokládejme
∆ > 0. Ozna£me φx = −(b+

√
∆)/a a ψx = −(b−

√
∆)/a a p°edpokládejme φx, ψx 6= 0. Pak

u(x, y) =
1

φx − ψx
(φxf(x+

y

φx
)− ψxf(x+

y

ψx
)) +

φxψx
ψx − φx

ˆ x+ y
φx

x+ y
ψx

g(s) ds. (6.12)

Náznak d·kazu: charakteristické rovnice jsou y′(x) = (b±
√

∆)/a a charakteristiky tedy y(x) = φxx+ c a y(x) =
ψxx + c pro c ∈ R. Transformaci sou°adnic zvolíme φ(x, y) = y + φxx), ψ(x, y) = y + ψxx. Po transformaci
U(φ(x, y), ψ(x, y)) = u(x, y) dostáváme rovnici Uξη = 0 a po vy°e²ení U(ξ, η) = G(ξ/φx) + F (η/ψx) a u(x, y) =
G(x+ y/φx) + F (x+ y/ψx).

5Výsledek této úlohy se uplatní v d·kaze v¥ty Cauchyho-Kowalevské .
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Pro dopo£tení tvaru °e²ení vyuºijeme linearity rovnice a p°íklad rozd¥líme na dva p°ípady. P°edpokládejme na
chvíli, ºe g = 0 na R. Po dosazení do po£áte£ní podmínky dostáváme rovnice

G′(x) + F ′(x) = f ′(x),
1

φx
G′(x) +

1

ψx
F ′(x) = 0,

tedy F (x) = ψx
ψx−φx f(x) + c a G(x) = φx

φx−ψx f(x) + d pro vhodné c, d ∈ R. Dohromady

u(x, y) =
1

φx − ψx
(φxf(x+

y

φx
)− ψxf(x+

y

ψx
)),

coº je první £ást vzorce (6.12). Fakt, ºe c+ d = 0 plyne z po£áte£ní podmínky pro u.

Je-li f = 0 dostáváme po dosazení do po£áte£ní podmínky rovnice

G′(x) + F ′(x) = 0,
1

φx
G′(x) +

1

ψx
F ′(x) = g(x),

tedy

G(x) =

ˆ x

0
g(s) ds

ψxφx
ψx − φx

+ c, F (x) =

ˆ x

0
g(s) ds

ψxφx
φx − ψx

+ d,

kde c, d ∈ R jsou vhodn¥ zvoleny. Po dosazení do spo£teného tvaru °e²ení a po£áte£ních podmínek dostáváme

u(x, y) =
φxψx
ψx − φx

ˆ x+ y
φx

x+ y
ψx

g(s) ds,

coº je druhá £ást (6.12).

Nalezn¥te °e²ení Cauchyovy úlohy 30. 4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y
1+y2

(2ux − uy) = 0 v R2, u(x, 0) = f(x)

a uy(x, 0) = g(x) pro x ∈ R, kde f ∈ C2(R) a g ∈ C1(R) jsou zadané funkce. 31. uxx − 2 sin(x)uxy − (3 +
cos2(x))uyy + ux + (2 − sin(x) − cos(x))uy = 0 v R2, u(x, cos(x)) = 0, uy(x, cos(x)) = e−x/2 cos(x) pro x ∈ R.
32. uxx + 2 cos(x)uxy − sin2(x)uyy − sin(x)uy = 0 v R2, u(x, sin(x)) = x + cos(x), uy(x, sin(x)) = sin(x) pro
x ∈ R. 33. (1− cos(y))uxx + cos(y)uxy −uyy − sin(y)

2−cos(y)(ux−uy) = 0 v R2, u(x, 0) = 2x, uy(x, 0) = 1 pro x ∈ R.
34. 2uxx+ 2uxy−4uyy−3ux+ 3uy = 0 v R2, u(x, 0) = 2e

x
2 , uy(x, 0) = 0 pro x ∈ R. 35. utt−a2uxx = |x| v R2,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 pro x ∈ R. Ukaºte, ºe u 6∈ C3(R2). 36. Bu¤ a > 0, f(x, t) = at pro x ≤ at a f(x, t) = x
pro x > at. Ukaºte, ºe Cauchyova úloha utt − a2uxx = f v R × (0,+∞), u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 pro x ∈ R nemá
°e²ení u ∈ C2(R× (0,+∞).

2.6 Klasi�kace PDR 2. °ádu s konstantními koe�cienty v Rn

Ur£ete kanonický tvar a typ rovnice 37. uxx+2uxy−2uxz +2uyy+6uzz = 0, u = u(x, y, z) 38. 4uxx−4uxy−
2uyz + uy + uz = 0, 39. uxy − uxz + ux + uy − uz = 0, 40. uxx + 2uxy + 2uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 3utt = 0,
41. ∂2

1u+ 2
∑n

k=2 ∂k∂ku− 2
∑n−1

k=1 ∂k∂k+1u = 0 42. ∂2
1 − 2

∑n
k=2(−1)k∂k−1∂ku = 0,

2.7 Charakteristiky

Bu¤ x ∈ Rn, m ∈ N, Φ : Rn → R, Φ ∈ Cm(U(x)), Φ(x) = 0, ∂nΦ(x) 6= 0, Lu =
∑
|α|=mAα(x)Dαu + b, kde

Aα : Rn → RN×N , u : Rn → RN .

43. Ukaºte, ºe plocha S = {x ∈ Rn; Φ(x) = 0} je charakteristická v bod¥ x práv¥ tehdy, kdyº

det(
∑
|α|=m

Aα(x)(∇Φ)α(x)) = 0.
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Ukaºte, ºe plocha S = {x ∈ Rn; Φ(x) = 0} je charakteristická práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdé x ∈ S platí

det(
∑
|α|=m

Aα(x)(∇Φ)α(x)) = 0.

44. A´ Lu =
∑n

α=1Aα(x) ∂u
∂xα

. Ur£ete podmínku pro charakteristickou plochu. Bu¤ navíc N = 1. Jak charak-
teristická plocha souvisí s charakteristickou k°ivkou rovnice Lu = 0?

Charakterizujte charakteristické plochy pro rovnice 45. ∆u = 0, kde ∆ =
∑n

k=1 ∂
2
xα 46. ∂tu − ∆u = 0

47. ∂2
t u−∆u = 0

48. Uvaºme systém pro neznámé funkce (u, v, w) prom¥nných (x, y)

∂xu = v

∂yu = w

∂xv + ∂yw = 0

Jedná se o Laplaceovu rovnici p°epsanou jako systém. Cht¥li bychom tedy, aby tento systém byl eliptický. Pokud
bychom jako jeho hlavní £ást zvolili pouze £leny nejvy²²ího °ádu

Lp(ξ) =

∂x 0 0
∂y 0 0
0 ∂x ∂y


dostali bychom detLp(ξ) = 0. Budeme postupovat podle [M. Renardy, 1993, Sekce 2.1.3]. Kaºdému sloupci p°i°a-
díme celá £ísla tj a kaºdému °ádku celá £ísla sj tak, aby °ád diferenciálního operátoru ve sloupci j a °ádku k byl
men²í nebo roven tj + sk. Za hlavní £ást vezmeme pouze tu £ást diferenciálního operátoru, která má °ád tj + sk.
�ísla volíme tak, aby detLp(iξ) nebyl identicky roven 0. Najd¥te tj a sk a ukaºte, ºe poté je systém eliptický, tj.
neexistují netriviální vlastní sm¥ry.

49. Stokes·v systém v R3 má tvar −∆u +∇p = 0, div u = 0 pro neznámé funkce u : R3 → R3, p : R3 → R.
Jak vypadají charakteristické plochy?

2.8 Vlastní £ísla druhé derivace

50. Bu¤ l > 0 a ϕ ∈ C1([0, l]), ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Pak existuje jednozna£n¥ ur£ené roz²í°ení ϕ̃ de�nované na
R, které je liché vzhledem k bodu 0 a 2l periodické. Navíc platí ϕ̃ ∈ C1(R) a ϕ̃ je liché vzhledem k bodu l. Je-li
ϕ ∈ C2([0, l]) a ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = 0, je téº ϕ̃ ∈ C2(R). Dokaºte.

51. Najd¥te vlastní £ísla a funkce druhé derivace na intervalu (0, l) s okrajovou podmínkou w(0) = 0, w(l) = 0.
Tedy najd¥te λ ∈ R a w ∈ C2([0, l]), w(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice −w′′ = λw v (0, l).

52. Najd¥te λ ∈ R a w ∈ C2([0, l]), w(0) = 0, w′(l) = 0, aby platila rovnice −w′′ = λw v (0, l).

53. Najd¥te λ ∈ R a w ∈ C2([0, l]), w′(0) = 0, w(l) = 0, aby platila rovnice −w′′ = λw v (0, l).

54. Najd¥te λ ∈ R a w ∈ C2([0, l]), w′(0) = 0, w′(l) = 0, aby platila rovnice −w′′ = λw v (0, l).

2.9 Vlnová rovnice

Bu¤ a > 0. V této sekci budeme °e²it rovnice

utt − a2uxx = 0 v R2 (6.13)

utt − a2uxx = f v R2 (6.14)
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pro neznámou funkci u : R2 → R.

55. A´ Ω ⊂ R2 je konvexní oblast a u ∈ C2(Ω °e²í bodov¥ (6.13). Pak existují P,Q ∈ C2(R2) takové, ºe
u(x, t) = P (x− at) +Q(x+ at). Dokaºte.

56. Bu¤ dáno ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R). Najd¥te °e²ení (6.13) s po£áte£ní podmínkou u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) =
ψ(x) pro x ∈ R. Ukaºte, ºe °e²ení u je ur£ené jednozna£n¥ a u ∈ C2(R2).

57. Ukaºte, ºe pokud navíc k p°edpoklad·m p°edchozí úlohy existuje x0 ∈ R tak, ºe pro x ∈ R : ϕ(x0 + x) =
ϕ(x0−x), ψ(x0 +x) = ψ(x0−x) (ϕ a ψ jsou sudé kolem bodu x0) má stejnou vlastnost i °e²ení u. Speciáln¥ potom
platí pro t ∈ R, ºe ux(x0, t) = 0.

58. Ukaºte, ºe pokud navíc k p°edpoklad·m p°edchozí úlohy existuje x0 ∈ R tak, ºe pro x ∈ R platí ϕ(x0 +x) =
−ϕ(x0 − x), ψ(x0 + x) = −ψ(x0 − x) (ϕ a ψ jsou liché kolem bodu x0), má stejnou vlastnost i °e²ení u. Speciáln¥
potom platí pro t ∈ R, ºe u(x0, t) = 0.

59. Nech´ f ∈ C2(R2) a uvaºme Cauchy·v problém (6.14) s po£áte£ní podmínkou u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 pro
x ∈ R. Výpo£tem ukaºte, ºe existuje práv¥ jedno °e²ení.

60. Je-li navíc funkce f lichá podle bodu x0 ∈ R, je téº °e²ení liché podle bodu x0. Speciáln¥ je pro t ∈ R
u(0, t) = 0.

61. Uvaºujme (6.14) s po£áte£ní podmínkou u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) pro x ∈ R, kde f ∈ C1(R2),
ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R) jsou sudé podle x0 ∈ R. Pak °e²ení je pro v²echny t ∈ R také sudé podle x0 a tedy ux je
lichá podle x0 a tedy ux(0, t) = 0 pro t ∈ R.

62. Ukaºte, ºe okrajová úloha utt − a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0,+∞) × R =: Ω, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
pro x ∈ (0,+∞), u(0, t) = 0 pro t ∈ R, kde ϕ ∈ C2([0,+∞)), ψ ∈ C1([0,+∞)), ϕ(0) = ψ(0) = ϕ′′(0) = 0 má
práv¥ jedno °e²ení u ∈ C2(Ω) a odvo¤te pro n¥j vzorec.

63. Ukaºte, ºe okrajová úloha utt − a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0,+∞) × R =: Ω, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
pro x ∈ (0,+∞), ux(0, t) = 0 pro t ∈ R, kde ϕ ∈ C2([0,+∞)), ψ ∈ C1([0,+∞)), ϕ′(0) = ψ′(0) = 0 má práv¥
jedno °e²ení u ∈ C2(Ω) a odvo¤te pro n¥j vzorec.

64. a) �e²te Fourierovou metodou úlohu utt − a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)×R =: Ω, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) =
ψ(x) pro x ∈ (0, l), u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 pro t ∈ R. Ur£ete, za jakých p°edpoklad· na funkce ϕ, ψ Fourierova
°ada stejnom¥rn¥ konverguje ke klasickému °e²ení, a se£t¥te ji. Jaké jsou nutné a posta£ující podmínky pro existenci
klasického °e²ení?

b) Pomocí Duhamelova principu °e²te úlohu utt−a2uxx = f pro (x, t) ∈ (0, l)×R =: Ω, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 pro
x ∈ (0, l), u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 pro t ∈ R. Jaké jsou posta£ující podmínky na funkci f pro existenci klasického
°e²ení?

c) �e²te úlohu utt − a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× R =: Ω, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 pro x ∈ (0, l), u(0, t) = α1(t),
ux(l, t) = α2(t) pro t ∈ R. Jaké jsou posta£ující podmínky na funkce α1 a α2 pro existenci klasického °e²ení?

d) Speciální p°ípad p°ede²lého. �e²te úlohu utt − uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, 1)×R =: Ω, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 pro
x ∈ (0, 1), u(0, t) = α(t), ux(1, t) = β(t) pro t ∈ R. Jaké jsou posta£ující podmínky na funkce α a β pro existenci
klasického °e²ení?

�e²ení:

Úlohu rozd¥lím za pomoci linearity problému na dv¥: Nejd°íve hledám funkci u1, která °e²í: utt − uxx = 0 pro
(x, t) ∈ (0, 1)× R =: Ω, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 pro x ∈ (0, l), u(0, t) = α(t), ux(l, t) = 0 pro t ∈ R.

Funkci u1 budu hledat ve tvaru u1(x, t) = A(x+ t) +A(x− t) pro vhodn¥ zvolenou funkci A : R→ R. Z podmínky
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ux(l, t) = 0 vidíme, ºe A musí být sudé vzhledem k bodu 1, a z u(0, t) = α(t), ºe pro x ∈ (0, 1) musí platit
α(x) = A(−x). Pomocí symetrií ur£íme celé A. Nejd°íve si de�nujeme

α+(x) =

{
α(x), pro x ≥ 0,

0, jinak
α−(x) = α+(−x), pro x ∈ R.

Kone£n¥,

A(x) =

+∞∑
k=0

(−1)kα−(x+ 2k)−
+∞∑
k=1

(−1)kα+(x− 2k).

Z°ejm¥ je u1(0, t) = A(t) +A(−t) =
∑+∞

k=0(−1)kα−(t+ 2k)−
∑+∞

k=1(−1)kα+(t− 2k) +
∑+∞

k=0(−1)kα−(−t+ 2k)−∑+∞
k=1(−1)kα+(−t− 2k) = α−(t) + α−(−t) = α(t) pro t > 0.

Dále je A(1 + x)−A(1− x) =
∑+∞

k=0(−1)kα−(1 + x+ 2k)−
∑+∞

k=1(−1)kα+(1 + x− 2k)−
∑+∞

k=0(−1)kα−(1− x+
2k)−

∑+∞
k=1(−1)kα+(1−x−2k) =

∑+∞
k=0(−1)kα−(1+x+2k)−

∑+∞
k=0(−1)k+1α+(−1+x−2k)−

∑+∞
k=0(−1)kα−(1−

x+ 2k) +
∑+∞

k=0(−1)k+1α+(−1− x− 2k) = 0.

QED

65. Bu¤ µ1, µ2 ∈ C2([0,+∞)). �e²te úlohu utt−a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)×R, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
pro x ∈ (0, l), u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t) pro t ∈ [0,+∞). Prove¤te homogenizaci okrajových podmínek a
pouºijte Fourierovu metodu.

66. �e²te Fourierovou metodou úlohu utt−a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)×R =: Ω, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
pro x ∈ (0, l), ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 pro t ∈ R. Ur£ete, za jakých p°edpoklad· na funkce ϕ, ψ Fourierova °ada
stejnom¥rn¥ konverguje ke klasickému °e²ení, a se£t¥te ji. Jaké jsou nutné a posta£ující podmínky pro existenci
klasického °e²ení?

67. Spo£t¥te °e²ení Cauchyovy úlohy pro vlnovou rovnici v 1d, je-li c = 1, u0 = 0 a u1 = sin3 χ(2π,3π).

68. Spo£t¥te °e²ení Cauchyovy úlohy pro vlnovou rovnici v 1d, je-li c = 1, u0 = sin3 χ(2π,3π) a u1 = 0.

69. Za p°edpoklad· V¥ty 16 se£t¥te

+∞∑
n=1

2

l

ˆ l

0
u0(y) sin(

nπy

l
)dy cos(

nπc

l
t) sin(

nπx

l
).

Uvaºme Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici ve 3d. �e²ení je dáno V¥tou 26.

70. Bu¤ ϕ : R → R hladká, sudá funkce s kompaktním nosi£em. Poloºme u0(x) = ϕ(|x|), u1(x) = 0. Ukaºte,
ºe °e²ení vlnové rovnice de�nované Kirchho�ovým vzorcem, je sféricky symetrické.

71. Za situace z p°edchozího p°íkladu spo£t¥te hodnoty °e²ení pro x = 0, tj. u(t, 0).

72. Spo£t¥te u(t, 0), je-li ϕ(s) = exp(−αs2) pro jisté α ∈ R. P°íklad je z [�ihák et al., 2002, Sekce 9.2, 8a].

Uvaºme Cauchyovu úlohu pro vlnovou rovnici ve 2d. �e²ení je dáno V¥tou 26.

73. Bu¤ ϕ : R → R hladká, sudá funkce s kompaktním nosi£em. Poloºme u0(x) = ϕ(|x|), u1(x) = 0. Ukaºte,
ºe °e²ení vlnové rovnice de�nované Poissonovým vzorcem, je osov¥ symetrické.

74. Za situace z p°edchozího p°íkladu spo£t¥te hodnoty °e²ení pro x = 0, tj. u(t, 0).

75. Spo£t¥te u(t, 0), je-li ϕ(s) = |s|n pro jisté n ∈ N. P°íklad je z [�ihák et al., 2002, Sekce 9.2, 7a].

76. Spo£t¥te u(t, 0), je-li ϕ(s) = (1− cos(ωs)/s pro jisté ω > 0. P°íklad je z [�ihák et al., 2002, Sekce 9.2, 7b].
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2.10 Vlnová rovnice s nenulovou pravou stranou

77. Nech´ f : R2 → R a ∂1f : R2 → R jsou spojité. Pak

d

dt

ˆ t

0
f(t, τ) dτ = f(t, t) +

ˆ t

0
ft(t, τ) dτ.

78. Nech´ f ∈ C1(R2) a a > 0. Bu¤

u(x, t) =
1

2a

ˆ t

0

ˆ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(σ, τ) dσ dτ.

Ukaºte, ºe u ∈ C2(R2) a ºe utt − a2uxx = f v R2, u(x, 0) = ut(x, 0) = 0 pro x ∈ R.

2.11 Rovnice vedení tepla

79. Bu¤ G = (a, b) × (0, T ), Γ = ∂G \ ((a, b) × {T}). Nech´ u ∈ C2(G) ∩ C(G) je °e²ením rovnice ut =
a(x, t)uxx + 2b(x, t)ux + c(x, t)u v G, kde a(x, t) ≥ 0, c(x, t) ≤ 0 v x ∈ G. Dokaºte, ºe maxG |u| = maxΓ |u|.

80. Bu¤ G = (a, b)×(0, T ), Γ = ∂G\((a, b)×{T}). Nech´ u ∈ C2(G)∩C(G) je °e²ením rovnice ut = a(x, t)uxx+
2b(x, t)ux + c(x, t)u v G, kde a(x, t) ≥ 0 v x ∈ G. Dokaºte, ºe maxG |u| = eCT maxΓ |u|, kde C = max{0,maxG c}.

81. Najd¥te pomocí Duhamelova principu °e²ení úlohy ut − a2uxx = f v Ω := R × (0,+∞), u(x, 0) = 0 pro
x ∈ R, kde f ∈ C2(Ω) ∩ L∞(Ω).

82. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut− a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ (0, l),
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 pro t ∈ (0,+∞). Speciáln¥ poloºte ϕ(x) = min(x, l − x) pro x ∈ (0, l).

83. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut− a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ (0, l),
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 pro t ∈ (0,+∞). Speciáln¥ poloºte ϕ(x) = x pro x ∈ (0, l).

84. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut− a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ (0, l),
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0 pro t ∈ (0,+∞). Speciáln¥ poloºte ϕ(x) = min(x, l/2) pro x ∈ (0, l).

85. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut− a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ (0, l),
ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0 pro t ∈ (0,+∞). Speciáln¥ poloºte ϕ(x) = x2 − l2 pro x ∈ (0, l).

86. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut− a2uxx = 0 pro (x, t) ∈ (0, l)× (0,+∞), u(x, 0) = ϕ(x) pro x ∈ (0, l),
ux(0, t) = 0, K1ux(l, t) +K2u(l, t) = 0 pro t ∈ (0,+∞).

87. �e²te Fourierovou metodou úlohu ut−a2∆u = 0 pro (x, t) ∈ G×(0,+∞), G = (0, l1)×(0, l2), u(x, 0) = ϕ(x)
pro x ∈ G, u(x, t) = 0 pro x ∈ ∂G, t > 0.
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