§ 1. MNOZINY, ZOBRAZENT

K oznaleni obecného kvantifikétoru uZfvéme ddle symbol A | k oznale-
ni existendnfho kvantifikdtoru symbol V . (V literatuPe se Ztendr setks
také se symboly V, TT  pro obecny kvantifikétor a se symboly 3 , X
pPro existenidnit k#antifikétor.) Negaci vyroku a zna¥fme non a . K ozna-
¢eni konjunkce, alternativy, implikace a ekvivalence uZivéme po Fadd sym-
bold AN, NV, =, =

MnoZiny zna&fme zpravidla velkymi tiskacimi pismeny, nap¥. A, B, M
apod. Symbol {2}  znadf mnoZinu o Jediném prvku a , 8ymbol & prézd-

nou mnoZinu,

Pro n&které mnoZiny, 8 nimiZ budeme ddle Xasto pracovat, budeme ufi-
vat stéle tého: symbolu: tak napf. N 2na&f mnoZinu vaech ptirozenych
Eisel {1,2,...}, Q zna&{f mnoZinu v3ech raciondlnfch ti{sel, E, znal{f
mnoZinu v3ech &f{sel redlngch. Symbol E:‘ zned{ mnofinu E, U f-0o, OF,

ve které jsou operace a usporddédni zavedeny obvyklym zpisobem.

K oznaleni mno¥inovych operaci uZivéme symbold A u B s An B a
A - B pro 8jednocenf, prinik a rozd{l mnoZin A, B . Symboly

= #]
+Eﬁ A A

M
A
»u:qu FRNE, TRy et

2

zna{ postupné sjednocen{ mnozin systémd
1A, ;ieN 1242 m3, fA; ;e Nt , {A ;te T ,

Obdobného ozns¥eni uZfvéme i Pro prinik systémd mno%in.

Symbol f: A —> B zna&{ zobrazeni neprézdné mnoZiny A do neprézd-
né mnofiny B , Je-1i ¢ mnoZina, zna¥fme symbolem f_,(C) mnoZinu
{x; f(x) e C?. Misto f_, ({y}) pisenme strugnéji pouze f_,(y) . Plat1-
1li B = f(A) , kde f(A) = fye B ; existuje xecA , f(x) = y ¥ , Pikéme,
Ze f je zobrazenim mnoZiny A na mno%inu B (strugn&ji téz: f£ zobra-

zuje A ng B ).



JestliZe je f: A—> B , Cc A a pro ka%dé x, ye C , x 4 y, platl
f(x)+ f(y) , *{kéme, Ze zobrazeni f je prosté na mno¥in& C (strulni-
Ji té¥%: £ je prosté na C ). Jestlife k zobrazeni f existuje zobrazeni

inversni, znalime je f_, .

Jestli%e je f: B—> C , gt A —> B , znalime symbolem f k g
zobrazeni h: A —> C , pro které plat{ h(x) = f(g(x)) pro kaZdé =xe A .

1. Dosadime-1li za a, b libovolné vyroky, platf

(a) (a => b) &> (non av b)

(b) (a&=b)<e> ((a=>b) A (non a=> non b)),

(e) (non(a A b))<== (non av non b).

DokaZte.

2. DokaZkte, Ze plati vyrok

aonl N N N CH s i) ﬁ(l.x_Blﬁ.)).
£>0 od>0 X X

3. Doka%te, Ze pro a =1 je ¥fslo 5 #eZenim rovnice

[Hlx| =-121] - 3}

n
»

Redte v E, tuto rovnici, v n{¥ x je neznémd, a je parametr,

aek, (tj. pro vdechna a € E, najdéte mnoZinu

.Ma‘:{XEE,T; 'IHJ('I—-’H-'31 = a})




5.

6.

Urlete vBechna a e 34 y» Pro néZ mnofina la z dlohy 3 mé lichy

polet prvki,

Sestrojte mnoZinu (resp. omezenou mnoZinu) v E1 y kterd je sjednoce-

nim nekone&n& mnoha otevienych po dvou disjunktnich intervals.

Sestrojte v E, intervaly I, » ne N, tak, aby platilo:

I =¢9g.

o | 4 m

278~

I c I'n. pro vSechna ne N g

Je tato uloha Fre3itelnsd i v pfipads, Ze bychom poZadovali navic,

aby intervaly I, ne N, byly vesm&s omezené a uzaviené 7

Necht je dén systém mno¥in M;,ie N,

DokaZte:
(a) ix; {i; x & M; § Jje kone¥nd mno%ina } =
© a0
2’5551 £:E.ﬁ4% 5
(b) {x; {i; x ¢ Mi_i neni konedné mnoZina } =
a0 og
= ‘é»Q‘f i:éM‘;’

Necht I, J jsou intervaly v Ey . Najd¥te nutné a postadujfct pod-
minky pro to, aby

(a) IvyJg, (b) ITrvid 4 (e) I-J,

byl op&t interval.



9.

lo‘

11.

12.

13.

Necht R je systém viech mnoZin M v E, , které lze vyjédrit

Jako sjednocenf kone¥ného poftu intervald tvaru < a, b) , kde
- ®< a<b = +@.Potom platf: Je-1i M, Ne R , pak té%
MUNeR ,M-N e R . Dokaite.

Pro mnoZiny A, B platf: Rovnost A U B = B plat{ prdvé tehdy,
Je=1li A c B . Dokaite.

Pro mnoZfiny A, B jsou nésledujfct podminky (&) - (d) ekvivalent-

ni:

(a) Bc 4; (ec) AUuB=B;
(b) B-A=g¢g,; (@) AnB=14,
DokaZte.,

Necht U, 4, B jsou mnoZiny, Ay, Bc U . Oznadme A’ =7y - A

y
-’

B =U- B . Potom nésledujic{ podminky jsou ekvivalentnd:

(a) AcB;

(b) AAB =g ;
(e) A‘'uB=U.
DokaZte.

Necht X, A, B jsou libovolné mnoZiny. Potom platf

X-(AUB)=(X-4)n (X-B),

X~ (AN B)

(X-A)uvu(x-B),

Je-1li A, Bc X, oznadfme A' = X - A » B = X - B . Potom plat{



14.

15,

16.

1?-

AUuUB=X-(AA BY)

AAB=X- (k'g BT,

(Tyto formule se nazgvaj{ de Morganova pravidla,) Dokazte.

UkaZte,

formulf z dlohy 13 podstatny, tj. najddte mnoZiny X, A, B
nap#. neplatilo

AuB=X-[(X-A)An(XxX-B)],

fe predpoklad A, Bc X je pro Platnost poslednich dvou

tak, aby

Nechi M c E, Je neomezend mnoZina a (3> 0 . Potom existuje ne-

konednd mno%ina A c M takovd, Ze pro viechna X, yeA

plat{ |x -y | > 3 . Dokaite.

Necht R, s c E, & mnoZina S je neomezens. Nechi existuje

takové, Ze plat{ podmfnka

xé¥5 g}{R b=l = g -

Potom mno%ina R neni{ omezend. DokaZte.

Rozhodn&te o platnosti véty:

Necht R, Sc E, , mno¥ina S nen{ omezend. Nech} pro %4dné
neplati podminks

Nee 'g.\éR lz-3l<p .

Potom mno%ina R Jje omezend,

(VEimn¥te si vztahu této vEty a v&ty z dlohy 16 .)

- 10 =-

y Xy,

ﬁ::-O



18. Rozhodné&te o platnosti véty:
Necht R, Sc E, , mnoZina S nen{ omezend. Potom mno¥ina R je

omezend prévé tehdy, platf-1i podminka

p&fo 'xéEB 4 &R e =y = p

Srovnejte tuto v&tu s v&tami =z dloh 16, 17 .

19. Rozhodn&te o platnosti véty:
Necht R, Sc E, jsou neprézdné mnoZiny a necht plat{ podmfnka

xé?R Jg€}0 %}és b= y I e [3 i

Potom mnoZina S neni omezend.

(Zaruguji predpoklady této vity téZ neomezenost mnoZfiny R ? )

20. V souvislosti s v&tou z dlohy 19 rozhodn¥te o platnosti ndsledujic{
véty, kterd mé slab3{ piedpoklady:

Necht R, S ¢ E; Jjsou neprézdné mno¥iny a nechi plat{ podminka

KE!E ,{:a ghgs = pirtags

Potom mnoZina S neni omezend.

21. Rozhodn¥te o platnosti v&ty:
Necht R, S c E, jsou neprdzdné mno¥iny a necht platf podminka

pfko aJ{R.-gé S lx-yl =73 .

Potom mnoZina S neni omezené.

Srovnejte tuto v&tu s vEtou z dlohy 20.

SR



23.

24.

25.

26,

Zesilime-1i pFedpoklady vity z dlohy 21 doplninim jejich predpokla-
dd o podminku " R je omegensd mnoZina”, rozhodnéte, zda plat{ véta,
kterd z vEty v dloge 21 takto vsznikne.

Recht x, y e E, . Dokaite, e platf:

(8) max (x, y) = Xt%  Ix-4l :
2 2
\ X + 9y |x ~ gl
b) - 4. :
( min (x, y) 2 3

Najd¥te omezenou mnoZinu M c E, , pro niZ neexistuje max M .

Bud M neprdzdné omezend mno¥ina v E, . OznaZme M* = Mu{sup M7,

M =M U{inf M}. DokaZte, Ze plat{

max M* = sup M , min M~ = inf M ,

Necht R, S jsoun neprézdné shora omezené mnoZiny v E, . Rozhodn¥-
te, zda plat{

(a) sup (RU S) = max (sup R, sup S)
(b) je=1li R~n S+ g, je
sup (RN S) = min (sup R , sup S) .

Je-li R - S+ @ , najdste vztah mezi sup (R-S), supR a sup S.




27. Necht Mc E; je neprézdné omesend mnofina. Potom plat{
sup M - inf M= sup fx-y; x,ye M3.

-D-.Ol.:t-ﬂ gtﬁ ®

28. Necht M je neprdzdné mnoZina v E, . Oznatme -~ M mno¥inu
{X; -~ xeM%. Potom platt
sup (- M) = - inf M , inf (-~ M) = - sup ¥ .

DokaZte.

29. Necht Mc E;“ ; poloime

= * ,
A {::&-E.1 ; %QM y£x?%.

Charakterizujte vSechny mnoZiny M c E;" » Pro n&% mno¥ina A obsa-
huje prév& jeden prvek (méme tedy zjistit, zda mnoZina M Z4dané
vlastnosti existuje a nalézt nutné a postadujic{ podminky, které
splnuj{ vechny mnoZiny této vlastnosti).

30. Re#te dlohu ahalogickou dloge 29, definujeme-li mnoZinu A pfedpi-

A={er:‘; ’5_/:“ y<x}%.

31 Necht Mc E;" o Charakterizujte vBechny mno¥iny M s Pro n&% exis-
tuje

min {x; g,/e\M Yy< x}, resp.

A

min {x; A

. " ‘
o y<x}?

= 13 =



32. DokaZte, Ze pro M c E;‘ 1libovoln& zvolenou obsahuj{ mnoZiny

* . .
{1534,%4\” y<x, x'é\.x g.\.E/M y>x"%,

prévé jeden prvek a jsou si rovny.

33.  Charakterizujte vSechny mno¥iny M c EX pro né% mnoZina
1 ’

eE¥; A < | =x’ esp.
{x 13 AN y=x, x'i\x,x'EM oy\./eM y=zx}$, resp

A \/ y:—x'}

*.
ixe B3 Anvex, <% x'eM e M

4&.6

obsahuje prdvé jeden prvek.

34.  Charakterizujte vdechny mno¥iny M c EJ*, pro n&% mno¥ina A A B

H

kde A mé ty% vyznam jako v uloze 30 a B Je urdena predpisem

(a) B =4x EE‘{*; .x’ﬁ\x g\é/M y::-x'} s
(b) B = fxeEX; A %,\{M y2x'},
(e) B = 4x ezE_'t* 3 x'i\x,x’eM 4¥6M y>x'%,
(d) ‘Bz{x eEj:'; u’é\x,x’em %\,ém y=x%,

obsahuje prévé jeden prvek.

35. Nechl M ¢ E_?*; potom plati
sup M = inf A ,

kde A mé ty% vyznam jako v dloze 29 . DokaZte,

5 B -



6.  Ulohy 29 - 35 souvisely s definic{ sup M pro Hl:'E;k . Formuluj-
te obdobné dlohy souvisejic{ s definic{, resp. existenc{ inf M a

ngjdéte jejich feZent.

37. Bud K mno¥ina o n prvefch, M = 10,1% . Ur&ete poZet prvkt mno-
Ziny v3ech zobrazenf mnoZiny K do mnoZiny M (resp. mno¥iny K

na mnoZinu M ).

38. Bud K mno%ina o n prvcich. Ur¥ete polet prvkd mnoZiny viech

podmno%in mnoZiny K . VSimn&te si souvislosti s @lohou 37 .

39. Necht M je mno%ina o m prveich. Ur&ete pofet prvkd mno¥iny
viech zobrazen{ ¢ mnofiny M do mnofiny M (resp. vdech zobra-

zen{ mnofiny M na mno%inu M ).

40. Necht. R, S jsou kone&né mnoZiny o r , resp. s prveich., Urdete
polet prvkd mnoZiny v3ech zobrazeni f mnoZiny R do mnoZiny S .

41.  Zformulujte Wlohu analogickou k §loze 40 pro mnoZinu vdech zobrazee
nf R na S, resp. vdech prostych zobrazenf R do S a Felte
tyto dlohy. Najd¥te nutné a postadujfct podminky, které musf spliio-
vat ¢isla r , s , aby zformulované Ulochy m&ly FeXent.



42,

43-

44,

45'

Sestrojte zobrazenf f£: M —> P , prosté na mno¥ing M a pro néi
Jje £(M) = P, je-li

(a) M=N, P=4§2n; ne N?;

(b) M=42n;neN,n=3%,
P={3n;neN,n>11%;

(e) * M=E, , P= <0,+ 0 ) ;

(a) ¥ M= (0,1) , P= <0,1) ;

(e) ¥ M=NxN, P=N,

Necht M je kone&ns mnoZina, £: M —> M . Rozhodndte o platnosti

tvrzent:
(a) Je-1i M- £(M) = ¢ y Je zobrazeni{ f prosté.

(b)  Je-1i M - £(m) % @ , zobrazenf f nent prosté.

Necht £: N —» § . Rozhodn&te o platnosti nésledujfcfch tvrzeni:
Q

(a) Je-1i f£(N) koneZns mnoZina, nen{ zobrazenf f prosté.

(b)  Je-li mnoZina f£(N) nekonend, je zobrazeni f prosté.

(e) Je-1li N - £(N) = ¢ y Je zobrazen! f prosté.

(d) Je-1li f prosté zobrazenf, je N - £(N) = g ,

DokaZte:
Necht existuje zobrazenf £: y —» M , které je prosté na mno%in

M a pro které platf f£(M)= u . Potom mno%ina M nent konens.



46.

47.

48,

49,

5C.

Necht f£: X —> Y . Doka%te, %e vztahy

f(A v B) = £(a) v £(B) ,
f(An B) c £(A) A £(B) ,

plati pro libovolné podmno¥iny A, B mnoZiny X.

UkaZte, Ze ve druhém vztahu z dlohy 46 nemusi obecn nastat rovnost,
tj. existujf mnoZiny A, Bc X a zobrazenf f: X —»> Y takové,
pro né&Z neplati

f(An B) = £(A)n £(B) .

Zformulujte tvrzeni obdobné tvrzeni z dlohy 46 pro vzory podmnoZin
C, D mno¥iny Y a dokaite je.

Nech¥ f: X —>» Y , £ je prosté zobrazeni na mnoZin& X . Potom

pro libovolné mnoZiny A, Bc X, pro né% je B c A » Plati
f(A - B) = £(A) - £(B) .

Dokaite,

DokaZte "obrdcenou" v&tu k v&td z dlohy 49 y tj. dokaZte tvrzeni:

Necht f: X —> Y a pro libovolné mno%iny A , Bc X , pro

néZ plat{f Bc A , je
£(A - B) = £(A) - £(B) .

Potom zobrezen{ f je prosté na X .



51.  Z redeni uloh 49 , 50 vyplyvé tvrzeni:

Nutnou a postadujfcf{ podminkou k tomu, aby f: X —s Yy bylo pro-
sté zobrazeni na mno%in& X s Je podminka

A AN (4, Bc X, B A) = (£(A - B) = £(A) - £(B)) .
A B

52. Necht zobrazent = Jje prosté na mnoZing N sy zobrazen{ g je pro-

®té na mno%in& P a g(P)c M . Potom je zobrazenf ¢ x & prosté
na mno¥in¥ P ,

53. Najd&te zobrazen{ f, 8 mnoZiny M na mno¥inu ¥ takové, Ze pro
sloZend zobrazendi platt

fx g+ gx r,

Radu dal&fch dloh obdobného charakteru lze nalézt ve sbirce
4] -



§ 2. POSLOUPNOSTI

V tomto paragrafu pracujeme pouze s posloupnostmi redlnych ¥fsel, i
kdyZ n&kterd z uvedenych tvrzeni plati nap¥. i pro posloupnosti komplex-
nich &{sel apod. Pro struZnost piSeme n&€kdy misto symbolu + oo pouze
oo « Podobn& misto syuibolu { a, 3:':4 » kterym zna&ime posloupnost,
piZeme v p¥{pad&, %e nemiZe dojit k nedorozum&ni, pouze iaw} (nap¥.
tedy nejde o mnoZinu obsahujfci pouze prvek a4, ). Analogicky té% Xasto

{Seme 1lim 3 misto 1lim .
4 (122 m - o0 Em,

Je-1i a € EX, lim a4, = a , Flkéme, Ze posloupnost mé limitu.
Je-1li navic a4 e E, , F{kéme, %e posloupnost { a, % je konvergentn{

(konverguje). Posloupnost, kterd nent konvergentnf{, se nazjvéd divergentni.

X

Je-1li X %0 , poloZime sgn x = e

i y déle klademe

sgn 0 =0 .

Nékteré daldf p¥{klady o posloupnostech Jjsou uvedeny v § 9 .

54. Rozhodndte, zda ka%dd posloupnost a, % s nésledujict vlast-
nosti je konvergentni:

Existuje a € E, tak, Ze pro kaZdé ne N existuje k >

—

=Z n tak, Ze lah—-alé-%’-

55. Necht 1im 2, = a € E . Je-li ke N, bud n,  nejmen3f pFi-

rogené ¥{slo s touto vlastnosti: Pro vBechna ne N y D= ng , pla-

1 la,~al< k1, Potom je -fn_bi;:' 4 neklesajfcf posloup-
nost. DokaZte a charakterizujte vechny posloupnosti {a,.} , Pro n¥i

. |



56.

57.

58.

59.

Jje posloupnost 1 n, };‘_’__ 4 konvergentni.

Nechi ia, ¥ je konvergentn{ posloupnost kladnych &fsel, Rozhod-
néte, zda pak plat{ podminka

(a) lim (an+,' =4, ) =0, resp.
a

(b) lim 2t L,
Qn

Sestrojte posloupnost racionélnich (resp. iraciondlnich) Cisel,

kterd konverguje k &fslu iraciondlnfmu (resp. raciondlnfmu).

Sestrojte posloupnost {a,} |, kters je omezend, neklesajfc{ a
Pro kaZdé n = N je

a + 4
n n+ 2
a'fn..-t-d = !

2

Mé tuto vlastnost ka¥ds neklesajicf posloupnost ?

- Sestrojte posloupnost ia, 3 kladngch ¥fsel, pro ni%

lim 2,, =0 a Pro vdechna ne N plat{

> (= )1 _En + 34,9

2

[ T

n44



61.

62.

63.

64.

Sestrojte posloupnost redlnych &fsel {3, % tak, aby

lim a, = + c© a zéroven byla splnina n¥které z podminek:

(a) vim (a  ~8y V= +o
(b) lim (2., 4 -2, ) =13

Necht q < 1 a nechl pro posloupnost ia, $ kladnych &isel pla-
t1 pro vlechna n e N podminka
&m.+4 é

= ¥

n

Potom plat{ lim a4, =0,

Rozhodn&te, zda za uvedenych piredpokladi plat{

linnan=0.

Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:
Nechl pro posloupnost kladnfch &fsel { a2, ¢ platf pro v3echna

&m 4 . s
n € N nerovnost Gt T < 1 . Potom je 1lim a_ =0 .

L

Roghodn&te, pro kterd a € E‘T* existuje posloupnost {a 3} &fsel

a
z E, -{0} tak, %e plat{ 1lim —2*1 - o .
adn

Rozhodn¥te, pro které a € E 1* existuje posloupnost {a,} &fsel

z E, -{0}, kterd mé limitu (resp. kters konverguje) a pro kterou

plati B

i = a .
1im =

"

- 5T =



65.

66.

67.

68.

69.

70,

Sestrojte priklad omezené pPosloupnosti redlnych &fsel 14,1 ,

Pro kterou neexistuje ani max i1a :;neN?ani min fa, ; ne N},

Sestrojte konvergentnt posloupnost redlnych fsel {a,ui , Pro kte-

rou existuje max { 4y, ;D€ N} a neexistuje min {a,n_ ;NeN?,

Rozhodn&te o platnosti tvrzenst:
Necht { a, % je konvergentni Posloupnost redlngch ¢isel; pak

existuje max i2, ; n e N} nebo min fa, ; nenN?.
Nech¥ pro posloupnost { 2.3 platt
lim a_ = 4+ o (resp, lim a, =~ ),

Potom je posloupnost {a_nir zdola (resp. shora) omezend. Doka¥te.

Charakterizujte v8echny posloupnosti fa,} » Pro které plats

a.2+4
s £ G

2n

lim a, = lim

Nechl 1inm Xn = X € E, a nechi rovnost Y =x_ platf pro nekoned-
né mnoho rdznych pFirozenych &fsel n . Potom y = x ., Dokaite.



71. Bud {3, 3 posloupnost kladnfch &{eel a nechl inf{s_ .ne N3} =

n?

= 0 ., Potom exiastuji l:,1 < l:2 < .. pPrirozend tak, Ze

1i = .

DokaZte.

72. Bud 4, > 0 prokafdé ne N, lim 2, =0 . DokaZte, Ze z
posloupnosti {aﬂ_ § lze vybrat posloupnost klesajfcf, ale nelze

vybrat posloupnost neklesajicf.

73. Nechl {a,? je takovd posloupnost, pro kterou neexistuje

lim &, a existuje limla, | = 2 ©Potom je a + 0 , mnoZiny
N*={n e N; a,>0}, N ={nelN; a,< 0} jsou nekoneiné a

mno¥ina N% = N - (N*u N~ ) je konednd. DokaZte.

74. Bud 4a,? posloupnost takové, pro kterou lim a, neexistuje a
lim |a.,ﬂ_l = o . Potom pro ka¥dou vybranou posloupnost ‘ia.,nh };:’1

(z posloupnosti 42, % ), pro nif existuje lim & y Je bud
-

By,

dim A= nebo lim & = — ao D .
el W c , ne aln an, « DokaZte

75. Necht 41a,% je takové posloupnost, pro ni% neexistuje

lim (sgn &, ). Potom bud lim 2, = 0 , nebo posloupnost {2,% ne-
mﬁ limitu- Doka!te-



T76.

77.

8.

79.

80,

Nechi 14,3 Jje takovéd posloupnost, pro kterou lim a2, neexis-

tuje a 1lim la_) = a ., Potom existujf &1sla E.€41-1,11,ne N,
tak, e 1lim a8, €, = & Pro kaZdou posloupnost -ie,nii s uvede-

nymi vliastnostmi neexistuje 1lim €, - DokaZte.

Necht fa_} je konvergentnt a {b, 3 divergentnf posloupnost.

Rozhodné&te, zda pak konverguje, resp. diverguje posloupnost
{a, + b, 3} .

VySetfete, za jakjch podminek pak konverguje,resp, divergugje posloup-

nost 4 acb,} .

JestliZe dvé z posloupnosti
ta, b, 4b,. %, fa. + 5.1

Jsou konvergentni, potom konverguj{ vechny t¥i tyto posloupnosti.
DokaZte.

Sestrojte omezené posloupnosti fa,%,1{b,}? tak, aby z posloup-

nosti d{a, % ,4b,%¥,{fa,; b, 1} konvergovaly prévé dva.

Sestrojte posloupnosti 1a,% ,ib, ¥  takové, Ze 1lim a, , lim b
neexistuj{ a pfitom ob& posloupnosti a,+b,3, 4a, . b, 1 kon-

verguji.



8l.

82.

83.

84.

85.

Nechi 1i8,% ,4ib, ¥ Jjsou posloupnosti redlnych Zfsel. Potom né-

sledujici vyroky jsou ekvivalentn{:

(a) Ob& posloupnosti ia,%,1b,3 konvergujf.

(b) Ob& posloupnosti ¢ 2, +b,%,48, - b, 3 konvergujf.

Sestrojte omezené posloupnosti klednych &fsel 12,3, ib, ¥ tax,

ke 2
aby kaZdéd z posloupnost{

£a, 1 (il Ca,edn¥ oy 2w

byla omezend a %Z4dnd nebyla konvergentni.

Bud {.b,n?; posloupnost redlnych &fgel. JestliZe pro kaZdou posloup-
nost {a_} , pro ni¥ lim a, =0, platf 1lim a,» b, =0, po-

tom je {bw} omezend posloupnost. DokaZte.

Bud q& N . Sestrojte posloupnosti {a,3% ,{b,_ % Kkladnfch ¥fsel
tak, aby platilo

(a) lﬂn n‘ha.,“' =0 pro vdechna k € 41,2,...,q9%;
mn—¥oo

(b) lim n® b, =0 pro viechna ke N .
M~ o0

Necht 1im X, =*x, limy, =y . Potom posloupnost

{x1, Y Xy yz,...} mé limitu, prévé kdy¥ x = ¥y . DokaZte.



86. Necht 4{a

ot Je takova posloupnost, pro ni% existuje 1lim 1

5

Je=1li 1lim b, = 0 , potom plat{

= lim L |
n + by n

Iim

DokaZte.

87. Rozhodn&te, zda lze 2 kaZdé posloupnosti redlnych Z{sel {a,,,_} ’
Pro niZ je {a, ; ne N} nekonefnd, vybrat ryze monotonn{ posloup-
nost.

88.

Sestrojte posloupnost kladnych &isel f2,%, pro niz 1im a, =0

4 pro kaZdé ke N nent posloupnost {a_q“& }:=1 monotonn{,

89. Sestrojte posloupnost {a_? Pro niZ lim a_ = o 4o pro kaZdé
n - T

k € N nent posloupnost < 8.1 4 % imeqy MONOtonNT.

90. DokaZte tvrzent:

Necht pro posloupnost {2,,3% redlnych xfsel Platf 1lim a, =

= co . Potom existuje nekoneén& mnoho n € N takovych,

%e pro vie-
chna m>n plat{ 2o

m = 2, -

91.  Necht posloupnost { b,? neni shora omezend, necht 1im a = o

Potom existujf prirozend %fsla ¥ 5= k<
Pro viechna n e N, DokaZte.

-

e tak, !e a.hnb b‘ﬂ.



92.% Rozhodn&te, zda ke kazdé konvergentni posloupnosti {a_ % existu-

93.

94.

95.

96.

97.

Ji omezené neklesajfct posloupnosti {b_3, {c, 7 tak, Ze a =

= b -C

s n bPro vdechna ne N .

DokaZte tvrzeni:

Necht f£: N — N, £(N) = N . Potom posloupnost {f(n)?} nenf kon-

vergentni.

DokaZte, e pro f: N —> N, £(N) = N » nemusi platit 1lim f(n) =

= oo

Nechl platf lima, = ae Ej‘, f: N —> N, £(N) =N, £ je pro-

8té zobrazenf na mnoZind N . Potom platf

lim

M= O aff'n-) e

DokaZte,

Rozhodn¥te, zda je v odstaveci 95 predpoklad f£(N) = N podstatny,
tj. zda platf tvrzeni:

Necht f£: N —» N je prosté zobrazenf na mno%ind N . JestliZe

lima, =ae¢ E:‘ , potom ﬂ_,}_J‘.‘rm‘m3 s T8

Najd&te zobrazenf f£: N —> | s £(N) = N a posloupnost 1a,?¥

k]

lim a,, = 0 tak, Ze neexistuje 1lim 8



98.

100.

101.

103.

Rozhodn¥te, zda existuje zobrazenf f: N —» N takové, aby pro

kaZdou konvergentni posloupnost { &0t neexistovala 1lim 20y

Necht je f£: N —> N takové zobrazenf, pro které je 1lim f(n) =

= + co . Potom plat{: Je-1i lima_ =ae E1"‘ y Je téZ

lim a“n)s a . DokaZte.

Rozhodnéte, zda plati tvrzeni:
Necht f: N —> N je takové zobrazenf, pro které platf: Je-1i

lim a, = a E‘.E:‘ y Je téZ 1lim a = a . Potom pro ke%dé ne N

n @)

Jje mnoZina f___‘(n) konetnd a 1lim f(n) = + c© .

DokaZte tvrzeni:

Necht pro posloupnost {a, } je mnofina 4 a n € N% konelné.,

n 3
Potom tato posloupnost konverguje, prév& kdy: existuje n,e€ N

tak, Ze pro vdechna n = n_ plati & =8

A

o o

Bud ke N a -fan% takové posloupnost, Ze pro vBechna n = N

Je Bnige = 8n « Potom lim a,  existuje, prévd kdyZ a, =a,

pro vSechna n e N , DokaXte.

Necht pro posloupnost i2,% existuje K < o0 tak, Ze pro kai-
d¢ ke N platf

ta,~a,l+la,~a,l+...4la,~ag, 1< X

Potom posloupnost {a,} je konvergentnf. DokaZte.



104, Sestrojte konvergentni posloupnost {a.ni takovou, %e ke ka%dé-

ma Ke (0,+0 ) existuje ke N tak, Ze platf

la, ~a |+la, -2,l+... + lag —a, 1 > X

105. Necht 1im 8, = ae Ef. Definujeme pro k¢ N

Potom 1lim b% = a , DokaZte.

106. V souvislosti s uUlohou z odstavce 105 sestrojte omezenou posloup-

nost {fa_ % tak, aby neexistovala 1lim a, , aviak existovala

a + ...+ a
im b = S 2
lim by, (kde opdt b, e

R

107. Najd&te klsdnd é{sla 8.% 'R ke N, tak, aby platilo:

lim 8. %°0 pro kaZdé ke N =
" o L

lim 8.% 1 pro kafdé ne N .



§ 3. FURKCE

Funkce znamend d4le vidy "kone&nou reélnou funkeci". Budeme Fikat, Ze
"funkce f je definovéna na mnoZin& A ", jestliZe ¢ Je zobrazenf mno-
Ziny B do E, yAcB,A+g. Zpravidla budeme pracovat s funkcemi

redlné prom&nné (definovanymi na Jisté podmno%in& E, ).

JestliZe £ je funkce, znalfme symbolem | f | funkci, které kazdému
xe f_(E, ) prifazuje &1slo | £(x) | . Jsou-1i f, g funkce, iy =
= f_1(E1)n g_q(E1)=i= ¢ , znadf symboly f + g , f , & , max (f, g) zo-
brazen{ mno%iny M do E, (tj. funkce), které kaZdémy xe M prifazu-
JI po Fad¥ &fala £(x) + g(x) , £(x) . g(x) , max (£(x), gl(x)) . Symbol
1/f zna&g funkci, kterd kaZdému x e f (Eq - {0?) pritazuje &fslo
1/£(x) , pokud oviem nen{ funkce ¢ zobrazenfm na Jednobodovou mnoZinu
{0} . Symbolem D znatime ddle Dirichletovu funkei, tj, funkei, definova-
nou pfedpisem

£(x) = 0 pro erq—Q,

£(x)

l pro xeq .

UZ{védme slovnich epojeni nésledujfctho tvaru: "funkce ¢ Jje kladné
na mnofin& M ", "funkce f Je monotonnt v intervalu ¢ a, b> " apod.
Chépeme je takto: nap¥. "funkce ¢ Je kladné na mnoZins M " znamend,

Ze funkce f je definovand na mnoZiné M a pro kazdé xe M je f(x)=
= 0 . Podobn& je nutno chdpat tato spojeni v analogickych slovnich vy~
Jédrenich.

Slovo interval znamens vidy nedegenerovany interval (ti. takovy,
ktery obsahuje aleapon dva rdzné body). Je-1li x € E, , rozumfme okolim
bodu x kaZdy otevieny interval 1 & E_f » Pro ktery je xe 1 ., Ckold
bodu x ‘znadfme ddle v textu symbolem U(x) . Je-1i o = ¢ y oznadime
Uglx) =(x=- o , x+5) . Okolfm U(+e ) bodu @ rozumime inter-
val tvaru (a, +o ) , kde J® ~o L a <4 , Obdobny vyznam mg

SymbOI U("‘ © ) .,



Existuje-1i a # O takové, %e pro funkci ¢ definovanou v E,

plat{ podminka

A_ £(x) = f(a + x),
XEE;‘
F{kéme, %e funkce f je periodickd a &fslo a nazfvéme periodou funkce
r A

108, Rozhodnéte o platnosti tvrzeni:
Necht f je funkce definovand v E, a ka%dé mno¥ina M C

€ E, , na které je funkce f prostd, je koneZnd. Potom Jje
f{Eq) kone&nd mno%ina,

109. Necht f je funkce definovand v E; takovéd, Ze f(E,) je konei-
né mnofina. JestliZe M c E, a funkce je prostd na M , potomn M
Jje kone&né mnoZina. Dokafte; uv&domte si, e v takovém pripad& ob-

sahuje mnoZina M nejvysSe tolik prvkd jako mnoZina f(E1) .

110. Rozhodn&te, zda plat{ toto tvrzeni:
Necht f je funkce definovand v E, a ke kadému xe E,

existuje okolf U(x) tak, Ze funkce f je prostd na U(x) . Potom
f Jje prostd v E1 .

111. JestliZe £, ¢ Jsou funkce definované a prosté v E1 s potom funk-
ce f x g Je prostd v E_, . DokaZte.

«= 31 =



123.

124, %

125.

126.

127.

Budte f , g takové nezéporné funkce definované v E, , %e funkce

px s gQ jsou rostouci v E,1 . Potom je funkce f . g rostouci v
Eq . DokaZte.

Rozhodné&te, zda plati{ toto tvrzeni:

Je-1li f rostoucf{ funkce v E, , potom existuje interval I , pro

ktery je I c f(E) .

Bud c kladné &fslo, f funkce definovand v E1 i pro x € E

poloZme

£, (x) = min (¢, max (f(x), - ¢)) .

Funkce f je neklesajfcf v E, , préav& kdyZ pro kaZdé c e E? "

¢ >0, je funkce f, neklesajfci v E, . DokaZte.

DokaZte ndsledujicf tvrzeni:

Necht £, £2 jsou rostoucf funkce v E, . Potom je funkce
f kladnd v E4 =

Rozhodn¥te, zda platf{ tvrzeni:

Necht f je funkce definovand v E, a ke kadému x e E,
existuje okolf U(x) tak, %e funkce f je rostoucf{ na U(x) . Po-

tom je f rostoucf v E, .



128. Sestrojte funkci f dJdefinovanou v E, kterd je rostoucf v bod&

(-4)™
0 a klesajfc{ v ka%dém bod® x ¢ E, =~ { . ; neEN? .

129. Sestrojte funkci rostoucf v bod& x, , kterd nenf rostouci v %4d-

0
ném okolf U(xo) .

130.* Doka%fte, %e funkce f , kterd je v kaZdém bod& x e E, ryze mono-
tonni zprava i zleva, je alespon v jednom bod& x e E_, ryze mono-

tonni.

3315 Sestrojte funkci f definovanou v E, s touto vlastnostf: Pro
kaZdy interval IC E_, neni mnoZina { f(x); x € J} shora omeze-

néd (resp. omezend shora ani zdola).

132. Bud f zobrazen{ mno¥iny M*@ do (0, oo ) . Potom je funkce
1/f omezend na mnoZin® M pré4v& tehdy, kdy: inf {f(x); xe M3>
> 0 . DokaZte.

133. Necht £ je funkce definovand v E, . Rozhodn&te, které z ndsle-

dujfcich podminek zaruluji omezenost funkce £ v E,
(a) Funkce f Jje omezenéd na ka?dé mno%ind M c E .

(b) Funkce f je omezend na ka*dém omezeném intervalu I « E

1 L
(e) . Funkce f Jje omezend na mno%ing M.,ieN a E 6 =
o
R L
1=1 t



134.

135,

136.

137.

138.

(d) Funkce f je omezen& na mnoZin¥ M: s 180,2,6e530; 8

7

gy T iEfq Ma

Necht £ , g, h jsou omezené funkce definované v E_ ; nechi pro
kaZdé x e E, Je h(x)+ 0 . Rozhodn&te, zda funkce £ + g, f.g,
1/h , g/h jsou omezené v E, , resp. formulujte postadujici pod-
minky pro omezenost t&chto funkef.

Bud f funkce definovand v intervalu I c E, . Potom je funkce f
omezend na I tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje M e E_, tak, Ze
I£(x) - £(y) | £ M, kdykoli x y Y€ I . DokaZte,

Budte f;» £, sudé funkce definované v E;» 8,8, 1liché

funkce definované v E4 . Rozhodn&te, ktersd z uvedenych funkef Je

sudéd (resp. lich4): T, v %, » 8 *+8 ,2 . f) 18+ 8,

1 ’

T, *e& 2 - 84

Rozhodn&te, zda existuje funkce definovansd v E1 y kteréd je zédro-

ven sudd i liché4.

Necht f , g jsou konkdvni funkce v E, . PoloZme h, =

= max (f,g) , h, = min (f,g) . RozhodnZte, zda h, , h2 Jsou kon-
kévni funkce v E .



139. Necht funkce f definovand v E, mé tuto vlastnost: Je-li I in-
terval délky % » Je funkce f ryze konvexni na I , Roghodné-

te, zda je funkce f ryze konvexnf v E, .

140.  Sestrojte funkce f , g , definované na mnoZin& M tak, aby pro
kaZdé x € M platilo f(x) . g(x) = 0 a neplatilo ani f£(M) =
= {0} , ani g(M) ={0}.

Je moZno nalézt takové funkce f , g pro libovolnou neprézd-

nou mnoZinu M 7

141, Sestrojte funkce f , g , definované v E, tak, aby pro kaZdé
x e E; bylo (f. g) (x) + (£ g) (x) . Rozhodnéte, zda existuj1
funkce f , g , definované v Ejy,proné2 £.g=f % g v
E, , eventudln& najdéte vSechny dvojice funkct f, g s touto vlast-

nosti.

142, Sestrojte funkce f y @ , definované v E, , které jsou ob& ne-
konstantni na kaZdém intervalu I c E, a funkce f x @ je kon-

stantni v E,F .

Lze tyto funkce sestrojit tak, aby pro vdechna x g E,’ pla-
tilo @ (x) 4 £(x) 7

143. Rozhodné&te, zda platf toto tvrzeni:
Je-li funkce f definovdna v E, a pro keZdy otevieny inter-
val I platf f£(I) c I , potom je f(x) = x pro kaZdé x e E;: .



144, Necht a, b, ¢, d e E,,a<b, c<d. Sestrojte linedrnf funkeci

f , pro ni% platt

f(<a,b? )= <ec,a) .,

145. Budte f ,..., f,  linedrni funkce definovené v E, . Potom je

funkce f=fb* fk”! X eee X £, linedrnf v E, a £ je

nekonstantni, prévé kdy? je ka%dé z funkct £, 4000y f3,  nekon-
stantnf. DokaZte a vypoltdte sm&rnici funkce ¢ pomoci smdrnic

funke{ i;,..., rh .

146. Budte M, , M, neprézdné mnoZiny, mno%ina M, necht je kone&n4.

Necht f je omezené funkce na M1 U M, . Potom

sup f(x) = max (sup f(x) , max f(x)) .
XeMouM, xeM1 xsuz

DokaZte.

147. Rozhodn¥te, zda plati toto tvrzeni:

Je-1li funkce f omezenéd na intervalu I c E7 y potom
sup f(x) - inf f£(x) = sup |f£(x) - £(y)l &
Xel » el x,yel
148, Bud f funkce shora omezend na E. . Poloime a, = sup f(x) .
1 X EC~m. my
Potom je

sup f(x) = lim B, s
X e Eq
DokaZte.



149.

150.

151,

152.

Budte f , g omezené funkce v E, . Potom

lx?sué: [ £(x) | . gugq | g(x) I éxa:zugqlf(x) - glx)] .

DokaZte.

Necht f a g jsou shora omezené funkce v E, . Potom je

< £ .
x%u%., (£f(x) + g(x)) “sg% (x) 4:(5';11[2:’I glx)

1
DokaZte.

Necht £, g jsou funkce definované v E; . Potom plat{

£ < 2
. 2123‘11 (x) + g(x) | xaeu%., | £(x)| + xzug‘? | g(x) |

DokaZte.

Sestrojte funkce f , g tak, aby v dokazovaném vztshu nepla-

tila rovnost.

Necht f je omezen& funkce definovang v E, necht x, & E

Pro J"> 0 polofme

1 .

]

v (d") sup{f(x);xe(xo-o",xo+d')?,

@ (J) inf{f(x};xe(xo—d',xa+d“)}.

Potom je funkce @ (resp. ¢ ) nerostoucf (resp. neklesajfci) nsg
(0, + 00 ) & platt 1 - @ = 0 . DokaZ¥te a sestrojte f a X

tak, aby

inf {y () - @ () 3 Je(0,+ )% =0



153.

154.

155.%

156.

157.%

Necht f je definovéna v E, . Jestli%e nen{ £(E,) jednobodovA

mnoZina, potom existuje a > 0 tak, Ze a nenf periodou funkce
f . Doka¥te.

Sestrojte nekonstantn{ periodickou funkei w E‘I » Pro ni% je kaZ-
dé kladné raciondlnf &1slo periodou.

Rozhodn&te, zda platf toto tvrzeni:

Je-1li f periodickd funkce v E,1 » Pro ni¥ je kaZdé kladné
raciondlni &fslo periodou, potem existujt a, be E,, tak, Ze pro
kaZdé x ¢ E,? Jje

f(x) =a.Dlx)+b,

Necht f , g jsou funkce definované v E, . Potom

{xe E, ; £(x) > g(x)} =

gC8
SCe

(-fx:-:Ed ;f(x)>;%}ﬂ

N {erq;g(x)-: %3) .

DokaZte.

Necht f je funkce definovand v E, . Potom existujf funkce £+ s
£~ , definované v E, , s t¥mito vlastnostmi:

(a) fr=g+ . p~
(b) f£*+¥>0, ¢-> ¢

|
existuje funkce h > 0 tak, ze £, =tY+n I, =27+ h,

(e) Je-1i fufﬂ-fz y kde f_> 0, f, = 0, potom

- 40 -



Déle platf | £| = £¥+ £~ . DokaZte.



§ 4. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Pro xe& E, uZfivéme postupn& symbold

1im f£it) , 1im £(%) , lim 2%}
t o x t >+ t > A=

pro oznalen{ limity funkce f v bod® x , resp. limit funkce f v bod&
x zprava & zleva. Poslednim dvéma F{kéme jednostranné limity funkce £
v bodé x . K oznaleni limit v bodech +c0 & =—o00 uZivéme symbold

1im £(t) a 1lim =2£(t) .
t>o t—>-o00

Zfejmym zplsobem zavddime podobné& spojitost funkce f v bodd x

gprava, resp. zleva a mluvime pak o jednostranné spojitosti funkce f .,

Ddle uZivéme této obvyklé konvence: nap¥. vyrok "funkce f je spo-
jitd v intervalu < a,b) " znemend, ¥fe f je spojitd v kaZdém bod&
x € (a,b) a f Jje zprava spojitéd v bodé a . Podobn& chédpeme vyrok
"funkce f Jje spojitéd v intervalu I " pro p¥fipad, Ze I je uzavieny

nebo polouzavieny interval.

Pripomindéme jest&, Ze napi#. vyrok "funkce f je v bodd x rostou-
ci zprava" znamend, Ze existuje J > 0 tak, Ze pro kaZdé
t e (x, x +07) platf f(x)< f(t) ; analogicky jsou definovdny "ostat-

ni p¥{pady" jednostranné monotonie funkce f v bodd x .

Budeme ¥ikat, %e funkce f mé v intervalu I Darbouxovu vlastnost,
Jestlife pro kaZdé dva body - x , ye I , x<y , & ka¥dé &islo t mezi
hodnotemi f(x) , f(y) (tj. ka%dé t , pro n&Z plati

min (f{x), f(y)) € t £ max (£(x), £(y)) )

existuje z e < x,y > tak, Ze f(z) =t .
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néme,

158,

159.

160,

161.

Ostatni oznalent a pojmy povafujeme za b&Zné a Etens i Je neplipomi-

Najd&te nutné g postadujici podminky, kterym musf vyhovovat konver-
gentni posloupnost redlnych &{sel {x,} , aby existovala limita

lim an(zm_ )l

Rozhodnéte, zda existuje posloupnost {xﬂ} » Pro niZ platf{ n&kters
z nésledujicfch podmfnek:

() prévé jedna z posloupnosti {xni » 1D(x,

ni;

)}, je konvergent-

(b)  ob& posloupnosti X {D(x, )} jsou konvergentni;

(e) 24ané z posloupnost{ ix,3, {D(xn )% nent xonvergentnf.

Rozhodnéte, zda existuje posloupnost {xmj takovd, pro ni% neexis-
tuje 1lim D (D(x, ) .

Sestrojte posloupnost kladnfch raciondlnfch &fsel ‘(roap. iraciondl-
nich &fsel) {x,? tak, aby platilo

1im(—£—-— .. win -:—)=+OD
. n



l62.

163.

164,

165.

Sestrojte posloupnost {xﬂ_i raciondlnich &isel (resp. iraciondl-

nich &fsel) tak, aby lim x, =0 a pro kaZdé ne N je

1 = 5
coa-‘-x: 2

Necht a ¢ E,yx,¢ E,T « Rozhodné&te, zda existujf funkce f, g
takové, aby platilo

lim (£(x) + g(x)) = g y
X > X,

pFilem¥ je splné&na nékterd z nésledujfcich pedminek:

(a)  lim £(x) = o » lim g(x) = - 0
R~ X, Ko X,

(b)  existuje prévs Jedna z limit

-

lim f£(x) , 1lim g(x)
X =X, X =X,

(¢)  obg limity lim £(x) , lim g(x) neexistuj1,
X =¥ %, X X,

Uloha 163 byla motivovéna vétou o limit¥ soudtu dvou funkef. Zfor-
mulujte a Feste analogickou dlohu, souvisejfc{ s v&tou o limits&
soudinu funkef.

Nechil X, e E: « Rozhodn¥te, zda pro kazdé a, be E, existujt
funkce f , g y Pro které platsf

lim (f(x) + g(x))
LE

L]
(=
.

lim (£(x) . g(x))
X>x,



166, Necht 1im #f(x) = + co . Sestrojte funkci g tak, aby byla
R =¥+ 0

splnéna tato podminka: Ke kaXdému a € Ef existuje posloupnost

1x,% , pro ni% je

lim X, = + o a lim (£(x, ) + glx,)) =a.

167. Nechl funkce f je definovdna v okolf U(O) bodu O a nenabjvé
v ném hodnoty O . Sestrojte funkci g definovanou v U(0) tak,
aby byla splné&na podminka: Ke kaZdému a & E: existuje posloup-

nost {x % , pro niZ je

limx, =0 a lim (£(x,) . glx,)) = a.

168. Necht platf a‘l:i.n'l:' f(x) = + a0 . Sestrojte funkei g , pro kterou
....’.

existuje ljmo g(x) rdzné od nuly a neexistuje
X

] f{x)
lim
x>0 gx)

Existuje funkce g vyhovujici podminkém dlohy takové, pro

kterou je lim g(x) vlastn{ 7
A= 0 3

169. Rozhodn&te, zda existuje funkce f definovand na E 4 9 Pro kterou
v kaidém bod¥ y e E; existuje ul;i.%- £(x) , které neni vlastni

pro %4dné y € E1 (resp. kterd neni vlastni pro %4dné ye E, -
— 0 ] i L]
{07 a je a‘1_1’110 f(x) € E, )



170.

171.

172.

173.

Nechl pro y ¢ E, a funkci f platl

lim f(x) = + 0
X5

Sestrojte funkei g takovou, aby existovala vlastn{ limita

X-V'%-

Lze volit funkei g tak, aby nebyla konstantnf na Z&dném oko-
1L Ules) 7

Necht ye E, . Sestrojte funkci f definovanou v E, , pro kterou

existuje vlastnf limita x%im f(x) a pro ke%dé y 4 y neexistu-
Y

Je vlastnf 1lim  £(x) .
X =

Necht y ¢ E, . Sestrojte funkei f definovanou v E, tek, aby

existovala ligz f(x) prévé pro z = y a aby platile
A

lim f(x) = + oo (resp. 1lim f(x) =0 ) .
Xy X =y

Sestrojte funkci £ definovanou v E, tak, aby posloupnost

{f(n)} m&la limitu & neexistovala 1lim £(x) .
_ X~ 4 0

Existuje spojité funkce £ , spliiujfef shora uvedené podminky?



174,

175.

176.

L17T*

Sestrojte funkci f definovanou v E, tak, aby pro kaZdé

P e Q existovala
lim f(h+ 5y ) =0 ;s NeN ,
mn-y oo

a neexistovala 1lim f(x) .
X =y 4+

Existuje spojitéd (resp. stejnomérn& spojit4) funkce ¢ .
spliujfct shora uvedené podminky ?

DokaZte pomocf " ¢ - o definice" spojitost funkce f ur&ené
pfedpisenm

£(x) = 2 x% - 3Jx-1, xe E, ,

v bodé x_ =2,

Rozhodn¥te, zda existuje funkce f definovani v E, , kterd spl-

fuje podmfnku

o Lo o N0 =Ix-glad)ss)-£y)1 2 €] |

pfidemZ volte:

(a) M =903} ; (b) M=N ;3 (¢) M=4{1/n ;neN?.

* Jaké nutné a postadujfc{ podmfinky mus{ mnoZina M c E,

splnovat, aby funkce £ uvedené vlastnosti existovala ?

Roghodnéte, zda existuje funkce definovand v E, » kterd splhuje
podminku

o ([£(x)-f()l = €)] .
'&é\; kﬁo Jzo Q'[(O sl %J‘c R IR ¥ ]



178.

1?9.

180,

181,

182,

183.

Necht f je spojitd funkce na ¢ 0,1 , pro ni2

£ (<0,15>) < <0,1> . Potom existuje x, € 0,1 tak, Ze

f(xa) = x_ . Doka¥te.

o

Rozhodn&te o platnosti tvrzent:

Necht funkce f definovand v E, Je prostd v E, , £(E,) =

= E, . Potom funkce f je spojitd alespoi v Jjednom bodd x e E, .

Sestrojte funkci f definovanou v E, tak, aby kaZdy otevieny
interval I ¢ E,1 obsahoval bod, v n&mZ je funkce f spojitd, a

bod, v n&m%¥ je funkce ¢ nespojité.

Necht funkce f je definovéna nﬁ intervalu < 0,1 > , zobrazuje
tento interval na interval < 0,1 > a jena <0,1)» prosté4.
Rozhodn&te, zda £ je 8pojitéd (resp. jednostrann& spojitd) alespon
v jednom bod¥ x < ¢ 031y 5

Rozhodné&te o platnosti véty:
Necht funkce £ je 8pojitd v bod& X, € E; a funkce g je
omezend v jistém okolf U(x, ) bodu X, « Potom funkce f . g je

8pojitd v bods& Xy e

Necht funkce f je spojitd v bods& x,€ E, , £(x,) = 0 a funkce

& Je omezend v jistém okolf U(x,) bodu X, . Potom je funkce f.g

spojité v bod& X, o




DokaZte a porovnejte 8 tvrzenim uvedenym ve cvidenf 182.

184 .

185,

186.

187.*

188.

DokaZte ndsledujfici v&tu:

Necht f je spojitéd funkce v E, . Potom je funkce D . f
spojitéd prévé v bodech mnoZiny

{xe E, ; f(x) =0 ¥

Necht AcC E, Je kone’nd mnoZina. Sestrojte funkeci f definova-

nou v E, , kterd je spojitéd prévé ve vZech bodech mnoZiny A .

Sestrojte funkci f definovanou v E s , kterd je spojitéd prévd v

bodech mnoZiny M c E, , prilemZ za mnoZinu M postupnd volte

mno¥iny @ , N, $1/mn ;ne N}, E,-Q.

V souvislosti s dlohou 186 rozhodn&te, zda existuje mnoZina A cC
< E,; takovéd, aby neexistovala funkce f definovand v E, a

s8pojité prédv& ve vSech bodech mnoZiny A .

Sestrojte funkei f definoveanou v E1 , kterd je nespojitéd v kai-
dém bodd x e E1 ; prifemZ je jednostrann& spojitd prédvé v bodech

mnoZiny M c E, ., Za mno¥inu M volte postupns mnofiny ¢ , {07,

i{1/n; ne N¥,N.



189. Rozhodn&te o platnosti vity:

Nésledujfct podminky jsou pro funkei £ definovanou v E.r

ekvivalentn{:

(a) funkce f je spojitéd v bods X, 3

(b) pro kaZdou monotonn{ posloupnost {xnf i
Jje 1lim f(xm_) = f(xo) i

lim Xpn = X5 g

190.  Nahradte v uloze 189 podminku (b) podmfnkou

(by)  pro kaZdou posloupnost {x,7, ix, ; neN} c Q ,
lim x = x_ , je 1lim f(x, ) = £(x,) , resp.

(bz) pro kaZdou posloupnost fx,n_? » Pro niZ {x ; n e N?, je

podmnoZinou Q nebo E,, - Q a 1lim Xn=Xo 4 Je

lim f(x%) = f(xo) H

zkoumejte platnost takto vzniklych v&t.

191. Sestrojte funkei f , kterd je definovéna v E; a je spojitd v bo-

d¢ O , pF*iem? obrazem Z&dného okoli U(0)
Jednobodovd mnoZina.

neni ani interval ani

192. Sestrojte funkei ¢ definovanou v E,, s kterd mé nékterou z uve-

denych vlastnostf:

(a) £ je 8pojité v bod& O :

(b) £ je spojits Prévé v bodé 0 ;
(e) f Jje spojitd prévi v bodé 0 g zobrazuje kaZdé okolf
Uy0), >0, na interval;
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193.

194,

195.

(a)* £ je spojit4 prévé v bodd O a szobrazuje kaZdé okold

U(0) na interval.

Sestrojte funkci f definovanou v E1 , kterd splhuje n&kterou z

nédsledujicich podminek:

(a) £ neni spojitd v bod& O ;
(b) £ nenif spojitéd prév& v bod& O ;

(e) £ je spojitd v E, - {0} a neexistujf ob¥ jednostranné 1li-
mity funkce f v bod&® O .

DokaZte tvrzeni:

Jeou-1i f , f, , £,  funkce takové, Z¥e funkce f + f, + f

3
Jje spojitéd v bodd& x,€ E, , pak jsou bud vSechny tyto t¥i funkce
spojité v bedd X, nebo alespon dv& z nich nejsou spojité v bod¥

xo.

UkaZte na p¥fkladech, Ze mohou nastat ob& moZnosti.

Rozhodn&te, zda platfi nédsledujfc{ tvrzeni:

(a) Nech¥ funkce f definovand v E;, neni shora omezend v %dd-
ném okolf U(O) . Potom 1lim f(x) = + oo .
3 A= 0

(b) Necht je u%imo f(x) = + co , Potom existuje U(0) takové, Ze

funkce f Jje zdola omezend v U(Q) .




196,

19? .

Necht funkce f je definovéna v E1 « Rozhodn&te o platnosti né-
sledujicich tvrzeni:

(a)  Necht existuje okolf U(0) , na n&m? funkce f nenf omeze-
né. Potom funkce f nenf spojitd v bod& O .

(b)  Necht funkce f neni omezend na #ddném okolf bodu O . Po-
tom funkce f nenf spojitd v bod& O .

Necht funkce f je definovéna v E, & pro ka%dé ye E, Je

lim £(x) = O . Rozhodn¥te, zda pak plat{ n¥kters z nésledujicich
X gy

podminek:

(a) f£(E) =40} ;
(b) funkce f je spojitéd v E, 3
(¢) funkce f je omezend v E, ;

(a) funkce f je omezend na ka?dém omezeném intervalu I c E,.

198.% Necht funkce f je definovéna v E, a pro kaZdé y e E, platf

199.%

lim f£(x) =0 .
M-—'r’g—

Potom mnoZina {x € E,; f(x) 4+ 0% je spoXetnd. DokaZte.

Pro kaZdou spoetnou mno%inu M c E1 sestrojte funkci f defino-
vanou v E, takovou, %e funkce f je nespojitd prév& v bodech

mnoZiny M a pro ka¥dé y e E,; platg

Iim £(x) =0 .
N-—}-q&



200, * Rozhodn¥te, zda existuje funkce ¢ definovand v E, takové,

Ze pro ka¥dé y < E, existuje limita }im f(x) a platf
¥

lim f(x) £ f(y) .
S

201. Necht £ je funkce definovand v E1 y kterd je neomezend na ka3-

dém otevieném intervalu Tc E,}, « Rozhodné&te, zda platf n¥kters z
nésledujfcich podmfnek:

(a) f£ je nespojité v kafdém bodd y e E,

(b) pro keZdé y e E, neexistuje vlastnf 1lim f£(x) 2
k X3y

(e) pro ka¥dé Yy e E1 neexistuje b‘1_1.’:114‘4'1'(:0 .

202, % Rozhodn&te, zda existuje funkce ¢ definovand v E, , pro ni% v

kaZdém bod& y e E, bplatd

(a)  lim £(x) < £(y) .
Xy

Re3te obdobnou wlohu pro pripad, %¥e nahradfte podmfnku (a)
podminkou

(b) 1lim f£(x) < f(y) .
x g

203.  V souvislosti s Wlohou 202 Fe3te tuto dlohu: |
Rozhodn&te, zda lze kx dané mnoZingd M < E, nalézt funkei ¢
definovanou v E;, , kterd ve vZech bodech y€ E, splhuje podmin-

ku (b) a prév& v bodech Y€ M podminku (a) z dlohy 202

- 53 -



% Hledejte n&jaké postalujicf, eventudln® nutné a postalujfed

podminky, které musf splhiovat mnoZing M, aby funkce f uvedenych

vlastnost! existovala,

204.  Necht pro funkei f definovanou v E, abod y¢ E, platf

(a) 1lim f£(x) « £(y) .
\K"?'y-
Potom platf podminka

& %
) ci\f(«g._) u\r;) X é\ufq.) Ve s

Dokazte.

205.  Zkoumejte vzé jemnou zdvislost podminek (a) a (b) gz predchozf idlo-
by, tj. rozhodndte, zda platf:
Necht funkce f spliuje podmfnku (b) g dlohy 204 . Pak té%
spliuje podmfnku (a) gz téze dlohy. :
(Uv&domte si, Ze Jjeme v ulohdch 202, 204 mohlj pracovat s
funkef f , definovanou na ndjakém okolf U(y) bodu Yy .)

206. O funkei f , definované v jistém okolf bodu y ¢ E, a spliujfet
podminku (b) z Ulohy 204 ¥fkéme, ze Je shora polospojitéd v bods
Y « Splhuje-1i funkce ¢ podminku
. V A (f (X) >a)
(b9 ci\q(@-) Uly) xelly) :

F{kéme, Ze Je zdola polospojitéd v bods Y . Rozhodn&te, zda funkce
f , kterd spliuje (b) i (b"), je spojité v boas ¥



207.

208.

209'

210.

211,

Sestrojte rostoucf nespojitou funkei ¢ y definovanou v interva-

T Cagh > @ E, a funkei g monotonn{ na intervalu
< f(a), £(b) > tak, aby funkce g % f byla spojitd v inter-
valu < a,b 7 .,

Rozhodn&te, zda lze navic poZadovat, aby g byla ryze mono-

tonni.

DokaZte ndsledujfci tvrzenif:

Necht g je kladnd spojitd funkce v E, , £ je spojité
funkce definovend v E, a pro kafdé x E, platf f%(x) =
= g2 (x) . Potom existuje & € { - 1,1% takové, Ze pro kaZdé
X € E,T plati

fix) = €. alx) .

Plat{ tvrzenf, které dostaneme z v&ty v udloze 208 zdm&nou pfedpo-
kladu " g je kladné spojitd funkce" za pfedpoklad " g je nezé-
porné spojitd funkce®™ 7

Zkoume jte, zda predpoklad spojitosti funkce f v Gloze 208 je
podstatny, tj. zda plati obdobné v&ta, kterou z véty v dloze 208
obdrZime vynechénim pFedpokladu "funkce f Je spojité" .,

DokaZte tvrzeni:

Je dén interval < a,b > < E, a funkce f spojitd na
< a,b > . Je-li pro ka%dé y e E, mnoZina f__ (y) konednd,
Jje funkce f v ka%dém bodd x e (a,b ¥ ryze monotonnf zleva.

Jsou vdechny pifedpoklady této vty podstatné ? V souvislosti
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212,

213.

214,

215.

8 touto otdzkou rete ndsledujfct dlohy.

Na intervalu < a,b > c E, definujte funkei f tak, aby pro
kaZdé y e E; byla mno%ina f ,(y) kone¥ndé a funkce f nebyla

pro Zédné x € {a,b > ani zleva ani zprava ryze monotonnit.

Na intervalu <a,b > c E, definujte spojitou funkei £ tak,
aby existoval bod y € E, , pro ktery mnoZina r,(y)n<abd

Je nekonednd.

Necht je dén interval < a,b > ¢ E1 a funkce f£: < a,b> —E,
kterd je v kaZdém bod& x e <{a,b) ryze monotonni zprava a v kai-
dém bod® x € (a,b > ryze monotonni zleva. Rozhodn&te, zda pak
plat{ ndkteréd z podminek :

(a) funkce £ je spojitd v {a,b > ;

(b) mno%ina f_4(y) Jje kone¥né pro ka¥dé YeE, .

Jako posledn{ v sérii dloh bezprostfedn& souvisejicfch s ulohou 211
Fedte tento problém:

Necht f je spojité funkce na {a,b ) ¢ E, anecht r
nabyvéd alesponi jedné své hodnoty jen v kone&n& mnoha bodech g in-
tervalu < a,b ) . Rozhodndte, zda existuje bod x,€ {a,b ) ,

v némZ je funkce f Tryze monotonni zprava nebo zleva.



216,

217.

218,

219,

Sestrojte funkci f spojitou v E, , kteréd nenf ani shoras ani zdo-

la omezend., Zjisté&te pak, zda je mnoZina

A={xeE_ ; 2(x) =0}

neprézdnd, resp. konefnd, resp. omezend a podobns. Rozhodnéte, zda
mnoZina A je neprézdnd pro kaZdou funkei f shoras uvedenych

vlastnost{,

Sestrojte funkei f spojitou na intervalu < 0, +c ), kterd ne-

ni shora ani zdola omezend. Zjistite pak, zda je mnoZina

A={x € <0, +0 ) ; f(x) = 0%

neprézdné, resp. kone¢nd, resp. omezend apod. Rozhodné&te, zda mno-

Zina A je neomezens pro ka¥dou funkci f shora uvedenych vlast-

nosti.

Nechl {x,% je klesajfet posloupnost, lim X, =0 . Sestrojte
funkei f definovanou v E, takovou, %Ze f(x) = 0 s Prévd kdyz
lee{xn;neN'i nebo x = 0 , pridem¥ f je spojitd v E.,
(resp. spojité v E, - 10} a nespojité v bod& 0 ).

Sestrojte funkci r definovanou v E, , pro kterou platt
£(E;) c Q (mno¥ina raciondlnfch t{sel). Charakterizujte vSechny
funkce spojité v E1 » které majf tuto vlastnost.



220,

221,

222.

223,

224 %

225,

DokaZte, Ze funkce spojitd v E, , kterd je rovna nule v ka¥dém

racionélnim &{sle, je rovna nule v celém E e

Rozhodn&te, zda existuje funkce f spojitd v E, , £f(E,) # {07,
a pro kterou platf: Pro kaZdy interval I c E7 existuje xe I
tak, %e f(x) =0 .

Bud f funkce definované v E, a nechi pro ka%dé x e E; existu-
Jje kone¥nd 4‘1_5;:1:1‘)< f£(t) . DokaZte, Ze funkce g definovand pFedpi-

sem

g(x) = lim £(t) pro xe E
t > x 1

Je spojité v E, .

DokaZte tvrzeni:
Necht f je monotonnt v intervalu IcE, . Potom existugje

alespon jeden bod X, € I , v n¥mZ je funkce £ aspojité.

Existuje spojitd funkce f£: ¢ 0,1>— < 0,1> , které nenf mo-
notonni na %4dném intervalu I c < 0,1 . Doka%te.

Nech! f je spojité funkce v intervalu < a,b > c E, , f(a) >

> 0 . Oznadme

y=8up {t € {a,b) ; £(t)>07.
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226.

227,

228.

229-

Potom je f(y) =0 nebo y = b . Dokaite.

Sestrojte spojitou nezépornou funkeci T definovanou v E, tako-
vou, Ze pro ka¥dé n e N platf 0 e f(<{n,+®)) a f nent

omezend na intervalu < n,+ ) .

Rozhodn&te, zda platfi toto tvrzeni:
Necht funkce f definovans v E, mé tuto vlastnost: Pro

kaZdy interval I c E, je I- r(E¢J=# @ . Potom f je konstant-

ni nebo nenf spojitd v ¥4dném bodé x e E7 .

DokaZte tvrzeni{:

Nechl funkce definovand v Eq Je nekonstantnt a neklesa-

jiet v E, . Oznadme (inf £(E;), sup £(E;)) = I . JestliZe pro
libovolny otev¥eny interval Jc I je Jn f(E%) + g
f spojitd.

y Je funkce

Necht I je otevieny interval v E, . Sestrojte kladnou funkei ¢
definovanou na I tak, aby funkce 1/ ¢ byla neomezend na ka¥-

]
dém oteviendm intervalu Jec T .

Lze sestrojit tuto funkei ¢ tak, aby byla spojitd v 1 ¢



230.

231,

232,

233.

234 -

235.

Sestrojte prostou spojitou. funkei f definovanou na E, , pro ni%

platf f(E ) = (- 1,1) .

Roghodn&te, zda existuje funkce f prostd v intervalu (- : A & 1O
pro kterou platf £(( -1, 1)) = E, a f , nenf spojitd v By

Rozhodn&te, zda existuje funkce f prostd na (- 1, 1) ,pro nil

2((-1, 1)) = E, af_ neni spojitd v Z4dném bodd z E, .

1 1

Sestrojte spojitou funkei £ , kters zobrazuje interval (a,b) c

Cc E, na interval <( a,b ) .

Lze tuto funkei f nalézt tak, sby byla navie prostd na
(a,b) 7

Sestrojte funkce £, g rostouc! a spojité v E, tak, aby pro ka-
dé x e E1 platilo

x? « £(x) - g(x) .

DokaZte nédsledujfcf{ tvrzeni:
Necht funkce f , g jsou spojité v intervalu I c E4 . Potom

funkce | £l , max (£, g) , min (f, g) Jsou spojité v intervalu I.



236,

237.

238,

239'

240,

Nechi funkce f je 8pojitd v E, . Pro libovolné %y fe B,

X < (3, definujeme funkei fuf p¥edpisem

qu (x) = min (max (£(x), c ), R, xe E, .

Potom funkce fﬁ‘ Je spojité v E,1 » Dokaite,

Necht £, g jsou spojité funkce v intervalu < 0,1 > . Potom

max |f(x) + g(x)| = pax l(£(x)| + max lglx)! .
X € <0,1% X € <0,1» X €<0,1>

Ll

Dokﬂzteo

Sestrojte funkce T, 8 v dloze 237 tek, aby v dokazované nerov-

nosti platila ostrsg nerovnost.

DokaZte tvrzent:
Nechl ka%dé¢ a e E; Je periodou funkce f . Potom funkce f

Je konstantnf,

DokaZte tvrzent:

Necht g e E,; Je pericdou funkce f o Pak té% &fslo - g Je

periodou funkce ¢ ,



241,

242,

243.

244,

245.

246.

DokaZte tvrzeni:

Necht f je nekonstantnf periodické funkce v Eq . Potom

neexistuje 1lim f(x) .
X3+ 00

Rozhodn&te o platnosti tvrzenit:

A ]
Necht {a, 7 je prosts posloupnost, lima, =ae E, . Je-

1i pro kazdé ne N ¢&islo a, periodou funkce f , je té% a

periodou funkce ¥ .

Rozhodné&te o platnosti tvrzen{:
Necht I < (0,+@) je otevreny interval a nechf ka%dé a €
€ I Jje periodou funkce f . Potom funkce £ Jje konstantni.

Doka%te tvrzeni:
Nechi X, € E, a necht nekonstantnf periodické funkce ¢ Je
spojitd v bods& X, « Potom existuje nejmens{ kladnsg perioda funkce

ol

Sestrojte funkce f, g definované v E, & nespojité ve vdech bo-
dech x € E,; tak, aby f + g, resp. £ . g , resp. | £ | byly

funkce spojité v E1 .

Sestrojte funkci f definovanou v E tak, aby lim f(x) = + oo
1 Xy 400

a pro ka?dé n € N existoval otevieny interval I, (n, + )

- 62 w



247,

248,

245.

tak, Ze funkce f je klesajfc{f na In .

Pro funkci f spojitou v intervalu <a,b ) c E, poloZme

(3 Cab )= 8 £(x) - inf f(x) .
- > b7 xséla?,eﬁ i x e<a, b

DokaZte, Ze plati:
(a) e (f; <aybd> )=0;

(b) @ (L 52 u,b ). )

0 , prédvé& kdyZ? funkce f je konstant-

ni v intervalu <a,b ) ,

Necht f je spojité4 funkce na intervalu <{a,b > c E, . Pro
x € (a,b > poloZme

glx) = @ (23 <ax ) , gla) =0 .

Rozhodn&te, zda funkce g je spojitd4 na intervalu <a,b > .

Necht f je omezend funkce definovand v E, a McC E, . Potom

klademe

@ (£ ; M) =supif(x); xeM} - inf f£(x) ; xe M?.

Cislo @ (f ; M) nazyvéme oscilac{ funkce f na mnoind M . Do-
ka%te, Ze platf

(a) W(oef ;M= |ecl w (£; M) pro viechna x ek, ;

(b) W(f+g; M) £ @ (£; M)+ (g; M.



250.

251.

252,

253.

254 , %

V souvielosti s udlohami 247, 249 zavedeme pro omezenou funkei f

definovanou v E-'l a X & E1

cw f(x) =£J_.:mo+a.){f ; Ua(‘)) .

Hodnotu c¢v £(x) nazyvdme oscilac{ funkce f v bod¥ x . Nechil

xa € E1

Jjitéd v bod& x

. Potom plati an(xo) = 0 , prédvé kdyZ je funkce f spo-

s * DokaZte.

Necht f je rostoucf funkce v 31 . Definujme

g(t) = inf f(x) - sup f(x) .
Xé&(t,) xe(ot)
Potom funkce f Jje spojitd v E, , prévé kdyZ g(t) = O pro vie-
chna t € E, . DokaZte a porovnejte e« f (z dlohy 250) a g .

Budi¥ ne N . Sestrojte funkeci f definovanou v E, , kteréd kaZ-
dé hodnoty y < E, nabyvd v prévé n rlznych bodech.
Sestrojte ddle funkei f definovanou v E1 y Pro ni% mnoZi-

na f_, (y) Je nekonené pro kafdé y € E, .

Sestrojte spojitou funkei f definovanou v E‘I s, pro niZ mnoZina

el (y) obsahuje prédv& 5 prvkd pro ka%dé y € E, .

Sestrojte spojitou funkci f definovanou v E_, , pro kterou mno-
Zina f_, (y) Jje nekoneind pro ka%dé y e E, .

Existuje funkce f Z24dané vlastnosti takovéd, aby existovaly

= B =



255,

256f

257 .

258,

259 X

ob& limity lim f(x) , 1lim £(x) ?
X+ X = - g

Rozhodné&te, pro kterd n € N existuje funkce Ff 8pojité v E7 §
pro kterou mno%ina f__, (y) obsahuje pro kaaé ye E1 prévé n

prvkd.,

V souvislosti s dlohou 255 se vrétime jests Jjednou k dloze 252.
K denému n e N oznaéme Fn mnoZinu v3ech funkef ¢ definova-
nych v E, , které jsou fedenfm Ulohy 255. Ka%dé funkci f e Eor
ptitfadime d, (0 £ de £ + @ ) tak, Ze de urluje poZet
vBech bodd nespojitosti funkce f . Najd&te pro viechna n e N

inffd, ; feE,1?.

Nech! f je kladné konvexnt funkce na intervalu I E, . Rozhod-

n&te, zda funkce log £ je konvexnf v T .

Necht funkce ¢ Jje konkdvni a nezépornd v E, . Potom je £ kon-
stantnf v E, . Dokazte.

Je-1li f funkce definovand v E, takové, %e £ a lf| jsou
konvexntf funkce v Eq y J& f nezdporné nebo konstantni v E .

DokaZte,



260.

261 -

262.

263,

Rozhodnéte, zda plat{ tvrzeni:

Nechi funkce f je spojitd v intervalu ¢ 0,+ 0 ) a exis-

tuje lim £(x) . Potom funkce f Jje stejnom®rn& spojitd v inter-
X =¥ 40 i

valu <0, + ) s

Plati obdobné tvrzenif, budeme-li p¥edpoklédat, Ze uvaZovand

lim £(x) Jje vlastnf 7
N

Rozhodn&te, zda plat{ tvrzeni:
Necht a € (0, +o ) a funkce f Jje spojitd v intervalu

¢ 0,a) , lim f(x) = + co . Potom funkce f nen{ stejnomdrnd
X d-

spojitéd v intervalu < 0,a) .

Plat{ obdobné tvrzeni pro p¥ipad a = + ® 7

Rozhodnéte, zda plat{ tvrzeni:
Necht a € (0, + co ) a funkce f je spojité v intervalu

¢ 0,a) , lim f£(x) neexistuje. Potom f nen{ stejnomdrnd spo-
X>a-

jité v intervalu < 0,a) .

Platf obdobné tvrzeni pro pffpad a = + c© 7

Necht f je spojitd funkce v E, anecht 1lim f£(x) =
¥y - co

= lim f(x) = a .
A ¥4 o0

Je-li s e E, , nabjvd funkce f avého maximali minima., Je-1li
& = + 00 , nabyvé funkce f svého minima a nenabjvéd maxima.

Je-1li & = — o , nabjvé funkce f svého maxima a nenabyﬂlré svého

wi e



264.

265,

266.

267,

minima. DokaZte.

Necht f je spojitd funkce v E;, a necht existujf vlastnt limity

lim f(x) = ¢ , lim f£(x) = (3 y 06 = B , JestliZe £(E,) -
X¥r~m X400

- (o, 3 )% @, nabjvd funkce f svého maxima nebo minima. Do-
kaZte toto tvrzeni a formulujte nap#. nutnou a postatujfci podmin-
ku, kterou musf splfiovat funkce f shora uvedenych vlastnost{,

aby nabjvala svého maxima.

Sestrojte funkei f spojitou na intervalu <0, + @ ) tak, aby
£ (<0,+®)) byl otevieny interval v E, .

Lze nalézt tuto funkei f tak, aby splnovala jestd podminku

lim f£(x) = £(0) ?
X = o0

DokaZte tvrzent:
Necht funkce f je spojitéd v intervalu < 0, + w0 ) g

necht platf{ 1lim f£(x) = £(0) . Potom funkce f nabyvd v interva-
X~ 400

lu < 0,+m ) svého maxima i minima,

DokaZte:
Nechl funkce £ je spojitd v intervalu < C,+ 00 ) a necht

existuje lim f(x) . Potom funkce £ nabjyvéd v intervalu
X~y 400

< 0,+%) svého maxims nebo minima.

Sestrojte pr{fsludné p¥iklady k tomuto tvrzeni.



268.

269.

270,

271.

272,

Necht f je spojit4 funkce v intervalu (a,b) ¢ E, a necht limi-

ty lim f(x) , 1lim f£(x) jsou nevlastnf. Potom funkce f na-
X e x =y &

byvé bud svého maxima v (a,b) , nebo nabyvd svého minimae v (a,b) ,

nebo f((a,b)) = E, ; nastévéd prévé jeden z t¥chto t¥{ pfipadd.
DokaZte.

DokaZte tvrzeni:
Necht f je spojitd funkce v E, . JestliZe f nen{ omeze-

nd v E,, potom alespoh jedna z limit 1lim £(x) y lim #£(x)
A =>-c0 H ¥+

neexistuje nebo nenf vlastni. Srovnejte tuto ulohu s Ulohami 264

a 268 .

Sestrojte funkce f, g stejnomdrn spojité na intervalu IcE,

tek, aby funkce f . g nebyla stejnomérn& spojitd v I .

Mé tato dloha FeZeni{ pro ka¥dj interval I c E, 7

Rozhodn¥&te, zda platf v&ta:
Nechl I e E, Je interval a funkce f , sgn £ jsou 8pojité

na tomto intervalu. Potom inf {|f(x)| ; x €I% >0 .

Necht funkce f a sgn f Jsou spojité na intervalu < a,b) c E_ .

Potom inf {(f(x)|; x € (a,b> % > 0 . DokaZte.

L



273'

274.

275.

276.

277.

Rozhodné&te o platnosti tvrzeni:

Necht Ic E, Jje otevlfeny interval a nechl ob& funkce £ ,
1/f jsou stejnom&rn¥ spojité v I . Potom sgn f je spojité
funkce v I a inf {If(x)|l;xe€I% => 0.

Zkoumejte platnost tvrzeni, které vznikne z p¥edchézejfctho
tvrzeni doplnénim o pfedpoklad " I je omezenf§ interval".

Necht f , g jsou spojité funkce, definované na intervalu IcE,

a nechl pro ka%dé x e I platf f£(x) . g(x) >0 . Potom ob& funk=-
ce f, g Jjsou kladné nebo ob& zéporné v intervalu I . DokaZte.

Necht funkce f je epojitd v intervalu ¢ a,b > . Potom

sup {f(t) ; t € < a,b>7 =supff(t) ; te <a,b>nQl}.

DokaZte.

Rozhodn&te, zda pro ka¥dou funkeci f spojitou v E‘l » platdi

sup{x ; f(x)>0%=8up{x ; f(x) = 07%.

Necht Ic E, Je libovolny interval. Nechl funkce f je monoton-
ni, spojitd a omezend v intervalu I . Potom Jje funkce f stejno-

mérn& spojitd v. I . DokaZte.



278,

279 L]

280,

281.

282.

Bud Ic ].i:,r interval. Potom I je omezeny a uzavireny interval

prévé tehdy, nabyvé-1i ka¥dd funkce spojité na 1 svého maxima
v I . DokaZte,

Necht I ¢ E, Jje interval. Potom I je omezeny a uzavieny in-
terval, prdvE kdy% kazdd linedrni funkce nabyvd na I svého ma-
xima. Doka¥te.

Necht Ic E1 Je interval, Potom I Jje omezeny a uzavfeny inter-
val, prév& kdy% funkce f(x) = x » X€ I, nabjvd v I gavého ma-

xima a minima. DokaZte,

Srovnejte tvrzenf z iloh 279, 280 & tvrzenim: Necht I c E,
Jje omezeny g uzavieny interval. Potom ka¥dé spojité funkce, defi-

novand na I , nabyvd svého maxima i minima,

Sestrojte funkei f spojitou na < 0,1> a nabyvajici maxima v

bodé O , které v8ak neni v %4dném pravém okol{ bodu O monotonni,

Rozhodn¥te o pletnosti tvrzeni:
Nechl! @ je spojité a nekonstantni funkce definovand na ote-

vieném intervalu T c E, , £ 8pojit4 na intervalu @ (I) . Necht}

(a). funkce P Jje stejnomdrn& spojité v intervalu I nebo

(b)  funkce f Je stejnom&rn¥ spojits v intervalu ¢ (1) .

Potom je funkce f£ x ¥  stejnom&rn¥ spojits v intervalu 7T .,



283.

284,

285.

286,

287 -

288.

Dopliite predpoklady vdty z predchézejici dlohy o pPedpoklad

* I je omezeny interval" a zkoumejte platnost takto vzniklého

tvrzeni.

Necht Ic E, Jje interval. Potom I je omezeny, prévé kdyZ kai-
dé stejnom®rnd spojité funkce na I je na tomto intervalu omeze-

nd. DokaZte.

Sestrojte funkci f , definovanou na neomezeném otevieném inter-
valu Ic E,, kterd neni spojité (resp. je nespojitéd) ve v3ech

bodech tohoto intervalu a nabyvéd svého maxima i minima na I .

DokaZte, Ze existuje y € (0,2) takové, Ze plati

y5‘+y4+y’3+y2_3_1=0.

Nech¥ f je polynom lichého stupn&, Potom existuje X € E, tak,
e plati f(xo) = 0 . DokaZte.

Necht f , g jsou spojité v intervalu <a,b 2% By % Je vos-
touct a g klesajfci v tomto intervalu. Nech? f(a) < gla) ,
£(b) > g(b) . DokaZte, Ze pak existuje prév& jedno x € (a,b) ta-
kové, Ze pro n¥& platf

f(x) = g(x) .



289.

290.

291.

292,

DokaZte ndsledujici tvrzeni:

Pro kaZdé nezdporné celé ¢islo k existuje prévé jedno

2R +1 "
anE(k’r " -—T:ﬂ“) tak, Ze platf tg x, = xg . Déle je

lim .:rr—.xn)=0

Lo

2m +1
(2ret

Necht {x, $ Jje prostéd monotonni posloupnost bodd z intervalu
Ic E,r , T Jje spojitéd funkce v intervalu I . Necht platf pro
kaZdé n &€ N

f(x,b) . Bz )= 0 ;

”+1

potom existuje nekonedn& mnoho bodd x e I , pro nd% je f(x) = 0.
DoksaZte.

DokaZte, Ze plati:
Necht funkce f Jje monotonni v intervalu I c E1 « Potom
funkce f m4d v I Darbouxovu vlastnost, prdvd kdyZ f£(I) Jje in-

terval nebo jednobodovéd mnoZina.

DckaZte, Ze plati:
Funkce f mé Darbouxovu vlastnost v intervalu I prévé teh-
dy, kdy% zobrazuje kaZdy interval J < I bud na interval nebo na

Jednobodovou mnoZinu.



293. DokaZte, Ze platif:

Zobrazuje-li funkce f definovand v E, kaZdy interval I
na interval < 0,1 > , nen{ f v %4dném bodd x € E, monotonn{

ani spojitd, md4 v3ak Darbouxovu vlastnost.

294.* Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:
Necht f, g Jjsou funkce definované v E, , f Jje spojité a

g mé Darbouxovu vlastnost. Potom f . g m4 Darbouxovu vlastnost.

295.*% Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:
Necht f , g jsou funkce definované v E, , které majf Dar-
bouxovu vlastnost. Potom té% funkce £ + g mé Darbouxovu vlast-

nost.

296. DokaZte tvrzeni:
Nechl funkce f je prostd a spojitd v intervalu I c E, .

Potom f Jje v I ryze monotonni.

297. DokaZte tvrzeni:
Necht funkce f je prost4 a mé Derbouxovu vlastnost v in-

tervalu I < E; . Potom f Jje ryze monotonnf{ v I,

Srovnejte toto tvrzen{ s tvrzenim z dlohy 296.



298.

299.

300.

DokaZte, ¥e plati:

Mé-1i funkce f Darbouxovu vlastnost v jistém U(xa) (kde

x € E. ) a existujf-1i jednostranné limity lim £(x)
Qo A X - X, 4

lim f(x) , je £ spojitd v bod& x, .
X %

Vyslovte a dokaZte analogické tvrzeni pro jednosirannou spo-

Jjitost.

Sestrojte spojitou funkci £ definovanou v E1 , pro kterou plati

14m f(x) = + co & pro ka¥dé n € N funkce f neni na interva-
Xy +a0

lu ¢ n, + © ) ani konvexn{ ani konkévni.

Rozhodn¥te o platnosti nésledujicich tvrzeni:

(a) Nechl funkce f Jje omezend (resp. spojité, resp. stejnomér-
n& spojitd) v E, . Pak ke ka%dému x & E, existuje okol{l
U(x) bodu x tak, fe f Jje omezend (resp. spojitd, resp.

stejnom&rn& spojitd) v U(x) .

(b) Nech® pro funkci f definovanou v E_ plati: Pro kaZdé
x € E, existuje okold U(x) bodu x tak, Ze f je omeze-
néd (resp. spojitéd, resp. stejnom&rn® spojitd) v U(x) . Po-
tom funkce f Jje omezend (resp. ojité, resp. stejnom&rné

spojitd) v E, .



ti

-

§ 5. DERIVACE

Symbol f°(x) znadf derivaci funkce f v bod& x , symboly t;(x),
resp. f;(x) znadi derivacilfunkce f v bod® x zprava, resp. derivaci
funkce f v bod® x zleva. Misto"existuje derivace funkce f v bodZ x "
F{kéme té% "funkce f méd derivaci v bod® x " apod. Derivace (jednostran-
né derivace) funkce v bod¥ jsou &fsla z E¥ . Je-1i tedy f'(x) e« E, ,
resp. :;(x) € E, , resp. £ (x) € E, , mluvime o vlastni derivaci, resp.

vlastni derivaci zprava, resp. vlastnf derivaci zleva funkce f v bod&

X o Mluvime-1i o derivaci, méme vZdy na mysli vlastnf nebo nevlastni de-

rivaci.

JestliZe kaZdému bodu x € E, , ve kterém existuje vlastnf f’(x) ,
prifadfme f£'(x) , zna¥fme takto ziskané zobrazeni symbolem f° a Ffkéme,
%Ze funkce f° je derivacf funkce f . V textu pracujeme s derivac{ f°
zpravidla na n&jakém intervalu; nap¥. vyrok "derivace f° je omezend v
(a,b) " znamens, Ze funkce f je definovand v (a,b) , pro ka%dé x &

€ (a,b) existuje vlastn{ f£’(x) a funkce f° definované shora uvedenym
zpisobem je omezend v intervalu (a,b) .

,re

Derivace vy38fch $4dd zna&fme symboly £ °(x) , £""’(x) , resp. té%
m)

£ (x) yneN,nebo £°°, £ | £ pn eN, aplatf pro n& stejné
Umluvy jako pro derivaci prvnfho ¥4du f£°(x) , resp.f’ . Je uZitené po-

lozit £P=¢ .,

301. Sestrojte funkci f spojitou v E, , kterd md vlastn{ derivaci
viude v. E, -40% a £°(0) neexistuje.




302.

303.

304.

305.

306.

DokaZte toto tvrzeni:

Necht? funkce f mé v bodd x, vlastni ob& jednostranné de-
rivace. Potom je funkce f spojitéd v bodé x, a existuje

U(x,) tak, Ze f je omezend v U(x,) .

Sestrojte funkci f v E, , kterd je spojitéd v bod& O , ptidemZ

neexistujf ob# jednostranné derivace funkce f v bodé O .

Lze sestrojit funkei £ tak, aby vyhovovala uvedenym podmin-
kém a neexistovala ani jedna jednostranné derivace funkce f v

bod¥ 0 7T

Necht x € E, . Sestrojte funkei f , pro ni% £°(x,) =+ a

f neni (resp. je) spojitéd v bedé x, .

Necht n = 2 . Sestrojte funkci f definovanou v E; , Pro kte-
rou existuje vlastni £ x) prévé pro viechna xe= E; -10 } a

f (&“4’

pro kterou je spojité funkce v E, .

Doka¥te, %e neplat{ nésledujici tvrzeni:
JeatliZe existuje vlastni f'(xo) , potom je funkce spojité
v jistém okoli U(xo) .



307.

308.

309.

310.

Rozhodn&te, zda platf tvrzeni:
Necht funkce f je definovéna v okolf U(C) bodu O . Nech}
existuje € = 0 tak, Ze pro ka%dé x < U(0) je

[£(x)| = | x|™*®

Potom £°(0) =0 .

DokaZte tvrzeni:
Necht € >0 a g je omezend funkce na U(0) . Funkei £
definujme na U(0) p¥edpisem

14 £
f(x) = g(x) . | x| .

Potom f£°(0) =0 .

Necht funkce f je definovdna v U(0) a mé tam derivace viech
¥4dd; nechl existuje ¢ & E, tak, Ze pro vd3echna x & U(0) - £0%
plat{

-T2
Ii’(x)iaé—c.e/'x +

Potom pro kaidé nezdporné celé &fslo k plat{ f(*J(O) =0 .
DokaZte.

Bud {sa,? posloupnost redlnych &fsel. Sestrojte funkci f defi-
novanou v E, majfef derivaci £’ spojitou v E, tak, aby

f(n) = a,, pro ka¥dé ne N.



1t
, pritem? f

Sestrojte funkei f definovanou V Ey tak, aby funkce

311.
byla nekonatantni, m&la derivace ySech Féadd v B,
nen{ spojitéd Vv 34dném bod® X & E -
312. Sestrojte funkce £l 0 B definované V Bg oy které nejsou spojité
v %4dném bodd 2 Eqo pritemZ punkce f x & mé derivace viech
paad v E4 .

313. Necht funkce T je spojité v bodd x, 8 pecht funkce & = £.D
mé v bodd® Xp vlsstni derivaci. Potom je f(x,) =0 £°(x,) = O
DokaZte.

314. gestrojte funkci T spojitou a rostouci na intervalu { 0,1 ta-
: " o f 1
é nelN neexistuje f ('E:) .

xovou, %€ Pro kaZd

Sestrojte funkei T definova-

je kone&né mnoZina.
v bodech mnoZiny K -

315, Necht K c B,
1astni derivaci prévé

nou v E4 kterd mé Vv

finovanou Vv E, , Pro niz

stouci funkei T de
o© Pro xa%dé

316. Sestrojte spojitou ro
PO i i

existuje £ (x) Pro xazdé x € E,

celé &islo Y -



317 .

318.

e ———————————

319.

320,

Sestrojte spojitou funkci f , kterd mé vdude v E, derivaci, p¥i-

gem¥ f'(x) = + o pro kazdé sudé &fslo x , £ '(y) = - e pro

ka%dé 1liché ¥fslo y .

Sestrojte funkci f definovanou v E, , pro nii je £(x) = + @

pro v3echna x e{}%; ; e N? y £°(y) = —c0 pro viechna
{ 1 , = . 3
y € ; h € Nf , £7(0) =0 a platf jedna z ndsledujicich
2n +1

podminek:
(a) funkce f Je spojité v E s ;

(b) funkce

{L

f Jje nespojité prédvé& ve vSech bodech mnoZiny

s n & N.}'

Sestrojte funkei f definovanou v E, , kterd nenf v 24dném bod¥

X € E1 monotonni a pro kterou platf f£°(y) = O pro kazdé

y e{;{-— ;neN}u{o?-

Sestrojte funkci f definovanou v E

1 L]
£(x) = £(- x) = + ®

kterd je klesajicf{ v bod&

0., Ef(0)=0 a pro v3echna

X € {;%— ; n € N}.



321.

322.

323 -

324. *

Necht a ¢ E, . Sestrojte funkci ¢ definovanou v E, , kterd m4
v8ude v E, vlastn{ derivaci, pfi¥em’? funkce f° Je nespojits

Prévé v bodech mnoZiny N g pro kazdé n e N platf £°(n) = a .

Sestrojte spojitou funkej f definovanou v E, tak, aby existo-
vala vlastnf derivace £°(0) , pritemZ v ka%dém okol{ bodu ©
existuje nekonedns mnoho bodd, v nichs derivace funkce f neexijs-

tuje,

Sestrojte funkci f , kters m4 8pojitcu derivaci £’ v E, , platf
pre-ni £(0) = £°(0) =0 4 vyhovuje n&kteréd » nésledujfcich pod-

minek :
(a)  funkce ¢ Jje rostoucf{ v E,
(b)  funkce ¢ Je kleasajfef v £, 3

(c)  max fP(x) = ¢ :
E“]

n
(& ]

in f(x)

L=
me

1 ]
s

unkce f e v bod& 0 monotonn{ zprava a nen{ v bod& ¢

monotonni zleva;

(L) funkce f nenf v bod& C monotonnt zprava ani zleva,

-

Sestrojte funkei ¢ definovancu v E; , kterd mé derivaci P

omézenou v intervalu ¢ - 1150 ) S pro kterou neexistuje

max {1 £°(x) ; x € < - 1,1>7%




325. Necht 0< d < + co . Sestrojte funkeci f definovanou v E, ,
pro kterou f£'(0) ='d a funkce f nenf rostouci v Zédném okol{
bodu 0 .

326, Sestrojte funkci f definovanou v E, , kterd mé v3ude v
E, konednou derivaci, funkce f Jje klesajfc{ v bod® O a funkce

f’ zobrazuje ka%dé okolf bodu O na E4 .

327. Nech% funkce g mé omezenou derivaci v E, . Bud € > 0 j pro
, x € E; poloZme fe(x) = x+ € g(x) . Doka¥te, Ze existuje €,>
> 0 tak, %Ze funkce f Je prostd v E, .
]

328, Necht 0< a £ 4 o0 . Sestrojte funkei f rostoucf v E, , pro
kterou platf f£(0) =0 , £°(0) = a a prc kterou inversni funkce

: £ nemd v bod® C derivaci.

329. Doka¥te ndsledujfic{ tvrzeni:
Necht funkce f je definovéna v intervalu <0,d"), o >
> 0, £(x) existuje pro ka%dé x € <0,d ), £,(0) = 0 . Necht
déle f neni monotonni zprava v bodé O . Potom pro kaZdé ne N

existujl body X, , ¥np s Zn € (0, 07), limx_ = limy, =

= lim z,, = 0, tak, Ze plat{

£z, )=0; £y, V>0, £°(z,)<0C

pro ka#dé ne N .



330.

331.

332,

333.

334.

335.

Sestrojte funkci f , kterd mé derivaci na E, a je klesajfci v
bod® O , pri¥em¥ derivace funkce ¢ zobrazuje kaZdé okol{ bodu
0 mna E¥*

11

Sestrojte funkci f definovanou v intervalu < a,b) tak, aby

existovala f/(a) , £'(x) pro ka?dé x e (a,b) , a neexistovala

lim f£'(x) .
Ayt

Sestrojte funkci f definovanou v intervalu < a,b) tak, aby

existovala vlastnf lim f£°(x) a aby neplatila rovnost
X>a 4

lim £'(x) = ﬂ;(a) .
A= Ql'+

Sestrojte funkei ¢ definovanou v E, , pro ni% neexistujf

lim £(x) , 1lim £(x) 1 existuje derivace funkce f v bods ¢ .
HAr O+ K= 0=

Sestrojte funkei f , kterd m4 vlastni{ derivaci v3ude v intervalu

o, + latf 1lim f = + latf 1lim f£"(x) =
(c, o« ), pla N LW (x) 0 a nepla x+1‘r,n+ (x

Rozhodn&te, zda existuje funkce f » kterd méd v kaZdém bod& inter-

valu (0, +00 ) konednou derivaci, prifem¥ platf

lim  f(x) = + 0 | lim £'(x) =1 .
x>0+ A= 04+




336.

337.

338.

339.

Sestrojte funkci f definovanou v E, , pro niZ neexistuje

lim £(x) a existuje lim f'(x)e E, .
A +00 A3+

Sestrojte funkci f definovanou v E, , které mé vlastni deriva-

ci v8ude v E, , pro nif existuje 1lim f(x) a plati jedna z né-
X3+
sledujicich podminek:

(a) 1lim #£°(x) neexistuje;
X > +00

(b) lim f£'(x) = + 0 ;
X =>4+ 00

(e) funkce f  neni omezensd shora ani zdola na ka%dém okoli bodu oo .

1}
o

Necht funkce f mé vlastni derivaci v (0,0 ) , xi}m £ (x)
@

L]

Polo¥me g(x) = f(x + 1) - £(x) . Doka%ite, %e 1lim g(x) =0
*= oo

Doka¥te toto tvrzend:
Necht funkce f je definovanéd v intervalu < O,+® ) ,

existuje vlastni in%o £(x) =a, a# 0, Potom existuje nevlast-
ni lim f(x) .
X5 00

UvaZte, zda plati analogické tvrzeni, které vznikne z predché-
zejici v&ty vynechdnim predpokladu a= 0 .



340.

341,

342,

343.

344-

Sestrojte funkci f ryze monotonn{ na intervalu (0, + @ ), pro

niZ lim f(x) = 0 , existuje f°(x) pro kaZdé x e (0 + 0 ) a
X =0

neexistuje 1lim £'(x) .
b N el

Budte € , X kladnd redlnd &{sla. Sestrojte funkei f definova-

nou v E; , kterd mé viude derivaci a platf sup [f(x)|< £,
x € 4

v |2 > % .
er1

Rozhodn¥te, zda platf toto tvrzeni:
Necht funkce f je omezend v intervalu (a,b) a existuje
vlastni derivace funkce f v¥ude v intervalu (a,b) . Potom Jje

funkce f° omezend v (a,b) .

Pro x e E1 poloZme
f(x) =inf {lx~-nl|; ne N3}.

Potom je funkce £ 8pojité v E1 « DokaZte.

Urdete mno¥inu vdech x e E, » pro n&% existuje f£°(x) .

Rozhodn&te, zda plat{ toto tvrzeni:
JeatliZe funkce f mé vlastni derivaci v kaZdém bodE x e

€ (a,b) a platt f£°(x) + © pro kaZdé x < (a,b) , potom je
funkce f prostd v (a,b) .



© 345.

346 L

347.

348,

349.

350.

DokaZte tvrzeni:
Je-1i f funkce, kterd mé vlastni derivaci vZude v interva-

lu (0, @) a platf inf £°(x) > 0 , potom je
X & (0,00)

lim f(x) = + o0
X5 0

Sestrojte funkei f , kterd mé vlastnf derivaci vZude v intervalu

I=(0,0), f je neomezend a f° omezend v I .

Rozhodn&te, zda lze funkci s tZmito vlastnostmi sestrojit i

v pFipad¥®, ¥e I je omezeny otevieny interval.

Sestrojte funkei f definovanou v E, , kterd mé v3ude v E -
vlastni derivaci a platf: Je-li Jc E, interval délky 1 , funk-

ce f£f° nen{ omezend na J .

Sestrojte funkci f , kterd je prostd v E, , nen{ v 24dném inter-

valu monotonni a pro kterou existuje f£°(0) .

Sestrojte funkei f definovanou v Eq y kterd nenf v %4dném inter-

valu Ic E, omezend (resp. shora omezend).

Lze funkci f sestrojit tak, aby existovala f£°(0) ?

Necht pro funkeci f a pro ka%dé x € (a,b) existuje vlastn{ de-
rivace f°(x) a nechl plat{ f£(x)=+ O . Potom funkce g =log |Ifl

- 85 -



mé vlastni derivaci Pro kazdé x e (a,b)

a plat{

£0x)
£(x)

g’ (x) =

-

Dokaita .

Necht funkce g mg vliastnf derivaci v E

4 » Potom existuje funkce
f definovand v E1

tak, Ze pro kaZdé «x € E1 platf

g(x) . g'(x) = £°(x) .

DokaZte.

21 e Sestrojte nekonstantnf funkce f, g tak, aby pro kaZdé x e E

1
platilo

£°(x) . g"(x) = (¢ . &))" (x) .

Lze sestrojit tyto funkce tak, aby funkce

f . g nebyla kon-
stantnf ?

353, DokaZte tvrzenit:

Necht f(x) = 43 ¢

tax® +bx+c (a, b, ce E, ) a bud

M mnoZina vech bodd, v nichz Jje funkce ¢ klesajicf. Je

=1i mno-
fina M neprézdnd, je M otevieny omezeny interval.




354, Je=1li p polynom stupnd n = 1 a x,€ E, takové, Ze plat{

p'(x,) =0 , potom existuje okolf U(x,) tak, %e pro vdechna

xeUlx,) - 1x,} Jje p’(x) % O . Dokaite.

355. Sestrojte funkci f definovanou v E, , kterd mé derivace viech
$4d4 v3ude v E, a platf £f™(x) > 0 (resp. ( - 1)™ £ (x) > 0)

pro kaZdé x €E, a ne N,

356. Rozhodn¥te, zda plat{ tato v&ta:
Necht funkce f md derivace vdech F4dd v intervalu (0,1) .
JestliZe mnoZina { x & (0,1) ; £(x) = 0} je nekonend, potom je
téZ mno%ina {x e (0,1) ; f{m(x) = 0% nekonelnd pro ka¥dé k e
€ N.

357. DokaZte tvrzeni:
Nechl funkce f je definovdna v U(0) a existuje vlastnf £°(C) .
Necht {a, § je posloupnost zdpornych &fsel z U(0) sy 1b,3 po-

sloupnost kladnych &fsel z U(QO) a Jje 1lim a, =limb, . Potom
platd

Y BB Y = $(8,)

m-$ 00 bn =" a'n

= £/¢0) .

Platf obdobné tvrzeni i pro nevlastnf f£°(0) 7

358.% Sestrojte funkei £ y kterd mé vlastn{ derivaci vlude v Ey, &

posloupnosti {a,% , f b, $} takové, -Ze platf 0 < 8, < b

pro viechna ne N a



Lze sestrojit posloupnosti fa,} , {bp? spliujfef uvedené

podmfnky tak, aby limita existovala (neexistovala) 7
Lze sestrojit posloupnosti uvedenych vlastnost{ i v pffipadé,
kdybychom poZadovali spojitost funkce f£° v bod® O (resp. v

359. DokaZte tvrzeni:
Nechl existuje vlastn{ derivace funkce f v bod® O . Potom

plati

£(h) -~ £(-h)
2h

£¢0) = lim
haa

Rozhodn¥te, zda z existence této limity vyplyvé existence

£°(0) (resp. spojitost funkce f v bod® O ) .

360. DokaZte tvrzeni:
Necht funkce f je definovéna v E, a bud £(0) = 0 . Jest-
liZe existuje £°°(0) , potom
£(h) + £(-h)

Plyne z existence této limity existence f£°°(0) ( £°(0) ,
resp. spojitost funkce f bod& O ) ?




361,

362.

363.

364.

365,

Sestrojte funkci f , pro kterou f£°° je spojité v E,

y Je
£(0) = £°(0) = £°7(0) a v 24dném okolf bodu O f nen{ sni ros-

touct, ani klesajfcf, ani nezdporné a ani nekladnd.

Sestrojte funkci f , kterd mé spojitou druhou derivaci f£°° v

E;» platf pro ni £(0) = £°(0) = £°°(0) a vyhovuje nékteré z né-
sledujicich pedmfnek:

(a) funkce f je rostoucf v E; 3

(b)  funkce f je klesajfef v E, ;

(¢) max f(x) =0 ;
xEEq

(d) min #£(x)
KEE"

n
o

Necht funkce f mé derivaci £’ spojitou v E; anecht £""(x)2
= 2 pro kaZdé x>0 . Je-1i £(0) = £°(0) = 0 y Ppotom pro kaZ-
dé x= 0 platf f(x)=>=x? . DokaZte,

Necht funkce f, g jsou 8pojité v intervalu <0, + @ ) , majt
vlestni derivaci v . (0, + o ), £(0) = g(0) a £°(x)> g (x)

pro ka¥dé x € (0, + 0 ) . Potom Jje f(x)= g(x) pro ke¥dé =x e
€ < 0, + @ ) . DokaZte.

Sestrojte funkeci f definovanou v E; tak, aby f byla nezdpor-

né v E lim £°%(x) = 1im £°°(x) =0 a ab neexist
17 w30 xX-30+ ' v RRTALA
£°(0) (neexistovala vlastn{ £°(0) ).

- 89 =



366 -

367.%

368,

369.

Lze sestrojit funkei £ , vyhovujfci shora uvedenym pofadav-

kim tak, aby byla spojitd v By T

Rozhodnéte, zda existuje funkce f , jejf%¥ druhd derivace je spp-
Jitd v E; a pro kafdy interval I c E, neni funkce f ani

konvexn{ ani konkdvnf{ na I .

Necht druhé derivace funkce f je spojitd v E;, £(0) =1,

lim f(x) =0 a pro ka%dé x e E, platf 0« f(x) 1 . Potom
X

existuje x € (0, @) tak, Ze f”(x,') = 0 . DokaZte.

Sestrojte funkce f , g , které majf derivace viech #4dd v E,,

£(0) = g(0) =0, g>0 na E, - {0} tak, Ze

. £ (x)
lim =
x>0 glx)
a limita
lim £/(x)
x>0 g'(c0)
neexistu je,

Dokaite nésledujici tvrzeni:
Necht f je funkce spojitd v in'l".ervalu { a,b) a mé viude
v intervalu (a,b) derivaci. Nech¥ existuje y e.E., tak, Ze

f(a) £ y 4= £(b) a £_, (y) n (a,b) je nekone¥nd mno%ina. Potom
existuje bod ¢ € (a,b) tak, ¥e f£°(§) =0 .

Jsou vBechny predpoklady této véty podstatné 7

- 90 =



370.

371.

372.

373.

374.

Rozhodnéte, zda plati tvrzeni :

Je-1li funkce f spojitd v ( &,b ) , fa) = £(b) 8 exigs
tuji-11i £(x) a £°(x) pro ka%dé x e (a,b) , existuje bod
§ € (a,b) tak, Ze

sgn f; (§) =-sgnr’ (E) &

Rozhodné&te, zda ka?dd funkce £ spojitéd v intervalu < 0,1> n4

tuto vlastnost: Je-1i f(g ) ="g$gq)f(x3 a £e (0,1) , potom
¥

existujf vlastni {;{§ ), £2(§) a je - sgn £ (€)=

= sgn f:(? )

Sestrojte funkei f definovanou v intervalu {a,b > » Pro ni#
je f(a) = £(b) , £ (x) existuje vlastni pro kazdé x e (a,b) a
£°(x) # 0 pro viechna x e (a,b) .

Srovnejte vlastnosti zkonstruované funkce s pfedpoklady Rol-

leovy véty.

Sestrojte funkei ¢ spojitou v intervalu ¢ a,b > , pro kterou
je f(a) = £(b) =C a pro ni¥ £'(x) % 0 v kaZdém bod® x e

€ (a,b) , ve kterém derivace £'(x) existuje.

Sestrojte funkei f spojitou v intervalu < a,b > nekonstantn{
na kaZdém intervalu T < <{a,b > , pro kterou f(a) = £{b) 4

£ (x) existuje pro ke¥dé x ¢ (a,b) a mno%ing



375.

376,

377.

378.

{x € (a,b) ; £°(x) = 0} je nekone&ns.

Necht funkce f md vlastnf derivaci v intervalu (0, @ ) a nech}

« JestliZe existuje

existujf _lim f(x) =k, , 1lim f£(x) = k
XS0+ 0 X - @ 1

x,e (0, w) tak, Ze f(xo)-: min (k,, k) , potom existuje

f € (C, 0) tak, Ze f’(gJ = 0 ., Dokaite,

Budte 81++s 8, € E,  a nechi

T a_
—_—Z = 0
3=0 J+1 ;
Potem polynom a, + a, x + cesta x mé alesponi jeden kofen v

intervalu (0,1) . Doka%te.

Necht funkce f mé vlastnt derivaci f°(x) v&ude v E, . Nalez-
n&te nutné a postadujfed podminky pro to, aby funkce [ f]| m&la

vlastni derivaci v3ude v E .

Necht funkce f je definovéna v intervalu (a,b) a nech¥ existu-

JI &isla K >0 , B > 1 takovd, ¥e pro ka%dé x y ¥ € (a,b)
platd

l£(x) - £(3) | = K Ix - %,

Potom f je konstantnf v intervalu (a,b) . DokaZte.



379.

380 .

381.

382.

Necht funkce f m4 v intervalu (a,b) omezenou derivaci ¢£° .

Potom existuje ¢fslo K > O tak, %e je spln&na podminka: Je-1i
x , yec (a,b) , platt

I£(x) - f(y) ) « Klx -y .

Rozhodn&te, zda kaZdé funkce f , splBujfcf v intervalu
(a,b) tuto podmfnku, md v3ude v (a,b) derivaci (resp. je stej-

nom&rné spojitéd v (a,b) ).

DokaZte tvrzeni:

Necht funkce f m4 spojitou derivaci f° v E, . Potom
pro kaZ#dy uzavieny interval I C E, existuje K=>0 tak, Ze je
8plnéna podminka: Je-li x, y € I , platf

[ £(x) = £(y) | £ K|x - y|

Rozhodn&te, zda analogické tvrzenf plat{ pro libovolny inter-
val IcC E,, .

Nechi funkce f mé vlastn{ druhou derivaci v intervalu (a,b) a

necht pro ka%dé ¢ => 0 je

£ 1 £ & (s a)? (Brasga®d

pro vBechna x e (a,b) . Potom je funkce f linedrn{f v (a,b) .

DokaiZte,

Necht funkce f je liché4 a m& v&ude v E, vlastni derivaci. Po-

tom je funkece f° sud4. DokaZte.



383.

384.

385.

386.

387.

Formulujte analogické tvrzeni pro p¥ipad, Ze funkce f Jje
sudd.

Sestrojte funkci f (resp. g ), kterd mé vlastnf derivaci v E,
tek, aby f(E,) = < -1,1)% (resp. g(E,)) = < -1,1> ) a funkce
arcsin f (resp. arcsin g) nemd derivaci (resp. m& vlastn deriva-

ci)v8ude v E

Necht funkce f je neklesajfcf a spojitd na < a,b D> . Potom
existuje neklesajic{ spojitéd funkce f, v E, tak, fe f = f,

na a,b . Je=1li sup f (x) = sup f(x) otom bud ne-
< 8 xeg., 1 X € Sant X2

existuje derivace funkce f, v bod& b , nebo je f:(b} =0 . Do~

kaZte.

Necht funkce f mé vlastnf derivaci v intervalu “(a,b) , je spo-

Jitd v < a,b > a existujf vliastnf 1lim f£°(x) i Yin £%(x) ,
X=>a+ R & —

DokaZite, Ze existuje funkce g s kteréd mé vlastni derivaci v

E, tak, Ze f(x) = g(x) pro vSechna x e < ayb ¥ .

DokaZte, Ze funkce sgn nenf derivacf ¥4dné funkce.

Sestrojte funkei v E, , kteréd md Darbouxovu vlastnost & neni de-

rivacl 24dné funkce definované v E4 .




3es.

389,

390.

391.

392,

393.

Sestrojte nekonstantn{f funkeci f definovanou v E, tak, aby

£°(x) =0 pro ka%dé x € E, -{0}. Charakterizujte viechny

funkce, pro n&Z navic existuje derivace v bod& O .

Necht funkce f mé vlastn{ derivaci vSude v intervalu (a,b) .
Jestli%e je funkce f° monotonnf v (a,b) , je f° spojité v
(a,b) . Doka%te.

Necht funkce f mé vlastnf druhou derivaci vZude v E, . Potom

Je f kvadraticky polynom, prévé kdy? mnoina {£°°(x); x e E, }

Jje koneénéd a neobsahuje nulu. DokaZte.

Nechi funkce f mé konednou derivaci v kaZdém bod& oteviendho in-
tervalu Jc E, . Je-1i £ £’(x) i} X € J§ konelnd mnoZina, potom

je f 1linedrnf{ funkce (v intervalu J ). DokaZte.

Necht funkce f m4 derivaci v3ude v E, & nechi existujtf
lim f£(x) = A* |, 1lim f(x) = A~ . Potom je
x>0+ X= 0=

min (A*, A™ ) £ £(0) £ max (A%, A™) .

DokaZte.

Bud € >0 , Sestrojte funkei g definovanou v E, tak, %e pro

xeE, , Ixlz¢ , je glx)=|x| apro xe E,, | xle< £,



je lg(x) - |xll< € , pritem# g mé spojitou derivaci v E, .

394. Nechl f , F jsou funkce, definované na otevieném intervalu

ICE,, f Jje spojitd a pro kazdé
z € (x, y) tak, Ze platt

X,yel, x<y, existuje

F(x) - F(y) = (x - y) . f(z) .

Potom na intervalu I platf F° = £ . Doka%te.



§ 6. PRIMITIVN FUNKCE, ZOBECNENA PRIMITIVN FUNKCE

Nech¥ pro funkce f , F definované v intervalu (a,b) platd
F'(x) = f(x)

pro kaZdé x € (a,b) . Potom ¥fkéme, ¥e funkce F je primitivn{
funkce k funkei f v intervalu (a,b) . C funkei £ té% F{kdme, Ze m&

v (a,b) primitivn{ funkei.

Necht X ¢ E, a (a,b) - X je konend mno¥ina. Necht pro funkei
f definovenou na K existuje funkce F spojitd v intervalu (a,b) a

konefnd mnoZina L c(a,b) tak, Ze plati
F'(x) = £(x)

pro kaZdé x € (a,b) - L . Potom ¥ikdme, Ze funkce f mé& zobecndnou pri-
mitivnf funkci v intervalu (a,b) a funkei F nazyvéme zobecn&nou pri-

mitivni funkef k funkei f na intervalu (a,b) .

395, Sestrojte funkei f definovanou v E; , kterd nenf spojitd, aviak

mé primitivn{ funkei v E, .

396.  Dokaite, e funkce sgn (resp. | sgn!| ) nemé primitivn{ funkei v



397.

398.

399.

400-

Zéddném otev¥eném intervglu, ktery obsshuje bod 0 .,

Sestrojte funkeci, kterd mé Darbouxovu vliastnost v E, a nemé pri-

mitivn{ funkei v E1 .

DokaZte tvrzeni:
Bud g spojitd funkce v E, -10} . Potom existuje ne jvyse
Jedno o g E, tak, %e funkce h y pro niZ h(0) = & g

h(x) = g(x) pro x e E, - {0}, nd primitivnf funkei v E; .

Necht o« & E, . Najd¥te viechna a e E, tak, aby pro funkei ¢

definovanou v E1 pFfedpisem

f(x) = |lx |®™ gin

i% pPro x# 0 ,

£(0)

]
o

»
platila n&kters z nésledujfcich podminek:
(a) £ je spojitd v E, ;

(b) £ m& Darbouxovu vlastnost v E; ;

(¢) £ mé primitivn{ funkei v E, 3

(d) £ mé zobecndnou primitivnf funkei v E1 .

Nechl funkce £ mg primitivni funkei F v E1r « Bud xe E1 .
Potom



401,

402,

403%

404.

£ix) = lim n {(F(x + o ) - F(x)) .
-3 ® m

DokaZte.

Sestrojte funkei f definovanou v intervalu I = (- 1, 1) , kte-
ré nemd v I primitivanf funkci, mé vSak Darbouxovu vlastnost v

1 a existuj{ funkce f_(n e N) spojité v I tak, %e pro ka%dé
x € I platt

1i f = )
ﬂ_}li (%) fx

Neexistuje racionélnf lomend funkce, kters by byla primitivni

funkef k funkci 1/x na intervalu (0, + 0 ) . DokaZte.

Neexistuje racionélnf lomené funkce, kters by byla primitivni{

funkei{ k funkei

PR na E,1 « DokaZte,

Bud F primitivn{ funkce k funkei f£ v E, , F(0) =0 . Je-1i

funkce f sudd (resp. lich&), potom F je liché (resp. sudd)
funkce, DokaZte.



405 L

406.

407.

408.

409.

Necht funkce f mé vlastni derivaci v intervalu (a,b) & necht

f Jje rostouci. Potom kaZdd primitivni funkce k funkci f na

(a,b) Jje konvexni v (a,b) . Doka¥te.

DokaZte tvrzeni:

Necht f je monotonnf funkce definovanéd na intervalu (a,b).
Potom k £ existuje na (a,b) primitivn{ funkce prév& tehdy, je-
li f spojitd v (a,b) .

Rozhodné&te o platnosti vi&ty:
Nechl funkce f definovan4d v intervalu (a,b) nabyvéd v kaZ-
dém intervalu {oc, 3 > c < a,b ? svého maxima a minima. Potom

existuje primitivnf funkce k funkei f .

Rozhodné&te, zda plati tvrzeni:
JestliZe existuje k funkei | £| v E, primitivn{ funkce,

existuje primitivn{ funkce k funkci f v E .

Rozhodné&te, zda plat{i toto tvrzeni:
JestliZe funkce f wmé primitivnf funkci v (a,b) , potom If
mé primitivn{ funkeci v (a,b) .

Plat{ analogické tvrzeni, pFedpoklédéme-1i navic, Ze f je

omezend v (a,b) 7
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410,

411.

412,

413 -

414,

Rozhodn&te, zda platf tvrzeni:

JestliZe funkce f mé primitivni funkei v (a,b) , potom

funkce f2 m4 primitivnf funkei v (a,b) .

% Re3te ulohu pro ptipad, Ze f je navic omezend v (a,b) .

Rozhodné&te, zda plati v&ta:
Necht £ , g jsou funkce definované v E; , které majf pri-

mitivnf funkei. Potom existuje primitivnf funkce k funkei f . g s

Rozhodnéte, zda plat{ tvrzeni:
Nech f je stejnom¥rn& spojité funkce, definovan4 na omeze-
ném intervalu (a,b) ¢ E, . Potom primitivn{ funkce F k funkeci

f Je omezené na intervalu (a,b) .

Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:
Necht F Jje primitivn{ funkce k funkei f , definované na
omezeném intervalu (a,b) ¢ E, a nechi funkce F je omezens. Po-

tom i funkce f Jje omezenéd na (a,b) .

Rozhodn&te, zda plati tvrzeni:
Necht f je omezend spojitd funkce, definovand na intervalu
(a,b) =« E, . Potom primitivni funkce F k funkei f je omezend

na intervalu (a,b) .



416.

417.

418,

419.

Necht -0 <3 <« b < + ® anecht F je primitivnt funkce

v {(a,b) k funkei £ , Je-1i f omezend v (a,b) , je funkce F

omezend v (a,b) . Doka¥te.

Rozhodn&te, zda platf tvrzeni:

Necht F je primitivnf funkce k funkei f na omezeném in-
tervalu (a,b) . Potom existuje funkce F; spojitd v <(a,b) ,
pro kterou platf F(x) = F,(x) pro ka2dé x e (a,b) .

Zkoume jte platnost analogického tvrzent pro funkei spoji=-

tou v (a,b) .

DokaZte tvrzeni:
Necht funkce f je stejnom&rn¥ spojité v omezeném intervalu
(a,b) . Potom existuje funkce F spojitd v < a,b > , kterd je

primitivni funkef k funkei f v (a,b) .

Rozhodn&te o platnosti véty:
Nech funkce f m4 v E, primitivnt funkei, g je polynom.

Potom k funkei f . 8 existuje primitivnf funkce v Ef

Rozhodn&te o platnosti véty:

Nech® pro funkce F » G definované v intervalu (a,b) platy

F'(x) = 6"(x)

pro kaZzdé x € (a,b) . Potom existuje c e E, tak, %e pro kazdé

x € (a,b) je
F(x) = G(x) + ¢ ,
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* Rozhodn&te, zda platf analogické tvrzent pro funkce F , G
spojité v intervalu (a,b) , pro n&% platf F’(x) = G’(x) pro kak-
dé x « (a,b) .

420.  Rozhodné&te, zda existuje zobecn&nsd primitivnf funkce k funkei

-
Clsinxi ) 2 na ka?dém (omezeném) intervalu (a,b) .

421, Charakterizujte vZechny mnoZiny M c E_, , jejichZ charakteristick4

funkce mé zobecn¥nou primitivnf funkei v E, .

422, DokaZte tvrzeni:
Necht £ je polynom. Potom existuje zobecn&ng primitivnt

funkce k funkei sgn f .

423.  Charakterizujte vSechny funkce £ definované v intervalu (0,1) s
pro néZ mé funkce sgn f v intervalu (0,1) zobecn¥nou primitive-

ni funkei,

424. Rozhodndte, zda ke ka%¥dé funkci ryze monotonnf v omezeném interva-

lu (a,b) existuje zobecn&ng primitivnf funkce v (a,b) .

425. Funkce f monotonn{ v intervalu (a,b) mé v (a,b) zobecnénou

primitivn{ funkci, préve kdy? mnoZina bodl nespojitosti funkce f
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426.

427,

428.

429.

v (a,b) Jje koneZnd. DokaZte.

Rozhodn&te, zda existuje funkce f definovand v (a,b) , kterd mé
v (a,b) nekonedn¥ mnoho bodd nespojitosti a ke které existuje

zobeen&né primitivn{ funkce (primitivni funkce) v intervalu (a,b).

Reste dlohu také pro pripad omezeného intervalu (a,b) .

Rozhodn&te, zda plati v&ta:
Nech¥ k funkci f definované v E, existuje na kaZdém ome-
zeném intervalu (a,b) zobecn¥né primitivni funkce ¥ £ v E, .

Potom existuje zobecn¥nd primitivni funkce kfv E.

Doka¥te tvrzeni:
Necht F je primitivn{ funkce a G zobecné&nd primitivni
funkce k funkci f na intervalu (a,b) . Potom existuje c¢ & E 4

tak, ¥e pro vdechna x € (a,b) plati

F(x) = G(x) + ¢ .

Necht M c E4 Jje takové mnoZina, Ze Mn I je kone¥né mnoZina pro
ka%dy omezeny interval Ic E, . Necht F , G jsou spojité funkce
v E4 a nechY pro ka%2dé xe€E, - M plati F'(x) = G (x) e Eg .
Potom existuje ¢ € E,4 tak, 3e rovnost F(x) = G(x) + ¢ plati pro

kaZdé x s E1 . DokaZte.

~ A0§ -



430.

Necal funkce f mé v ka¥dém bodd x -intervalu (a,b) derivaci

£(x) (e E¥) . Nechf mnoZina M = {x € (a,b) ; £ (x) ¢$E 2

Je konedné a necht f°(x) = 0 pro ke?dé x e (a,b) . Potom funk-

ce f mé zobecn&nou primitivn{ funkei v (a,b) . DokaZte.
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§ 7. NEWIONUV INTEGRAL

0 funkei f Fikéme, te je newtonoveky integrovatelné (m4 Newtondv
integrél, apod.) V intervalu (a,b) , jestliZe
funkce f Je definovéna na mo%ind M takové, ¢ (a,b) - M

(a)
je kone&né mnoZina,
(b) existuje funkce F , kteréd je zobecné&nou primitivni funkef k

funkei f v intervalu (a,b) ,

(¢) existujf vlastni limity

1im F(x) = Fla + il 1im F(x) = F(b - ) .
A= R - Rr—

Potom klademe

»
N j ¢ = F(b=) - Fla+)

oy

ondv integrél funkce f od a do b . Nehro-

& , &
z{-1i nebezpeli 2 nedorozuméni, piseme pouze J f misto N ﬁf £
(oM O

s toto &f{slo nazyvéme Newt

431. Sestrojte funkei f spojitou na intervalu < 0, @ ) +tak, aby
o0

od
existoval N ‘f ¢ a neexistoval N j £l
0

o}
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432,

433.

434,

435,

436.

Rozhodn&te, zda platf tato v&ta:

Je-li f funkce spojitéd a nezdépornéd v intervalu ¢ 15 807)

[= =}

a existuje N f f , potom je 1lim f(x) =0 .
1 X = 0

Bud o € E, . Sestrojte funkci f spojitouna < 1, e0 ) tak,

=]
aby N j' f = o a aby funkce f? nebyla ani zdola ani shora
¢1

omezend na intervalu < 1, o ) .

R
Necht f je spojitd funkce nas (a,b) a nechl existuje N J.l ol |
ar

Potom plati: Je-1i F primitivn{ funkce k f vy (a,b) , existujt

neklesajfc{ spojité funkce F4 yF, na <a,b> tak, Ze F = F, -

1
= Fy v (a,b) . Dokaite.

Necht funkce £ m4 spojitou druhou deriveci na intervalu (0, 0 ).
Potom pro kafdé g sy X , 0<a<x, platf

£(a) ~ £(x) 1
+
) X-a

£°(a) =

o
j (x-t)£"¢Ct)dt .
Q.

DokaZte.

Nechl funkce f mé4 spojitou druhou derivaci v intervalu (0, a0)

a necht 1lim £°’(x) = lim £(x) =0 . Potom 1lim f£’(x) = 0
X —> 0 X = oo o - co

DokaZte. (U%ijte nap¥. cviZenf 435.)
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437. Rozhodn&te, zda plat{ ndsledujfci tvrzeni:

Necht f je spojit4 nezdporné funkce definovend v interva
< 0,1> a nechf existuje o & E, tak, %e pro ka%dé ne N
plati

1
_L s )

( £™ je n-t4 mocnina funkce f ). Potom plati f(x) =0 pro
vBechna x € {0,1> nebo f(x) =1 pro v3echna x € < 0,1>

438, Sestrojte funkeci f definovenou v intervalu (- 1, 1) , pro ni:
platd

1 1
[ t=0, N[ 23>0,
-1 1

439, % Rozhodn&te, zda existuje funkce 7 definovanéd v intervalu (a,

&
takovd, Ze existuje N .f f a kaZdy interval I c (a,b) obsah
ar

bod nespojitosti funkce f ,

440. Rozhodn¥te, zda plat{ vita:

R
Necht existuje N .f f .‘'Potom
(=]

B
sup {18 [ £1; (oc,8) e (ap)} < + 0 .
o
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441. Sestrojte omezeny interval (a,b) a funkce f , g
nd v intervalu (a,b) tak, aby integrély
g3dé ne N

spojité v

N f a N J‘ g? existovaly

a integrély

t) = 0 pro N f g =& N j- f2 neexistovaly.
a a
e <0,1 % .

1) , pro ni% 442.  Rozhodn&te, zda plati v&ta:

Necht (a,b)

tervalu.

Je omezeny interval, f omezen4 funkce na in-

(a,b) a N ‘f f existuje. Potom existuje N fb.ffl

443.  Rozhodn&te, zda plati vé&ta:

ervalu (a,b) Necht existujf integraly
z2,b) obsahuje s Iﬁ'
N = a N 2 .
) e

Potom existuje integr4l

&
N .I mex (f,g) .
a

. [« o]
444,  Nech¥ existuje N ‘f
0

f . Rozhodn¥te, zda pak platf nékterd z nd-

sledujicfch podminek:

: B+q .
(a) lim N f £ = 0



445,

446.

447.

(b) lim N £ =10 3
) e
o
(e) 1im N [T kt=0.
R = 0 &

Sestrojte funkce f , g omezené v intervalu (0, + o ), které

majl v tomto intervalu derivace viech F4dd, tak, aby existoval

0o @
N j o a neexistoval N I £f.g .
0 D

Sestrojte funkce f , g majfci derivace v3ech #4dd v intervalu

(0,00 ) tak, aby f m&la omezenou primitivn{ funkci na (0,)
lim g(x) =0 a
-3 c0 =
N I . g neexistoval.
0

Necht R je raciondlnf lomend funkce takovd, Ze stupen polynomu
gitateli je men3{ ne¥ stupen polynomu ve jmenovateli. Necht b >
a necht funkce f mé omezenou primitivnf funkei v (b, ) . Pot

existuje a > b tak, Ze funkce R je spojitd na {( a, 0 ) a ex

o

tuje N I f . R . Dokaite.

a



448,
které
3 449.
Roval
]
+
450.

Bud f funkce definované v E1 "« Rozhodné&te, zda platf tato vi&-
ta: Nechl pro kaZdé ne N existuje

“n %
N f f & nechl existuje lim f =4,
m —¥ 0 -—m.
—ﬂ' .
w =]
Potom existuje N f f a je J‘ f=4.
- 00 - 00

Rozhodn&te, zda platf tato v&ta:
Necht f je spojit4 funkce v ¢ 0, @ ) . Nechl existuje

b

=]
vliastnd 1lim N f =A . Potom existuje N j f a je
* = o0 0 0
w
NJ‘ £=4,
0

Necht funkce f je definovéna v intervalu I = (a,b) a nechi

existuje systém intervald -fJ¢ $ceca takovich, Ze f m& Newtondv

integrél na kaZdém z intervald J, a I c o2 4 Ja + Rozhodn&-

te, zda pak existuje Newtoniv integrdl z funkce f od a do b

Existuje tento integrél v p¥ipad¥, %e budeme p¥edpoklddat na-

vic, %e interval I je omezeny 7



§ 8. RIEMANNUV INTEGRAL

Horni (resp. dolnf) Riemanndv integrél funkce f od a do b

znadime
& o
| e , Tesp. ) z.
a “a
= &
Pro Riemanniv integrdl u¥fvéme symbolu R j f ; kde nehrozi nebezpe&d{
a-
o L
Z nedorozuméni, pi¥eme strundji f f miste R ‘I f . Existuje-1i
Qs A

R jdrf y *ikéme, Ze f je riemannovsky integrovatelns v intervalu
a

< a,b > (mé4 Riemanniv integrdl atd.). Oscilace omezené funkce f Jje za-

vedena v dloze 249,

451. Necht o« , 3 « E « < (3 . Sestrojte funkei f definova-

1 ¥
nou v intervalu < 0,1)> tak, aby

1 1

j;f=(.3, ff=cc.

452.  Necht funkce f definovans na intervalu < a,b ) mé tuto viast-

nost: Existuje M e E.f tak, Ze

l£(x) - £(y) | < Mlx-y |,
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nebezped{

istuje-1i

kdykeli x, y € (a,b) . Petem

DokaZte.

453. Rozhodnite, zda plat{ toto tvrzeni:

Necht f je nezépernd omezend funkce definovand na interva-
lu < a,b > takové, Ze

-
fq’ £=0.

Potom existuje kone¥n& mnefina K c {a,b) tak, ¥e f(x) =0
pro ka¥dé x e { a,b > -x .,

454. Rozhodn¥te, zda plat{ tato véta:

Necht f je funkce definevané na intervalu < 0,1 . Potom

1 1
R \f f existuje, préave kdyZ existuje R .[ | £1 -
0 0

g

455.  Necht existuje integrél R ‘f f . Potom existujf téz integrély
-
L &
Bolaien, Rl er?
a -
a plat{
& o & 4 \1
1j tlz [lzlz v‘b-a-(f gt I
Yya Q- as
DekaZte.

Vysetfete, kdy v nékteré z uvedenych nerovnostf nastévd rov-
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456.

457.

458,

459.

nost.

DokaZte tute v&tu:
g '
Necht existuje R I f a R I g « Potom existuje
a- a

Rfff.g.

(UZijte vatahu f . g = —:j[(f + g)?' - (£ - 3)21 a cvident
455 .)

Necht funkce f , g Jjsou riemannovsky integrevatelné na < a,b>.
Potom jsou funkce min (f,g) a max (f,g) riemannevsky integro-

vatelné na < a,b ) . Doka%te.

Sestrojte funkci f , kterd mé nekoneén& mnohe bodd nespojitesti

1
v intervalu < 0,1 > a existuje R fo £ .

Je moZné takevou funkci f sestrojit tak, aby navic kaZdy
interval I © (0,17 obsahoval bod nespejitosti funkce f ?

Necht funkce f je definovéna vztahy
£f(1/kx) = 1 pro vdechna ke N ,

f(x) =0 pro x €<0,1> -4{1/k ; ke N?.

1
DokaZte, Ze existuje R I T
0
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460, Necht {x f Je kenvergentni pesloupnest s limiteu x, « Necht ¢
Je emezend funkce na < a,b) anecht f£(x) =0 pro viechna x e
€ <a,b> =-{x ;ne N}.

- Potem existuje R .£ T . Dekaite.

461. Necht M c <a,b> Je spofetnd mnoZina. Na intervalu {a,b >

definujte funkei ¢ tak, aby byla nespojitd v kaZdém bodd x e M

&
a existoval integrdl R f S
a

462, Bud r nezépornéd omezené funkce definovanéd na intervalu < a,b > .

Necht pro ka%dé o« > 0 Je

{xe<a,bd ; £(x) =  }

kone&nd mnoZina. Potom funkce ¢ Je riemannovsky mtegrovatelné v

intervalu < a,b > , DokaZte.

463.* Neeht f je omezens funkce, definované

a necht existuje interval I < <a b >

na intervalu < a,b) < E,

tak, Ze funkce f je ne-

8pojitéd v kaZdém bod& x e T . Potom neexistuje

Lr
R J; f(x) ax .

Doka%te.
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464 %

465,

466,

467,

468,

Sestrojte funkci f definovanou v intervalu ¢ a,b?> , pro kte-
. b‘ . . - 3
rou existuje R j f a mnoZina bodd nespojitosti funkce f v
a

{ a,b ) neni spoietns.

Necht funkce f je spojité v E; . Rozhodn&te, zda plat{ impli-
kace: Je-1li pro ka%dé o > 0

potom je f 1liché funkce.

Rozhodné&te, zda platf toto tvrzeni:
Necht f je spojité funkce na < a,b? a nechl pro xa%dy in-
terval {cc, 3> c < a,b > plats

';Lf £ = R -0,

Potom je f =1 na <a,b) .

Sestrojte funkeci ¢ riemannovsky integrovatelnou v intervalu

< 0,1 8 touto vlastnost{: PoloZime-1i F(x) = R Ix £ pro
_=0

x € <0,1> , potom F'(-;—{-) existuje a je F'(—%—);ﬂ: f(-g—-).

Sestrojte funkei f definovanou v intervalu < 0,1 tak, %e exis-

1‘
tuje R f f , f nenf spojitéd na (0,1) a pro funkei F,
0 :
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469.

470.

471.

472.

™ .
definovanou na < 0,1 ) rovnost{ F(x) = R I f, platf F'(x) =
0

= f(x) pro vlechna x e (0.3) .

| g
Bud f spojitd funkce v intervalu < a,b > a necht R f f.g=
a

= 0 pro kaZdou riemannovsky integrovatelnou funkei g na <a,b).

Potom f(x) = 0 pro kazdaé x e {a,b> . Dokaite.

Sestrojte posloupnost funkef { : S riemannovsky integrovatelnych v
1

intervalu < 0,1 > , aby platilo: Pro kaZdé ne N je R J‘ l£|=
0

1
=1 a RLlfn-fm|=2,kdykoli m¥n .

Lze navic poZadovat, aby funkce f, byly spojité v <0,1> ¢

Sestrojte funkce frorynenN, riemannovsky integrovatelné v inter-
valu < 0,1)> tak, aby pro ka%dé x e <0,1> platilo

lim £ (x) = 0 a neexistovala limita

-y 00

lim R f1 £
1 -

Bud A e E, . Sestrojte funkce f,»neN, spojité v intervalu
O pro ka%dé x e <0,1)> a

< 0,1 ) , pro n&% “];;i.na:o £.(x)

1

1i jf
|

I
=

= 21T =



473. Rozhodn&te, zda existuji{ funkce f , f, , ne N , riemannovsky in-

tegrovatelné v intervalu < a,b ) takové, Ze 1lim £,(x) = £(x)
T~ @

Lr
pro ka¥dé x e <a,b ) , existuje lim R | £, = A a platf
M- a0 a

A+R j:f ’

474, Sestrojte funkce f, riemannovsky integrovatelné v intervalu
< 0,1 > a funkeci f omezenou na < 0,1 > tak, aby

lim fn(x} = £(x) pro kazdé x e 0,1 > a neexistoval integrél
m-y

Rj:f .

475.  Sestrojte posloupnost funkc{ £, riemannovsky integrovatelnych
na intervalu < a,b > tak,aby

‘]‘ﬂr
lim R £, =0
m ¥ oo a % 4

Ml_in;[oac (£, ; <a,b> )] = +©» .

476.* Sestrojte funkce f, definované na intervalu < 0,1 tak, aby

1 :
existoval R Ia f., pro kaZdé ne N ,

1

lim R £ =0
m =y .

a pro kazdé x € <{0,1) je posloupnost {r, (x)? divergentni.
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477. Sestrojte funkei f definovanou na intervalu < a,b > , pro niz

& B
existuje R f T a neexistuje N fm £ .
a

478.  Necht funkce ¢ Je omezeﬁé V intervalu < a,b) 4 necht F je
primitivn{ funkce k funkei ¢ na (a,b) . Bud Q. daslent inter-
valu (a,b) a §(9 ) bud hornt Riemanniv souZet p¥isludny k
funkei f a k dslent 9 Potom

lim P(x) - 1inm Fix)£s(®) .
X~ Qr— X+

Doka¥te.

479.*% Necht ¢ Je funkce definovang Vv intervalu < a,b ) takové, ze
o
(a) existuje RI - S
a- ;

(b)  funkce ¢ mé zobecn¥nou primitivng funkei v (a,b),
Lr
DokaZte, ze existuje N f f a platg
a

480, Rozhodn&te, zda existuje funkce ¢ definovanéd v intervalu ¢ 0,1)
tak, Ze existujt integrdly



481.

482.

1
a neexistuje N J; (€| .

Nech¥ £ je monotonni funkce na intervalu { a,b ) . Rozhodn&te,

zda vidy existuji integrdly

&

ijf, fof

a kdy z obou integréld eventudln® existuje

(a) alespon jeden;
(b) nejvyse jeden;
(¢) prévé jeden.

Rozmyslete si, které z Yloh o Newtonové integrélu maji smysl i pro
Riemanniv integrél a eventudln& tyto dlohy pro Riemanniv integrél
tedte.

Podobné se pokuste formulovat a Pe3it udlohy z tohoto paragra-
fu pro integrél Newtoniv.



§ 9. POSLOUPNOSTI - POKRACOVANT

Pokud nenf v textu dloh tohoto paragrafu vyslovn¥ uvedeno n&co Jiné-
ho, znamend vyraz "posloupnost" vZdy posloupnost redlnych &fsel. P¥ipo-
minéme, Ze limitou posloupnosti komplexnich &isel {tn; rozumime takové

komplexni &fsle z , pro né% je 1lim | z, -zl=0.

Podobn& jako v § 2 pfZeme nikdy misto 1lim inf a, , lim sup a,
M= 0. m-=r oo

strufn&ji pouze lim inf 4 , lim sup e, . Rikéme, %e bod a e EX Je

hromadnym bodem posloupnosti {anf y existuje-1li posloupnost {a%b?';);;‘_‘"_r
vjbrané Zz posloupnosti ia%} tak, ¥e lima, =a.
B> &

483, Bud {z,% posloupnost komplexnich ¥fsel takové, Ze

lim sup Iz, | = 0 . Potom. lim z, = 0 . DokaZte.

n

484. Sestrojte posloupnost komplexnich &isel fg,%, F. x4t d ¥,

pro kterou je x> O pro vlechna ne N, lim lz, | existuje a
lim z, neexistuje.

Je-li o« = 0 , rozhodn¥te, zda lze v FeSené uloze poZadovat

navic jes3td 1lim lz, | = o« .

485. Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:
Necht je {z_} posloupnost komplexnich &isel, f@nf po-
sloupnost nezépornyich &isel, -fga,,j posloupnost &isel z interwvalu
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486.

487 .

488,

489.

{ 0, 2% ) a necht pro ka%dé ne N platf z =

= g::,n.(cos @, +1isin g, ) . Potom lim z, existuje prév& tehdy,

kdy% konverguji posloupnosti {¢o, 3, {gamf .

Bud {z,% posloupnost komplexnich &isel, 2a tx, *ly, ,kis
X, 9 ¥y € E1 pro vechna ne N ., Pqtom plati

lim sup I x, | £ lim sup |z, | ,

lim sup |y, | £ lim sup [zn| 5

lim sup |z, | < lim sup lx,n'f + lim sup lynl ”

DokaZte.

Rozhodnéte o platnosti véty:
Necht {z 3, b S {yn} majf ty% vyznam jako v 486. Je-

1i 1lim 2z = limx, , plat{ limy, =0 .

Rozhodné&te, zda plati tato vita:
Necht {a,}, {b,} jsou posloupnosti redlnych &fsel, {z, }

posloupnost komplexnich &fsel. Jestlife pro ka%dé ne N plat{
a, < |z |= b, a lim a, =1limb, € E, , potom 12,% je konver-

gentni posloupnost.

Bud a komplexnf &fslo, |a| =1 ; pro ne N polo¥me b, = . .
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v

Potom lim b, existuje tehdy a jen tehdy, kdyZ a = 1 . DokaZte.

490.  Necht {b, § je konvergentni posloupnost reélnych &fsel, lim b, =
=0 . Necht {z,,¢ je posloupnost komplexnich &fsel takovd, %e pro

kaZdé n , pe N plats

Potom posloupnost {2z, # konverguje. DokaZte.

491. Rozmyslete si, které dlohy z § 2 majf smysl i pro posloupnosti
komplexnich &fsel a pokuste se eventudlné analogické Ulohy v kom-

plexnim oboru ¥esit.

492. Necht {a,n; Je posloupnost redlnych &fsel a necht pro kazdé ¢ >
= 0 Je

lim sup a, < lim infa@ + B o5

Potom existuje 1lim a, . DokaZte.

493.  Necht {a, 3 je posloupnost, A =_-fan; n € N?. Rozhodn&te, zda

pak platit

lim sup a,, sup A ,

lim inf a, =inf A,

=23 =



494.

495.

496.

497.

498.

Necht fa,f , A maji stejny vyznam jako Vv dloze 493. Sestrojte

posloupnost {a, § tak, aby platilo

inf A < lim inf a, < lim sup a, < 8up A .

Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:

Necht fa, ? Jje posloupnost, Ag ={a, ; ne N ,n= k3 pro

ke N . Potom

sup A'f = sup Ah
pro kazdé k e N , prévé kdyZ

sup A, = lim sup &, -

Necht omezend {x, % mé prévé dva hromadné body. Bud a =

= lim inf x,, , b = lim sup x, . Potom je b=>a apro kazdé

QE(O,% (b-a)) Je {nsN;xne<a+®,b-6>?ko-

ne¥nd mnoZina. DokaZte.

Rozhodndte o platnosti tvrzeni :

Nech® pro posloupnost {x, § platf 1lim \xml =+ o0 . Potom

24dné x € E, neni hromadnym bodem posloupnosti ix, ¥ .

DokaZte tvrzeni:
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Z kaZdé divergentni posloupnosti lze vybrat alespon jednu

posloupnost, kterd mé limitu.

499. Rozhodn&te, zda plati tvrzeni:

(a) 2 kazaé posloupnosti, kterd nemg limitu,lze vybrat konvep-

gentni posloupnost.,

krc (b)  Z ka%dé posloupnosti, kterd nems limitu, lze vybrat dve po-
: sloupnosti (resp, konvergentni posloupnosti), které ma j{

rdzné limity,

500.  Posloupnost {xqb} nemé limitu tehdy a jen tehdy, kdyZ existuje

}ao

vybrané posloupnost 1 e fuen o

pro ni%

éi?m xmqb > lim inf X, « DokaZte. Formulujte obdobné tvrzent

pro lim sup .

501. Necht 1lim inf X, =ac E;“ - Potom pro kafdou posloupnost

<0 . .
x >
{ ng, i vybranou z {x 7 plats o lim infx, = a

(specidln& %}im xﬂug 2 a y pokud tato limits existuje); ddle exis-
-+ a0 g

tuje posloupnost {x%&} vybrané g -ix,nj tak, Ze ﬂ%J;ém X, = 8¢
<0

DokaZte.

502.  Nech% a, be E;* - Sestrojte posloupnost fa, # takovou, aby pla-
tilo
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503.

504.

505.

506.

507.

lim inf 8, =a, lim sup a, =Db.

Najdéte nutnou a postadujfci podminku pro reditelnost této
dlohy.

Nechl M ¢ E;* Jje konend mnoZina. Sestrojte posloupnost {a, ? ,

JejiZ mnoZina viech hromadnych bodd je prévé& mnoZina M .

Rozhodnéte, zda lze sestrojit posloupnost {am'i z dlohy 503 tak,

aby kromé poZadovanych vlastnosti vyhovovala podmince

Mn{ a, ;ne N}=¢g.

Seatrojte posloupnost {a, § , jeji¥ mnoZina hromadnych bodd je

prévé mnoZina N .

Necht M ={1/n ; n€ N? . Rozhodn&te, zda existuje posloupnost

fa, 3, jeji% mnoZina viech hromadnjch bodd je prévé mnoZina M .

Necht posloupnost 4 a, ¥ vyhovuje podmince: Pro ka%dé m , ne N
plat{
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508.

509.

510.

a
Potom existuje limita 1lim _f— . DokaZte.

Doka¥te toto tvrzeni:
Nech® pro posloupnost -{a,ﬂ_} kladnych &isel plati

(1im sup &, ) . (lim sup

Potom posloupnost {a, f konverguje.

Doka¥te, %e pro posloupnosti {a, % , b, 3} plati:

lim inf n. * lim inf b < lim inf (a,n_ + bﬂ ) £ lim inf a_ +

+ lim sup b, £ lim sup (a, + b, )£ lim aup &, ¥ lim sup b,

pokud maji vB8echny uvedené soudty smysl.

DokaZte, %e pro posloupnosti 4 aﬂ? » 1b, 3 nezépornych &i{sel pla-
t1:

lim inf a - lim inf bﬂ = lim inf(an . bﬂ).é lim inf a, -
o lim sup b, £ lim sup(a, . b,n_}é lim sup a, . lim sup b,, ,

m =

pokud majf{ vZechny uvedené souliny smysl.
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511,

512.

513.

514.

Rozhodnéte o platnosti véty:
Necht lima, =ace E, a M je mno%ina v3ech hromadnych

bodd posloupnosti {b,} . Potom plati:

(a) §y; y=a+x, xe M} je mnoZina v3ech hromadnych bodd

posloupnosti {a, + b, § ;

(b) je-li a0, pak {y ; y=8ax , x€ M3 Jje mnoZina viech
hromadnych bodd posloupnosti ia, . b 3.

Rozhodn&te o platnosti tvrzeni:

Necht {a,} Jje posloupnost, f: N—> N zobrazeni, pro kte-
ré plat{f 1lim f(n) = + co . PoloZme b, =a., ., ,ne N. Po-

tom plati

lim sup a,, = lim sup b, .

Rozhodn&te o platnoati tvrzeni:

Necht f , fa,? , {b,§ majf tj% smysl jako v udloze 512.
Potom jsou si rovny mnoZiny v&ech hroﬁadnych bodd posloupnosti
fa,t . Thyf

Roghodn&te o platnosti tvrzeni:
Necht je A mno%fina vech hromadnjch bodd omezené posloup-
nosti {a, § , B mnofina v3ech hromadnych bodd omezené posloup-
nosti {b, § . Potom C={x+y ; x€ A, ye B} je mnoZina
vSech hromadnych bodd posloupnosti {a,_, + b, ?
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515,

Volime-1i oznadent stejné jako v predchézejfct dloze a je-1i ¢
hromadny bod pPosloupnosti { g 5

+ b-n} » Tozhodnéte, zda vidy
platf ¢t ¢ ¢

516, Rozhodn&te, zda existuje

funkce ¢ 8pojitd a ryze monotonn{ v
E

4y @ omezeng posloupnost {aql; » Pro kterou platy

£ (lim inr 8, )3 lim inf f(a% )

Charakterisujte vdechny funkce ¢
majf ndsledujicy vliastnost: Je-1i
tom platt

definované v E, , které

{'aqbi omezens posloupnost, po-

T (lim inf a m ) = lim inf ¢ (a R
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-§ 10. RaDy

V tomto paragrafu pracujeme opét s posloupnostmi a ¥adami redlnych

Cisel; dtend¥ si miZe rozmyslet, které z iloh maji smysl i pro posloup-

nosti a rady komplexnich tisel a eventudlns tyto dlohy v komplexnim obo-
ru fesit.

Pro zjednodu&eni nékterych zépiasd piSeme v tomto paragrafu n¥kdy
-}

misto a, pouze

>y 3. a, . Permutact mnofiny N rozumfme pro-

8té zobrazeni{ f: N —» y s Pro n&Z je F£(N) = N

517. DokaZte tvrzeni:

Necht {a, 7 je posloupnost celych &fsel. Potom = e,

konverguje prdvs tehdy, kdy% mno%ina

{k;ah=i= 03

Je konednd,

518. Necht tadgy 8. % = b, Jsou absolutni konvergentnf. Po-

tom jsou té3 Fady 8 By ) 5 2(8,,.,_ « b,) absolutng

konvergentni., DokaZte.



519.

520.

521,

522,

DokaZte nésledujici tvrzeni:
Necht rady Za, , Zb, Jjsouabsolutn& konvergentni.

Necht f je prosté zobrazent mnofiny N na mno%inu Nx N (tj.
mnoZinu vdech dvojic prirozenych &{sel). Je-li pro n e N

£f(n) = (j,k) , polome c, = &, bg . Potom je fada S c,  ab-

solutné konvergentni a platf

( Zaw).(Zbﬂ)= = B s

Rozhodnéte, zda existujf divergentni tady 2 TS TS, - PN

pro které rada (tzv. Cauchyiv soudin fad 5 B ¢ b )

oo . M
rn%q ( h?—r %% bm-h-i-d )= = Cm -
konverguje absolutng,
Lze volit Fady =8 S b, tak, aby konvergovaly
prévé dvé z *ad ey B B b S0 &

Sestrojte konvergentn{ rady S . S b, , Pro které Cauchy-

dv sou¥in (viz predchdzejici dloha) Je divergentni #ada.

Pro xe€E bud x* =max (x,0), x~ =x* - x . Kada = a,
konverguje absolutn¥, prévé kdyZ konvergujf fady S 3::. ;
s & . Jestli¥e Fada = a, konverguje absolutn&, potom
Sa, = = " = 5 a, . Jestli¥e Fada = a, konver-

gujea Zla_| =+ 00 , je =al = Sea, =+ 00 .
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Doka¥te.,

523. Dokaite nésledujfcf tvrzens:

Rada = 8, konverguje absolutn& privs tehdy, kdy% rada
Ea{m) konverguje pro ka¥doy bermutaci f wmno¥iny y .

524, Nechl ¥ads = a, konverguje a > la, | = + o ., Potom ke
kaZdému a €E* existuje permutace f mnoziny y takovd, ze

by

a-F(fn.) i

525.* Rozhodnéte o platnosti véty:

Necht fada S 8, konverguje a > | a | =4+ o, Potom
ke kaZdé kone¥né mnozins n & E;“ existuje permutace £ mno¥iny
N takovd, ze ka¥dy bod mnoZiny M je hromadnym bodem pPosloupnosti

Ao }m
a :
m_% f(n) =4
526.

Charakterizujte viechny konvergentnit Tady, pro které platt

Sa, -a, Slagl = fal
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pke

3
251

527, Sestrojte posloupnost {a,n? kladnych &fsel tak, aby

a

lim %ﬂ = lim —f‘— =1 a Fada 2 a, konvergovalas
™"

(divergovala).

528. Sestrojte posloupnost fa, ? kladnych &fsel tak, aby

: 4 1
lim sup—2+L

LA
=1 a lim V 8, < 1 . Dokafte, %e ¥fadas
n

=2 a, konverguje.

529.*%  Nech% fa,? Jje posloupnost kladnych &fsel. Jestli¥e existuje
. a'-n.+4' . 4 i . re .
lim —a__ » Ppotom existuje 1lim v 8, @ ob& limity se rovnagjf.
n

DokaZte a pomoci tohoto tvrzent ukaZte, Ze

530. Rozhodnéte, zda platf véta:

Necht {a_? je posloupnost nezédpornych &isel, 1lim a, =0.

Potom fada =,( - 1)™ a, konverguje.

531. Rozhodnéte, zda platf tato véta:

Budte 8% » Dg s Co , k € N, takovéd redlns tisla, Ze rada

E‘.ck’ konverguje a pro ka%dé k e N je =

la%-b&_i £ oy
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932

533.

534.

535.

Potom Fada Sa, konverguje, privé kdy% konverguje rada

2 b

Rozhodnéte, zda plat{ tvrzeni:
Nechl Fada = a, konverguje, {bn} je omezend posloup-

nost. Potom Z{a,n_~ b, ) konverguje.

DokaZte tuto v&tu:
Rada < a, ~Jje absolutné konvergentni tehdy a jen tehdy,

kdyZ pro kaZdou omezenou posloupnost {b,n_} kbnvorguje Ffada

2(an bn) -

viech
Bud fa_,} posloupnost nezdpornych &fsel, ¥ bud systéml‘konet‘_njch

podmnoZin K mnoZiny N . Potom

ot g E0T -

DokaZte tuto vé&tu:

Nechl = a, konverguje a nechl existuje 1lim n . a, ¢ Po-
tom je limna, =0.

Sestrojte pfiklad konvergentni rady = a, takové, aby

lim n . 8.5 neexistovala.

=351 ~




236,

537.

538,

539.

540,

Rozhodn&te, zda pPlatf vi&ta:
Necht posloupnost {a,7 je nerostouci{ a nech¥ 8,= 0 pro

kaZdé ne N , JestliZe = konverguje, potom plat{
limn . a, =0,

Rozhodné&te, zda za uvedenych p¥edpoklady © posloupnosti {fa, ?

Je podminka 1im n * 8, =0 postadujfct Pro konvergenci = o .
n T

Rozhodn&te, zds Plati tvrzeni:

Necht = a8, konverguje absolutn&; potom konverguje téi

Sl

Rozhodn&te o platnosti nésledujfcich tvrzeni:

(a)  Nech¥ > 8, konverguje; potom konverguje S.ai .

(b) Necht = aj'b konverguje; potom konverguje = a,

DokaZte nésledujfct tvrzeni:

Je-11 Sa, konvergentnf ¥Xada s nezdpornymi Eleny, potom

rl , m 7
Bud p’e E; 2 P> 1 anecht Fada = | anlﬂ' konverguje. Po-
ne

tom pro ka¥dé p=rp’ konverguje rads %.1 [ anlﬂ' + Doka¥te a pro
Ma

dené &fsla p, p’, 1< P<p, najdste posloupnost { a % tak, aby

- Y% o



541.

542,

543 L

544,

2|anlfb<+oo a %’.!alp”=+w.

Najd&te posloupnost {a_ ? sy ProniZ lima_ =0 g pro kazdé
m T

p21 je

%Ia@l“ = + o

n=

Necht e >0 ., Sestrojte nerostouct posloupnost nezdpornych &{-

sel {a i tak, aby fada S a, konvergovala a 1lim n’*® 4

n

= + o .(Porovnejte se cviZenfm 536.)

Sestrojte pro k € N posloupnosti fa® pe tak, aby pro
n m=4

kaZdé ke N bylo Oélimsupa,f’-:+ 0o a
m =% co

ao a0
lim su hid
ol P Y

R

lim sup a’ .

1 m Sao

Bud f spojits klesajfc! funkce definovand v intervalu

<1,+oo).Potonpro m,neN,m=n, je

m. m
W= LK) - L £(t)at < £(n) .

DokaZte.

- 136 -




{-

545.

546.

Necht {a,} Jje omezené posloupnost redlnych &fsel; poloZme pro

1 1

xE(n-l-*l ,;)',neﬂ,

f(x) =a, , £(0)=0.

Potom plati
DokaZte.

Predpoklédejme, %e funkce f je spojitdna < 1, + 0 ) a poloZ-

n4+1
me a, = f £f (n=1,2,... ) . Potom Newtondv integrél
"

+e0
I f existuje, prdvd kdyZ konverguje *ada = a_ . Newto-
1

oo
niv integrél f | £1 existuje, prévé kdy? rada Za% kon-
1

verguje absolutn¥. DokaZte.
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§ 11. POSLOUPNOSTT A RADY FUNKCT

Podobn& jako u Eiselnych posloupnost{ znadfme posloupnost funkec{
f,»n€ N, symbolem {f,n} « Symbol " f,—> f na M " znadl, Ze

funkce f, »neN, a r Jsou vesm&s definovény na mno%inx M a pro

kaZdé xe M je 1inm Lo (x) = £(x) . Je-1i navic pro ka%dé x e M
my o

posloupnost i, (x)} neklesajfef (nerostouct), pfaeme £, f na M

(f,n\f na M ).

Symbol " f.=% f na N~ znaé{, Ze funkce f, sneN, f Jsou

Opét vesm&s definovédny ne mnoZingd M a Posloupnost £, 3 konverguje k

f stejnom&rns na mnoZin& M .,

Jestli¥e ke kaXdému X € M existuje okolf u(x) tak, %e platy

Fou =2 ¥ g Ulx) n M , zapisujeme to symbolem f,—=2f na m

Rikéme pak, Ze posloupnost ffwi konverguje k funkei £ lok4lng stejno-
mErné na mno¥ing M.

Potfebujeme-1i Vyjédrit, Ze existuje_ Jistd funkce ¢ v k ni¥ posloup-
nost funkef {f_3 konverguje na mnoZing (konverguje stejnomérné na
mnoZiné M , konverguje loké1ln& stejnomsrns D& mnoZin& M ), u¥fvéme k to-
mu symbolu fm--bnall(fﬂ'—:t na u,rﬂﬁ__%;, na M) .

[ <]
Be Sfm misto m,§‘4 fn , pri¥emZ tento symbol mi¥e eventudlns

znamenat jak radu, tak j; Jej1i soulet,

Ostatnf oznaZent 1ze op&t povazovat za obvyklé, stejn& jako pojmy,
které se v texty vyskytuji,



547.

548,

549.

550.

Doka%te tvrzeni:

Nechi posloupnost funkef {f,3 konverguje (konverguje stej-
nom&rn&) na intervalu (a,b) k funkei ¢ . Potom kaZdd vybrand

;m

g z posloupnosti {f 7 konverguje

posloupnost u""h

(konverguje stejnom&rn&) na (a,b) Xk funkei f .

Rozhodnéte, zda platf v&ta:

Necht {f, }? je posloupnost funkc{, které maj{ Darbouxovu
vlastnost v intervalu .(a,b) , f, — f na (a,b) . Potom funk-

ce f mé Darbouxovu vlastnost v intervalu (a,b) .

Rozhodnéte, zda platf vi&ta:

Necht f.,—> f na (a,b) . Potom existuje posloupnost

oo s
{f‘"’h S vybrané z posloupnosti {£,3% tak, Ze

{fqtjg };:‘.1 konverguje atejnomrn& v (a,b) k funkei £ .

Rozhodné&te o platnqati vét:

Necht f , ne N, jsou vesmés neklesajici funkce v interva-
lu (a,b) .

(a)  Necht f, =* £ v (a,b) . Potom £ je neklesajfef funkce

v (a,b) .,

(b)  Necht f,—> £ v (a,b) . Potom f je neklesajfc{ funkce

v (a,b) .
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251.

552.

553.

554.

Necht £, , f Jsou funkce definované v intervalu < a,b > . Po-

lome g, = f - £, . Potom je £, —3 f na < a,b » , prévé

xdy% je g, —3 O na < a,b > . Dokaite.

Necht £, , n &€ N, jsou vesmds linedrni funkce a necht £, —_—t P

na (0,1) . Potom je funkce f linedrni v (0,1) . DokaZte.

Necht f, ,ne N, jsou vesm&s lineérni funkce v. E, , X , ¥ €

€ E, ,X*7, {f“(x)? y, {f, (y)} Jjsou konvergentni posloup-
noasti; potom existuje funkce £ lineérni v E1 tak, Ze plati

DokaZte.
f'ﬂ e f v E,' . a

Bud keN anecht £, , £, Jjsou polynomy stupné k . Potom

jsou nésledujici podminky ekvivalentni:

() £, =% -£, o B, j

(b) existuje mnofina M o k +1 prveich tek, Ze

lim £, (x) = £,(x) pro kefdé xeM ;

M=o
h "
(¢) ozna¥ime-li f;(x) = n.g‘o hy x¥ (xe B, § =0,1,

lll) s je pro kaZdé r e{o’oot’ k }

.

+ _ 0
é&maaa"' =8, o

Dokaﬁtev
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555,

Rozhodnéte, zda pfi oznadenf a pFedpokladech shodngch s

predpokla-
dy v dloze 553 plat{

Lok,
(a) A, =2 ¢

(b) f, —>

556, Rozhodnéte, zda plat{ v&ta:

Nechit {£,1 je Posloupnost funket 8pojitych v intervaly
<0,1) , ¢ 8pojité funkce v ¢ O,1> . Nech¥ fp — £ na
€0,1>A Q. Potom fh, — f na <0075 .

957 Rozhodnéte, zda platf{ v&ta:
Nech¥ {fﬂ§ Je pPosloupnost funkef 8pojitych v intervaly
< 0,1

2+ £, —% 0 ng <0,1>A @

« Potom £, —3 o na
S0,15

558. Nechi} fo s ne N, jsou funkce definované v intervalu < 0,1> a
necht £ - 0 pg <€ 0,15 | Pre €>0 a xg ¢ 0,17 bud

Re (x) nejmenst Prirozené &1s1o takové, %e platy

(nh=n_(x)) T L.l = ) .

Potom je r,. —= 0 na <0,15

» Prévé kdy% pro kaZdé ¢ = o

Jje funkce ng 03 DokaZte,

omezensd ng
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559.

560.

561.

Necht f, jsou funkce definované v intervalu (0,1) a nechi

pro kadé ke N je £, —3 0 na <( 1/k, 1 ) . PoloZme(pro

k,neN)
a‘h,n=supﬂf%(x)| s x 6l MWk, 1 XP .

DokaZte, %e pro kaZdé k e N je &imw Che,n =0

JestliZe pro kaZdé € > O existuje n, € N tak, Ze pro
v8echna k € N a v3echna n = n, je 6&.,@‘: € , pak fnﬁ £

na (0,1 > . DokaZte.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni:
Nech? {f,3% Jje posloupnost funkc{ definovanych v Ef ,

{f,, (x)} konverguje pro kazdé x & E, . Necht Mc E, je koned-

néd mnoZina.Potom plati

fn —-"'—"__* na M .

Necht Mc E ,xeE, -M. Necht pro posloupnost funkef £, de-
finovanych v E, plati: {if,(x)}Y je konvergentni posloupnost,

f, —= na M. Potom

e na Muvdixi .

DokaZte.
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Necht funkce f, , £ (n =1,2,...) jsou spojité na < a,b)> a

necht £, —3 f na (a,b) . Potom je foxi= £ na <a;b),

DokaZte a rozhodn&te, zda tvrzeni plat{, vypust{me-1li predpoklad o
spojitosti funkef{ f , f .

L ]

A
Budte M,cE, a M= ., M, . Predpoklédejme, %e funkce Lo
f definované na M majf tuto vlastnost: Pro ke¥dé i e {1,2,...

ssey k¥ je fo —3> £ na M; .Potom £, —> £ na M . Do-

kaZte,

Necht £, (n =0,1,...) je spojitd funkce v E, yx,€ E .

Necht 1limx, =x, a T £, (besp: £, =% ¢, )v E .

Rozhodné&te, zda plati

nl‘_:‘l’mm Pplx, )= ).

Necht funkce f je spojité (resp. stejnom&rné spojitd) na E, .
Pro ne N, x e E 0lo%m ()-f(+-i—)'1’t hodné&t
’ 41 P e g,\x) = x ~y » Rozhodnéte,

zda pak platf n&kterd z t&chto podminek:

(a) 8yp—>f na E’l;

(b) g,=%E na E

(e) gn‘—'_._,.'*f na E_.
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566,

567.

568.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni:

<o

Budte M, c E, ,M= U/ M, . Nechl pro kafdé ie N
plati

£o = T na M, .

Potom f, —3 f na M.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni:

Nech¥ {1£,% Jje posloupnost funkc{ definovanjch v E, a

Cag,be> c oy, , bp,> pro vlechna k & N . Necht dé-

le pro kaZdé k € N platf
f"ﬂ- :3 na < a&' ’ bk. > °
Potom plati

Fo —% pa (Jinm 8g.» lim by ) .

Doka%te tvrzeni:
Nechi pro kafdou posloupnosat 'Ff,n} funkci definovanych na

mnoZing M c E; platd

(f,—> na M) => (£, =3 na M) .

Potom je mnoZina M kone&né.

Sestrojte funkce f , fn s n & N, definované na mnoZin& N y

pro které plat{f f, —> f na N a neplat{ f. =% £ na N,
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569

570.

571.

>T72.

573.

. Omezeny interval I c E, Je uzavieny, prévé kdyZ pro kaZdou mo-
notonni posloupnost {f, } funkct definovanych na

I takovou, Ze
f, N 0 v I, platt f,.—2 0 v I . Dokaite.

Rozhodnéte, zda plat{ tato véta:

Nechl funkce f, s n& N, jsou vesmss stejnomérn& spojité

funkce v intervalu (a,b) » £ =3 £ na (a,b) . Potom funkce

T Je stejnomdrn& spojitd v (a,b) .

Rozhodn¥te, zda platf tvrzeng:

Necht f >0 v intervalu (a,b) , f, > 0 v (a,b) pro

ka%dé neN a f, =2 £ pa (a,b) . Potom pro ka¥dé o = g

je (f —h g%

P s v (a,b) .

Necht L. = f, na E, « Pro n=0,1,... poloZme g, =

= exp f, . Potom platf B =% 8, na E_ . DokaZte.

Rozhodnéte o platnosti tvrzeni:

Necht M ¢ E,, xe E, - M . Nech¥ pro posloupnost funkei
g

m definovangch v E, plati: {f,

Lot
nost, £ . ——3 na X . Potom

(x) 3 je konvergentn{ posloup-

- na Mu {x}%
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574.

575

576.

577.

Rozhodn&te, zda plati véta:

Necht pro kaZdou posloupnost funkedl -ff,n? definovanych na

intervalu Ic E, plati
(¢,, —3 na I) => (£, —% na I) .

Potom I je uzavieny interval.

Necht jsou funkce £, spojité v E; a nechf pro ka?dé ne N

existuje interval I, tak, %Ze pro x & I, Je £,(x) =0 .

Jestlite £, —% f v E, , potom lim P(x) = lim f£(x) =0 .
X = 4 o0 X - 0

DokazZte.

Rozhodn&te, zda plati nédsledujicf v&ty:

(a) Necht £, Jjsou spojité (resp. stejnomérné spojité) funkce
v intervalu (a,b) , £, —= f Vv (a,b) . Potom £ Je
omezenéd funkce v (a,b) .

(b) Necht £, jsou omezené funkce v intervalu ta,b) ,

£, —3 f v (a,b) . Potom f Je omezend funkce Vv

(a,b) .

Rozhodnéte o platnosti v&ty:

Necht pro ka%dou posloupnost funkei {f£, 3 , pro kterou platd

f, —3 na (a,b) , jei f, .&g —= na (a,b) pro kaidy

polynom g . Potom je interval (a,b) omezeny.

= R~



578.

579.

580.

581,

Rozhodn&te, zda platf vi&ta:

Necht f, —% £ na (a,b) , g, —3 & na (a,b) , potom

plati

fn+8np —> f.g na (a,b) .

DokaZte nésledujici tvrzeni:
Necht f je funkce spojit4 v intervalu <a,b) , & >0 .

Potom existuje délenf D =4{ag = t, < t < eee by, = b § intervalu
< a,b> a funkce g tak, Ze 8¢ Je linedrn{ funkce v kaZdém z
intervald < t; ,, t; > , i=1,..., n (nskdy Ffkéme, Ze

8¢ Jev <a,b ) po &Astech linedrnf), prilem? plati

sup {1£(x) ~gc(x)|; xe <a,bdPt < e .

DokaZte tvrzeni:
Ke kaZdé funkei f spojité v intervalu < a,b Y existujtf
funkce g, po Zdstech linedrnf v < a,b ) tak, ¥e plati

8 =€ 2 BEr ICTEINY T,

Srovnejte s predchézejfcim cviZenim.

DokaZte tvrzeni:
Necht k funkei f a libovolnému ¢ > 0 existuje funkce g
spojité v intervalu (a,b) tak, Ze

sup 1] £(x) - g(x) | ; xe(ab)t < & .
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582.

583.

584 .

585.

Potom funkce f Jje spojitd v (a,b) .

Rozhodn&te o platnosti véty:

Necht {f, 3 je posloupnost funkci konvexnich v intervalu

(a,b) a necht £, —2 f na (a,b) . Potom f je funkce kon-

vexni v (a,b) .

Plat{ analogické tvrzeni, které ze shora uvedeného cbdrZiime,

nahradime-1i v3ude vyraz "konvexni" vyrazem "ryze konvexni" ?

Rozhodn&te, zda plat{ toto tvrzeni:
Nechi funkce f, s 0 €N, jsou vesm&s konvexn{ v intervalu

(a,b) . Je-1i £, —» f na (a,b) , potom f je konvexni v
(a,b) .

Rozhodné&te, zda platf v&ta:

Nechl k funkci £ definované na intervalu (a,b) existuje

posloupnost funke! {g,% , 8, —3 f v (a,b) , pfilemt g,

mé pro ka%dé n e N primitivn{ funkei v (a,b) . Potom existuje

primitivni funkce k funkci f na (a,b) .

Rozhodnéte, zda plat{ véta:

Necht £, —3 f na (0,1) , f, mé pro ka%dé ne N

zobecné&nou primitivn{ funkei v (0,1) . Potom f mé zobecnnou
primitivn{ funkei v (0,1) .
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586.%

*

587.
Shi
En

X

tn je 588.

|

gnou

Seatrojte posloupnost {f,7 funkef definovanych v intervalu
<0,1> tak, aby platilo f,— 0 na <0,1) , avdak pro
Zdédny interval I c 0,1 > neplatilo - S

Pokuste se sestrojit funkce f, s ne N, navic vesm&s spo-
Jité v <0,1) .

Najd&te funkci f definovanou v E, , kterd je spojitd v kaZdém

bodé x € E, = Q a pro kterou existujf v ka¥dém bodé Y€ Q ob&
Jjednostranné limity a plat{

lim £(t) &£ 1lim f£(t) .
t >y tray-

Lze sestrojit funkei f uvedenych vlastnost{ tak, Ze plat{f
navie

tii$+ £(t) = £(y) , t_:&i;:l_ £(t) % £(y) 7

Lze poZadovat navic, aby f byla monotonni v E, (nebyla mo-
notoenni na #4dném intervalu I c E 5 ) ®

Sestrojte funkci £ definovanou v E, , kterd je spojitd v kai-

dém bod® x @ E; - Q a pro kterou v ka¥dém bod8 y e Q neexistu-
Je Z4dné z jednostrannych 1imit

lim £(t) , lim f£(t) .
tvny4 tvqg -
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589%

590 %

591 .%

592, %

563.

59%4.

Sestrojte funkci f spojitou v intervalu (0,1) , kterd ms vlast-
ni derivaci v kaZdém bod® x € (0,1) - Q a pro ka¥dé y e 0,1)n

N Q existujf jednostranné navzdjem rizné derivace f; (y) ,

£ (y) .

Sestrojte funkci f spojitou v intervalu (0,1) , kters mé vlast-
ni derivaci v kaZdém bod® x € (0,1) - Q a kters nemé v 3&4dném

bodé y € (0,1)n Q ani derivaci zprava ani derivaci zleva.

Sestrojte funkci f spojitou v E, , kters nemé v ¥4dném bodd

x € E, vlastnf derivaci f’(x) .

Rozhodn&te o platnosti vé&ty:

Necht funkce f, , ne N, majt v8echny v E, Darbouxovu

vliastnost, f, —3% f na E, . Potom f mé Darbouxovu vlastnost
v E, .

Sestrojte funkce f, , f definované v intervalu (0,1) tak, Ze
fm maji pro ka?dé n € N derivace viech ¥ddd v (0,1) 3

fnm =% f na (0,1) a funkce f nemé v bodé 1/2 derivaci.

Budte f_, f funkce definované na ¢ 0,1 > a nechi pro kazdé
' A 1 : :
n €N existuje R J’ fn . Predpoklédejme, %6 f, —% f na
0 .

4
<0,17. Potom existuje R L f a platt
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q 1
i = . t .
nl _:n:o fo : 4 fo f . DokaZte

595. Rozhodn&te © platnosti vaty:

Necht £  , r Jjsou funkce definované v intervalu

&
necht pro ka%dé n e N existuje N _L f, .« Necht d4le

&
‘v (a,b) . Potom existuje Nf f
@

596, Rozhodn&te, zda platf tvrzeni:

(-]
Necht existujf integraly n f £
[]

Pk e P W (0,0 ) a necht existuje N f+
0

o‘ 4+ w
lim N f-=fo.
My n 0

597. Rozhodn&te, zda pPlati tato vita:

JestliZe funkce f, Jsou spojité v

-]
NJ; fn @=1,2,.00) a g — o

598, Rozhodn&te, zda platf v&ta:

2 &
Nech¥ existujf Nj‘ . NJ’ £y fo =% £ v (a,b)
a a
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m Pro kaZdé n e N

(a,b)

<0, ) , existuje

a

ag
f . Potom platf



(a,b) je omezeny interval. Potom plat{

lim Nf&f = N J"’f .
a.

"y co .

599.  Sestrojte posloupnost funkei {f, % spojitych na intervalu
< 0,1> tak, aby kafdé funkce £, méla spojitou derivaci v in-

tervalu (0,1) , £, —3 0 na < 0,1 ) a neplatilo

1
lim J‘v’1+(f;,_)2 & 1,

" 4 o

Uv&domte si geometricky smysl této iulohy.

600, Je-1i funkce f spojitd v intervalu < a,b ) , oznalme délku je=
Jdho grafu na < a,b) symbolem L (a, b, £) (viz[7], V. § 2.).

Sestrojte posloupnost { f,3 funkei spojitych v intervalu

S0 ) 5 T, =% f neg 0,17 tak, e plotd

(0, 1, £f) = + © , mJ:;lllioL(o, 1, £,) = + 00 .

601. Sestrojte posloupnost {f,% funkcf spojitych v intervalu

<o,1 >, £, " £ tak, aby f byla funkce omezend v < a,b ”

a neexistoval

N_]':f.
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602.

603.

604.

605,

606,

Sestrojte posloupnost {f,? funkci spojitych v intervalu

(0,1 > a funkei f spojitou v (0,1) tak, aby platilo

f, ~ f na (0,17 a neplatilo =% £ m W01y .

Sestrojte posloupnost {f,? funkef spojitych na intervalu
< 0,1% a funkei f tak, aby platilo Lo ' 28 C0,2% a

neplatilo £, —3% f na <0,1) .

Lze navic poZadovat, aby funkce f byla spojitd v €01 2

Necht fady funket =g, , = g, stejnomdrn& konverguj{ na
<{a,b) . Potom rada 2 (£, + g,) stejnomdrnd konverguje na

<a,b ) . Dokaite,

Sestrojte spojité omezené nezéporné funkce f, definované v

E, tak, %e fada 3 f, konverguje stejnomdrn¥ v E, a

k-]

up f ) = :
rn.§4 x:£4 ', (X + oo

Sestrojte funkce f, tak, aby pro ka%¥dé x E_, konvergovala ra-
da  3£.,(x) absolutns a Fada S\ f_  nekonvergovala stej-

nomé&rné v E,l .

- 153 -



607. Sestrojte funkce £, definované v intervalu < 0,1) tak, aby
tfada 3. f,, konvergovala stejnomdrnd v < 0,19 a Fada

| £, (x)| byla pro ka¥dé x & < 0,1 ) divergentni.
"
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§ 12. MOCNINNE RADY

Pro mocninnou #adu uffivéme stejného symbolu jako Pro jeji soulet,

ktery chépeme jako funkci definovanou na mnoZing& téch x € E y Pro n&:z

1
Fada konverguje.

U mocninnych #ad uZ{vdme pfi zdpisech odlisné konvence nef v pred-
chdzejicich paragrafech, Meze u sumadnftho symbolu vynechévéme v pfipadsg,
Ze nemiZe dojft k nedorozuméni a s¥{t4 se pfes celd nezdpornd Eisla, tj.

5 e, ™ ptiene jon X a 2™
napf. misto symbolu = oaﬂ z piZeme jen 8 z a

Je-1li funkce f nekoneén& derivovatelnd v bod& X, & E% y nazyvéme

mocninnou #adu

5 £ 0y

b
P (x = xa)

Taylorovou ¥adou funkce f v bod¥& X, (klademe jako d¥fve ffm(xo) =

=Bl ) 500 W ),

608. Bud « e Ef , w2p. Sestrojte mocninnou Fadu, jejf% polo-

mér konvergence Jje roven o«

609. Je-1i g > o & pro kaZdé x s (0, © ) platt = am'xnm =0,

Petom platif 8, = 0 pro ka¥dé n e N ., Dokajte.
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610I

611 .

612,

613,

Bud p polynom a nechi pro ke%dé x e E, platf p(x) =

o
= 20 8 X . Je-1li stupeh polynomu p roven pr4vé k , potom

8 +g =0 pro kazaé £ € N . Doka¥te.

Necht mé mocninng ¥ada X &, z” polomér konvergence r, a

mocninnd Fada > b, I polomér konvergence r, . Potom mé

mocninnd Fads = (a, +b,)z" polomé&r konvergence R takovy,
¥ n o

Ze platdf
R = min (r1, ra) A

DokaZte.

Najd¥te Yady < a,2" , b, 2  tak, aby v dokéza-

ném vztahu platila ostrs nerovnost,

Necht mocninné fady = g 2™ B by 2= maji opdt polom&-

ry konvergence Ty & r, ; naleznéte vztah mezi Ty » T, & polo-

mérem konvergence R mocninné Fady

o0 -
> (.5 &b ) 2™

#'!.:0 RL:O D@t ‘n-"k

Nechl fada =, 8, x°  mé polom&r konvergence 1 . Potom Fada

= a,r,"n2 x™ mé také polomér konvergence 1 . DokaZte,
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614.

615.

616.

617.

618 -

Bud r > 0 . Nech} mocninné ¥ada 5. a, x™ konverguje pro

X =r adiverguje pro x = - r . Potom r Jje jejim polom&rem

konvergence. Doka¥te.

Necht fada = a, konverguje, Zla,l =+ . Ursete polo-

mér konvergence mocninné rady

T
Eanx .

Je-1i R polomér konvergence fady =, a, x™ @ Fada s a, R™
konverguje absolutn¥, potom Pada =, a, x konverguje stejno-

mérn& v <~ R, R> . Doka¥te.

(Vysv&tlete, pro Abelova v&ta d&véd "n&co nového" prévé v pii-

padé, kdy rada = aﬂ_Rn' konverguje, av3ak nekonverguje absolut-
ng.)

Seatrojte mocninnou #adu =, a, x* 8 polomé&rem konvergence 1

tak existoval i e i =
ak, aby existovala }EE4~ = a x a pritom *ada 2, 85

divergovala.

Rozhodn¥te o platnosti véty:

Necht Taylorova ¥ada qﬂ’x¢b funkce f v bodé® 0O kon-

verguje k funkei f v3ude v E, . Potom f je Polynom,
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619.

620.

621,

622.

Rozhodn&te o platnosti vé&ty:
Nechl Taylorova rada . a,x" funkce £ v bod® O kon-

verguje k funkei f stejnomSrné v E, . Potom f je polynom.

Srovnejte 8 udlohou 618.

Najd&te funkci, jeji¥ Taylorova fada o st¥edu 0 konverguje pri-

vé v intervalu
(a) (-1, 1) ; (ed =1, 1) ;
(b) f= 1,1 32 (a) Com LT

Lze Z4dat navic, aby konvergence Fady byla stejnom&rné (neby-

la stejnomérnd) v tomto intervalu 7

DokaZte tvrzeni:

Necht mocninné ¥ada S a_z"" né polomér konvergence

R>1 . Potom

lim a, =0.

Sestrojte mocninnou #adu = aﬂ_z¢b 8 polomérem konvergence

R =1 tak, aby posloupnost { a, } m¥la n&kterou z nésledujfcich

vlastnost{:

(a) ia, t Jje omezens;
(b) {a, ¥ neni omezens;
(e) lim a, neexistuje;

(a) lim a, =0 ;



kon-

623.

624 L]

625.

626.

(e) lima, = + o .

Sestrojte k « = 0, « e E , mocninnou ¥adu S a z"

8 polom¥rem konvergence R = 1 tak, aby platilo 1lim a, =« .,

Rozhodné&te, zda platfi tvrzeni:

Necht mocninné ¥ada = a, 2z mé polomér konvergence

R<1 . Potom neplat{

lim a, = 0 .

Bud R> 0 . Sestrojte funkci £ definovanou v E, , jeji% Tay-

lorova fada v bodé® O mé polom¥r konvergence R .

Bud p polynom, a>0 , p(a) . p(~a)+0 . Pro x & (- a, a)
poloZime

£(x) = p(x)/(x*- al) .

Potom Taylorova Fada funkce f o stfedu O mé polomér konver-
gence a a tato Fada konverguje v intervalu (- a, a) vdude k

funkei £ . DokaZte.
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627.

628.

630-

DokaZte ndsledujici tvrzeni:

Mocninnd Fade s kladnym polomérem konvergence Jje v kruhu kon-
vergence Taylorovou radou svého sou¥tu. Podrobné&ji: Bud x,€ E,
a necht mocninné fada S a,(x - x,)" mé polomér konvergence

R>0.Pro x € (x,-R, X, + R) poloZme
fix) = Za,lx=zx)™ .,

Potom Fada v pFedchdzejfc{ rovnosti je Taylorovou radou funkce f

o stiedu X, -

Necht £ je funkce definovand v E, = = a, x Jjeji Taylo-
rova fada v bod® O . Rozhodn&te, zda pak platf:

(a) Je-1li funkce f sudd, je 850..1¢=0 pro vlechna ke N .

(b) Je-li funkce f£ 1lich4, je 8 (.= O pro viechna ke N .

Necht funkce f je definovéna v E, . Necht = a (x- xo}”m
Jje Taylorova Fada funkce f v bodd X, , kterd mé polom&r kon-

vergence R = + 00 . Rozhodn¥te, zda mnoZina

{x;xeE, , £(x) = = a, (x - xo)ﬂ'}

Je vidy symetrickd podle bodu X, -

Sestrojte funkci f definovanou v E, , jeji% Taylorova fada o
atfedu ©



rahu kon-
E € E1
irgence
ankce f
631.
Taylo=-
ke N.
ke N . 632,
x, )y
gr kon-
633.
634,
rfada o

mé polom&r konvergence R = + o

& pro kterou existuje o“ = 0

tak, Ze rovnost

f(x) = s a, x

plat{ pro vechna x e (- J", 0)
&€ (0,.d") .

a neplatf pro ¥4dné x ¢

Sestrojte funkci f definovanou v E, , kterou lze v ka¥dém bods

X € E; rozvinout v Taylorovu Fadu, prilem# jejf polomdr konver-

gence je roven &islu

R(x) =min{lx=-y|l; ye N}.

Sestrojte funkci f nekonednd derivovatelnou v E, tak, aby po-

lom&r konvergence jeji Taylorovy Fady v bod& x byl roven
pro kaZdé x e E1 5

| x|

Sestrojte funkci f definovanou na omezeném intervalu (a,b)

J1% Taylorova Fada mé v kaZdém bodd x e (a,b)

y Je-
kladny polom&r kon-
. . &
vergence, neexistuje viak N f £ .
a-

Necht funkei f 1ze rozvinout v bodé O v Taylorovu ¥adu s kladnym
polomérem konvergence R a nech¥ platf £(0) % O . Pak 1ze funkeci

1/f rozvinout v bodé 0 v Taylorovu Fadu s kladnym polom&rem kon-
vergence @ . Dokaite.

VBimn¥te si bliZe vzdjemné zdvislosti tisel R , @
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§ 13. RUZNE ULOHY

635. Bud F zobrazeni mno¥iny v3ech komplexnich ¥fsel E do E tako-
vé, e F(0) = 0 a plati

|F(x) -Fyp) | =lx=-351,
kdykoli x , y€ E . Potom existuje o € E, (x| =1, a plats

bud F(z) = o« 2z pro ka¥dé z € E , nebo F(z) = o Z pro kai-

dé¢ z € E (72 Jje &islo komplexn® sdruZené k z ) . DokaZte.

636, Bud F zobrazenf mnofiny E v¥ech komplexnich &isel do E a p¥ed-
pokléddejme, Ze

(1) | Fix) = F(y) | =lx=-31| ,

kdjkolr——x_i_I_E_E a |lx-y| Jje raciondlnf &fslo. Potom (I) pla-
t{ pro ka¥dé x , y € E . DokaZte.

Formulujte analogické tvrzeni pro E1 a rozhodndte o jeho

platnosti.

637. Necht F je prosté spojité zobrazenf mnofiny E vZech komplexnich
¢i{sel na E a necht pro ka¥dé xe E platf |x - F(x)| = 1 . Roz~
hodné&te, zda pro takové zobrazeni plati

[F(x) -F(y)) = 1x=-3] ,

kdykoli x, y € E.
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638.

639.

640.

641,

Bud f funkce definovand v E, takové, Ze

[£(x) = £(y)l = |x - y| .

kdykoli x, y € E; . Potom existuje ae E, a ¢ee{-1, 1} tak,
%e pbro v3echna x ¢ E, plat{ f(x) = € x + a . DokaZte.

Necht S c Q je mno%ina, kterd je uzaviend vzhledem ke s&{tdn{ a
nésoben{ (tj. je-li x, yeS, jeté! x+yeS,xyeS) a
pro kaZdé q € Q necht platf prdv¥ jeden ze vztahd

q€S, = & 8y q

]
o

Potom S = Qn(0, + @ ) . DokaZte.

Rozhodn&te, zda existuje mno¥ina T c E;, - Q, kterd je uza-
viené vzhledem ke sdftd4nf a nésobeni a pro ka%dé t e E,-Q pla-
t{bud t€ T, nebo -teT.

Bud X, € (0,1) =a prd ‘ne N polofme Xneq = Xpn(l-x,). Do-
kaZte, Ze

Pro kaZdou konvergentni posloupnost redlnych &{isel {aqbi plati

a.)=0b ;

lim (a'n.-m = Bl

Obecn&ji, pro kaZdé p € N platf

1- ( - Aa ) = 0 .
S )

DokaZte.
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Sestrojte

divergentns Posloup,

nost 4b,.% , pro kterou pro
Pro kaZdé p ¢ y platt

g.imm (bn-l-ﬂ. - b»n-) =0 .

642. Bui {xﬂ‘} Posloupnost kompl exn{ch &ilsel. Pak Posloupnost

b3 X
In =4, + 24, ( - 1)n+1

M 4 4
m+ 1

(m + 1)

konvarguje, Prévé kdys konverguje pPosloupnoest

X
n+ 4
= +

m + 4
Dokazte,

643. Dokafte, 3e interval

TR S vvjddrit jako 8jednocent
disjunktnfch uzavienyeh interva g

» Jejien. A4lka je Vesmés mensy
nei 1 ,

644, Sestrojte proste zobrazenf r intervaly (0,1 > pq interval
(0,1) 4 rozhodnéte, zga existuje r takoveg, aby m&lo pouze koneg-
né mnohe body nespojitosti v (0,1 >

645. Ne.: ¥ funkce

f Jje spojit4 na intervaly ¢ a,b >
bud . (t) supremun mnoZiny vech 7 8 nédsledujfcy Vlastnost{:
Je-1i x° | e <a,b > Ix" - x| < 7, potom

. JE"'li t > O,
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| £(x") - £(x"")] £ t . Rozhodn&te, zda existuje funkce g spoji-

t4 na < a,b ? tak, Ze funkce (bs,: t +—> @Q(t} je spojitéd v

(0,0 ) a nemd tam vdude vlastn{ derivaci.

646. Necht xe¢eE ,M,m, >0 ,M>mn a necht funkce f defi-
novenéd na U (x) vyhovuje pro kaidé dva body x4, X, € Ug(x),

Xy == Xy podmince

f(x,) = £(x,)
X, = X

IN

Q=m =
2

Necht f£(x) =y . Potom pro ka%dé teU_ (y) mé rovnice

fix) = t prévé jedno Pedeni oc (t) a funkce

of : t —> oc(t) , teU,g (¥,

je spoiité na U o(y) , pritemf o (y) = x . DokaZte.

647. Rozhodn&te, zde existuje funkce f spojité na intervalu < 0,15

takové, %e pro ni platf: Je-1li x e €0,1) , je

(x € {0,1> - Q<& (£(x) € Q) .

648. Necht f je funkce, kterd md v E, spojitou derivaci £° . Po-

loZme

4
2

£ ,
S. ={tEK0,Y) ; £°(x) =0}, S

= f
! =risf) .

Rozhodn&te, zda existuje funkce f uvedenych vlastnosti
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takové, pro kterou Jje mno%ing S:

nespodetnsd,

649, Je-1li funkce f omezend v E

4 » definujeme

1 — 3 - .
S-F (x) = e}:mofup {1 £(y) - £(z) | i Yy z2€Ug(x)F

4 -
Déle poloZime h:S;" a s;"” =S, ,neN.

DokaZte, %e pro ka*dou funkeci

£ omezenou v E, platt

650.  Nech¥ IcE; Je interval, T c 1 spofetnd mnofina. Nech} ¢ Jje
8pojité funkce definovang na T spliujfef nésledujfct podminku:

Ke kaZdému x e 1 » ktery je vnit¥nim bodem intervalu 1

x&D, aproketdé o> g
f(x) = £(y) .

]
existuje y e (x, x + o) tak, Ze

Potom je ¢ neklesajici na 71 , DokaZte,

651.  Nech¥ funkce ¢ Je spojitd v intervalu <0, + @ iy

£’ je rostou-
et v (0,+e00), £(0) = 0

« Definujme pro x ¢ (0, + 0 )

8(x) = x*1 £(x)

Potom funkce g Je rostouctf v intervaly

(0, + 00 ). Dokaste.
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652¢

653.

654.

655,

Necht f je funkce definované na intervalu < 0,1> , £(0)>0 ,

f(1)< 1, g je funkce spojit4 na intervalu < 0,1 a nechi

funkce f + g Jje neklesajfcf v < C,1)> . Potom existuje x, €

€ (0,1) tak, Ze f(x,) = 0 . DokaZte.

Necht f je funkce konvexni a rostouci na intervalu ¢ a, oo )

(a € 151_1 ) . Potom lim f(x) = + & . Doka¥te.
X=b o

Nech® funkce f je definovéna v E, a nechi pro kaZdé x e E,

existuje vlastni limits

flxa+n) - f(x =)
£¥(x) = 1lim a
h—o 250

(£¥* (x) Je tzv. symetrick4 derivace funkce f v bodd x ).
Rozhodn&te, zda v pripad&, %Ze funkce

£* : x —> £¥(x) , x €E,

a funkce f Jjsou ob¥ spojité v E, , existuje £f° a platf £’ =

= f* .

Bud a € E, a necht funkce f je konvexnf na < &, 00 ) . DokaZ-

te, Ze existuje limita

lim £(x)/x .
X =¥ 00

Je-1i tato limita nekladnd, je funkce f nerostouci na {a,co ).
DokaZte.
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656,

657'

658.

659.

660,

Necht funkce ¢ Je rostoucy na intervsgly (a,b) . Funkce r Jje

konvexnf ng (a,b) , pravs kdyZ £, je konkdvnt ng £((a,b)).
DokaZte,

Necht funkce ¢ Je kladng na intervalu 71 < E, . Jestlize Je funk-
ce log f konvexnt na T Fekneme, e ¢ Je 1ogaritmicky kon-
vexnf nga 71 , Jestli¥e r Jje logaritmicky konvexnf ng 1 s Potom
£ e konvexnt ng I . Jestlize f, g jsou logaritmicky konvexnt

na I, jsou funkce f + &8, f.g logaritmicky konvexnt ng I
Doka¥te,

Necht £ je funkce ryze monotonnf a spojits v E, . PoloZme

SRR indukef definujme pm+1 _ L 2™ 550 ne . Je-1i
fx) £ x Pro v8echna x ¢ g
a8 kazdé x ¢ E1 + DokaZte,

4 s Je s S N Pro ka%dé p g g

Bud 8pojité funkce v E, a necht Pro kaZd¢ ¢ =~ g pPlatt
lim flneg) =9 (ne N),
M=t o

Dokaéte, Ze

lim £(x) = o ~
X < g

Pro xé‘(O,,lJ a he N polo¥me

In (x) = (1 - gymet S k™%,
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661.
-& funk-
kon-
s potom
cnvexni
I .
|
fze 662.
ce=]17
T &N
datf
663.
664.

Dokaite, Ze x]-'sl.'iq : (x) =n!.

Necht I c Eq -Je interval a g funkce apojité na intervalu I ,

g(I)c I . Necht L je identické zobrazenf I na I a necht
existuje me M tak, Ze

g * g * LA * 8 = l"
(vlievo je m "faktori"). Potom je g X g = L . DokaZte.

Bud ¢

identicky rovny nule na Zd4dném intervalu

systém v3ech funkc{ spojitych na < 0,1 , které nejsou

I cd<0,1> . Charakte-
rizujte systém %! vZech podmnoZin intervalu < 0,1) s touto
f e ¢ ,potom {x ; £f(x) =03e @

existuje g € L4

vlastnosti: Je-1li
kaztdou M g X

a pro
tak, e M ={x ; g(x) = C} .

Rozhodnéte, zda systém %1
& <C0,1Y u

obsahuje nespodetnou mnoZinu

DokaZte, Ze existuje funkce f definovand na intervalu (0,00 ) ,

kterd je spojité v nekonedn& mnoha bodech x & (0,0 ) & mé nésle-

dujicf vlastnost: Je-1li

ye (0,0 ) , potom f(y) = O , prévé kdy%
{2 y)+L0 . '

Necht funkce f je spojité na intervalu < 0,1 > , f£(0) = £(1) .

Potom pro kaZdé n e N tak, Ze

existuje x e <0,1)

f(x + A ) = f£(x) .

x+-—1-él a
mn m
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665.

666.

667.

669.

DokaiZte.

Necht f je spojité periodicka funkce v E; .Je-1li ae€ E, , po-

tom existuje xe E, tak, Ze f(x + a) = f(x) . Doka¥te.

Sestrojte funkci f definovanou v E, tak, aby k libovdlnému bo-
du [z, 53] e E, a libovolnému € > O existoval bod te E,

tak, Ze vzddlenost bodd [x,y] a [t, £f(t)] v E, je men¥f nez

&islo € .

Existuje spojitd funkce uvedenych vlastnosti?

Rozhodnéte, zda kaZdd funkce s vlastnostf, popsanou v iloze 666, md

JiZ Darbouxovu vlastnost.

Rozhodnéte, zda existuje funkce f spojitéd v intervalu < 0,1) tak,
aby pro ka¥dé y e f( < 0,1 > ) byla mnoZina f 4 () n <0,1Y ne~

kone&nd a spoletnd.

Nechl funkce f mé derivaci vZude v intervalu (a,b) , a< x< b "

X & . = B 5 2w ®,, =%, lim 3, = x . Nechl plat{

(P)  posloupnost {( Bo=-%x)/ (B, -« )} je omezens.
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Potom 2im [ECR, ) - 2, )17 Cp % x,) = £'(x)

Doka Zte .

Rozhodn&te, zda tvrzeng plat{

» Vypustime-1i predpoklad (P) &
Ssrovnejte s ulohou 358.

670. Sestrojte funkci ¢

omezenou a ryze monotonnt na intervalu
(0, @ )

tak, aby vlastnf derivace funkce f existovala viude

9
(0,0 ) a

lim £°(2 n) = + c» ! 1im £(2n +1) = ¢
M — 00 T - OO

671.  Nechi funkce ¢ Je spojitd v ( a,b >

a8 mé derivaci v (a,b) .
JestliZe f_ (a) = £’ (b)

» Potom existuje ¢ ¢ (a,b) tak, Ze

f(c)- f(a)
¢~ 3

= £ (e) .

DokaZte.

2
672. Pro xe E, definujme funkci & prepisem g(x) = o* + Dokaite,

Ze potom je pro ka¥dé ne N funkce gon

}/g pPolynom a spodt&te
Jjeho koeficienty.

673.  Nechi f je funkce, kterd mé viude v E,

vliastnf derivaci f£’‘(x)
a nechi platy

lr(x) | = E l£7°(x) | « 1
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674.

6?5 -

676.

677.

pro ka¥dé x € (0,2) . Potom platf [f'(x) | £ 2 pro ka%aé

x € €0,2) . DokaZte.

Necht f je funkce spojitéd na intervalu < a,b? a necht f m4
vlastnf derivaci vSude v (a,b) . Nechf pro kaZdé x € (a,b) exis-

tuje prdvé jedno &fslo @ (x) € (a,b) tak, Ze

fx) - £(a)
-

= f‘( ? (X)) .

DokaZte, Ze funkce @ : x —> @ (x) Jje spojitd na (a,b) .

Necht M < (C,1) je nekoneind mno¥ina. Nechf f je funkce defino-
vand v intervalu (C,1) a necht f£°(x) =1 pro ka%dé xe M .
Rozhodnéte, zda existuje x, €& (0,1) , v ném% mé funkce |f| deri-

vaci.

Necht f je funkce, kters mé v E, derivaci a nechi existuje in-
terval { a,b) a ¥fslo A €E, tak, Ze plat{ f(a) =0 ,
l2°(x)1 € Al£(x)] pro vBechna x & <a,b)> . Potom platf f(x) = 0
pro vSechna x € {a,b) . Dokaite.

Nech funkce f, g majf vlastnf derivaci vZude v intervalu (a,b) .

Je-1i A <x<x<b a f(xd) = f(x,) = 0 , potom existuje

te(x,, x,) tak, Ze

2

£(t) + £(t) g°(¢t) =0 .

DokaZte.
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678.

exis-

6?9.
-] ,b) .

efino=-

deri-

e in-
680,

F(x) = 0

Bud Me E, a necht f je funkce spojité v intervalu < 0,1) .

Pfedpoklédejme, %fe f méd vlastnf derivaci v3ude v (0,1) a ne-

rovnost
lx £°(x) - £(x) + £(0) | < M x?2

plat{ pro kaZdé x € (0,1) . Rozhodn&te, zda pak existuje £, (0) .

Necht f je spojitd funkce na ( a,b > a necht funkce g mé
vlastn{ derivaci vdude v { a,b ) . (V krajnich bodech intervalu

se rozum{ derivace jednostranné.) Bud g(a) =0 , A & E, - {0},

a nechi platt
| g(x) £(x) + A g’ (x)] £ g(x)

pro ka¥dé x e (a,b) . Potom je g(x) =C pro ke%dé x e {a,b) .
DokaZte.

Necht je ne N a funkce f mé v E, derivaci n-tého ¥4du. Bud
déle <a,b ) takovy interval, ve kterém mé funkce £ alespon

n + 1 rdznych nulovych bodd. Nechf P(x) = x™ + A iR

¢eo +a, , xeE , je polynom s redlnymi koeficienty takovy, Ze

vB8echny jeho kofeny jsou redlné. Potom md funkce

+ g £

(m~-1)
M- ]

. Gse ol T

alespon jeden nulovy bod v intervalu ¢ a,b? . Dokaite,
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681.

682.

683.

684 L

Necht funkce f mé derivaci druhého F&du na (0, @ ) . PoloZme

5 () - o
M, = xe%&%ﬂ | £ (x)] (1=0,1,2) « Je-Ti M, = E,

(i = 0,1,2) , potom

DokaZte.

Sestrojte funkci f definovanou v E, , kterd méd v ka%dém bods
z E, derivace v3ech #4d8, je nezépornd a plat{

{xeE, ; flx) > 0% = (- 1,1)
af

Bud 17 systém vZech kvadratickych polynomd P (s redlnymi koefi-

cienty), pro n&% ) P(x) | £ 1 pro vSechna x € <0,1) . Dokaite,
Ze

u
(03]

sup {IP°(0)] ; P e Vv ?

a sestrojte P, & ¥ tak, aby P;(C)

n
[0+]

Necht o & E, . Rozhodn¥te, zda existuje funkce ¢ spojité a

nezépornd v intervalu < 0,1) tak, Ze platf

A
ff:l,
0

4
j f(x) . xdx =  ,
0



685.

686,

687 -

688.

4
L £lx) « x*ox = &t .

Necht f je funkce spojit4 v intervalu < C,1> . Potom plat{

1 1,
max {[£(x)| ; x € (0,15} =¢,,lif'm (Llflﬁ) * .

DokaZte.

Necht f je funkce spojitd na intervalu ¢ C,ar?> a nech}

I

T
j f(x) . cos x dx = f £f(x) . sinxdx =¢ .
0 0

Potom existujf oo , p e E; , C <o < fl<ar , pro n&

platl Plee ) = £ 3 ) =0C . Doka¥te.

Rozhodn&te, zda existuje funkce f spcjitéd na intervalu (1,00 )

takové, Ze pro kaZdé x = 1 plat{

2

X
f £(t) at = 1 .
b3

Uréete

sup {g(x) ; x € (0, @)},

= 195 -



689,

690.

Bud f funkce omezens s spojitéd na intervalu (0,1 . Na inter-

valu < 0,1% definujme funkeci g, takto:

g‘F(x)= f‘f/.x)f:f, x € (0,1) ; g_F(O)=O.

(x) .

(a) JestliZe existuje 1lim f(x) , potom existuje 1im gs
X = 04 x = 04

DokaZte.

(b)  Sestrojte funkci £, omezenou a spojitou na intervalu

(0,1 > tak, aby 1lim f_(x) neexistovala a existovala
x>04 1

lim 8, (%) ..
X904 Fq

(e) Sestrojte funkei t 9 spojitou a omezenou na intervalu

(0,1 > tak, aby neexistovala “J_._:né+ g{.o(x) .

Necht p = (1, ) a nechi funkce f Jje nezdéporné v intervalu

ao
(0, 0 ) , pro ni% existuje N f % . Pre x € (0,00 ) poloZme
0

X

F(x) = x~1 J £(t) dt .
o

Dokaite, Ze
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694 .

695.

696,

——

697.

Necht f je funkce nezéporné (resp. nezéporné a omezens) v in-

tervalu (a,b) a necht f mé primitivni funkei v (a,b) . Roz-
hodn¥te, zda existuje na intervalu (a,b) primitivn{ funkce k
funkei f£2 .

Nech! g je nezéporné riemannovsky integrovatelnd funkce na

< 0,17 .Pro neN poloZme
1
A, =R f il
0
DokaZte, Ze pro ne N plat{

m
A = a .

Necht funkce f je definovéna v intervalu ¢ a,b? a platf{: Pro
kaZdé t e (a,b > existuje vlastn{ atiig f£(x) a pro ka%dé

u € (a,b) existuje viastn{ lim.+f(xJ . Potom f mé Riemanniv
XA = L

Imtegrél od a do b . DokaZte.

Pro x € E, poloime g(x) = x - [ x] (kde [x] je celd Z&st

¢isla x ). Doka¥te, %e funkce

o0 g (nx)

f:1 x —
m=4 241,

- . 4
Jé riemannovsky integrovatelnd na < 0,1 ) g spottéte R .f £ .
a

. 178 .=




Potom Padsg =

m
DokaZte.
To2. Nech {an} Jje posloupnost kladnych éisel, S a, = +wo .
PoloZme
n
s,n‘:mg."am, ne N,
2n dm ; .
Potom *ady S, —=— = divergujf a ¥ada
14+ a, S
. j kaZt
=, T2 konverguje. DokaZte.
me
703. Necht {8“3 Je posloupnost kladnych &fsel, s a, =+ o .Roz-

hodn&te, zda konverguj{ rady

704. UZitim znalostf o mocninnych Fadéch dokaZte toto tvrzenf: Nechi

oo @
Fady m,;‘o B 4 m.g'o b, & jejich Cauchyiv soutin 3 ¢,

konverguji,Potom platf

o

( Z a‘w) ‘ (m__go bm.)

m=0

il
0N




705.  Nech¥ fapd , 4b,7

Jsou Posloupnosgtj redlnych tisel,

.
Cp = 1.,;24 a; bw-%-;-‘l (nen) , Rozhodnéte, zda existujsf
s a0
konvergentnt Fady > a

w805 hgq b, , kterg nekonvergy j{
(-]
absolutn& a raga n§1 le, | konvergy je,

706, vy Souvislosti g Ulohou 521 Tfedte tuto Ulohu:
Lze ke ka¥aémy Prostému zobrazent . N — NN » které je
zobrazenim na N x N , nalézt konvergentns Fady = & X b,
tak, %e ¥ads = Cmn diverguje (je-1j £(n) = (5,% » klademe opst
e = ag by ) 7
707.

Nechi {uhE Je posloupnost PFirozenych Eige

1labud g, =fke N ;
Ue € D 3. Je-1i mno#ing Q, kone&ng, pPoloZme V,. rovno Podtu pry-
k& mnoZiny Qn

i V opadném pifpags bud Vo

=0 . Jestlize
hz T = o0 s Potom lim n -y
=4 te

m =0 ° Dokaﬁte-

708.  Nech¥ fec, ¥ J® neklesajfcyt Posloupnost kladngch E1sel

» Pro ni3
» Potom

lim o, = oo existujf Posloupnostj {a,n_} d

14,3 nezdpor.-
tak, %e 4,< x, a

nych &igel m Pro kaidé ng y a pfitom

S, a, < oo a >k

m = 4 o0 -
DokaZte.

= 48} =



709.

?10‘

711.

712,

Necht 3 a, je konvergentni Fada s kladnymi ¥leny. Potom exis-

tuje rostouci posloupnost kladnjch &isel {x,? tak, Ze

lim ¢, = ®©® a
Z 8,0 <o -

DokaZte.

Nechi Z a, Je divergentni Fada s kladnymi &leny. Potom exis-
tuje klesajici posloupnost foc, 3 kladnych ¥fsel tak, Ze

lim €, =0 a

DokaZte.

Necht fada s a,, konverguje a = | aﬂl =00 ., Necht ae E'l .
Potom existujf &isla o, € {- 1,1} tak, Ze
E‘ Q"ﬂ a,n' = 8 .

DokaZte.

Necht = 8, Je konvergentn{ *ada redlnjch Zfsel, 3, | a,l =

=+ @ . Potom existuje posloupnost nezéporngch ¥fsel {b,} tek,

Ze platd

lim b, =0 , Saﬂ_bﬂ=+oo .
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?13.

714 .

Ti5.

716+

71?'

Nechi rada > a, konverguje, > ey =0, . RozhodnZte,

zda existuje permutace £ mnoZiny N takovd, Ze kaZdé xe€E,

Je hromadnym bodem posloupnosti

i
{ h%,, 8 e in) }::-.-4

Necht funkce Je definovand v E, a mé ndsledujfct vlastnost:
Je-1i S 8, konvergentni ¥ada, potom Pada b f(a, ) kxonver-

guje. DokaZte, Ze potom existuje d = 0 tak, e f je linedr-
nfna (-d,0),

Nech¥ {A, % je posloupnost nezépornych &fsel a nech¥ platf: Pro

kaZdou konvergentnf #adu S a kladnych &fsel konverguje také

m

fada = JL“ 8, . DokaZte, Ze {.7\.,,,‘} Je omezens posloupnost.

Nech} Z, (0 & N) je komplexnt &1slo, jehoZ redlnd &st Jje nezg-
porné. Jestlize fady £ a = z:; konvergujf, potom rada

= zi konverguje absolutns. DokaZte.

Necht funkce £ ng v E, spojitou druhou derivaci, f£(0) =0 .
Nech¥ {anﬁ Je posloupnost redlnych ¥fsel. JestliZe rady S a, »

> a:; konvergujf, potom konverguje *ada = f(a, ) . Dokaite.
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718.

T19.

T720.

721 .

DokaZte nésledujic{ tvrzeni:

Necht -{bni Jje posloupnost redlnych &isel.

Necht pro kaZdou absolutn& konvergentni Fadu = a, Tads

= e b

m mn

konverguje. Potom je posloupnost -fb,mi omezend.

DokaZte tzv. kondensadni kritérium pro konvergenci ¥ad:

Nech® pro v8echna n € N platf a, = a_ ., = 0. Potom

tfada = a,  konverguje prdvé tehdy, konverguje-li Fada

E.z""a .

2'7!-

Zjist¥te, zda lze nahradit &fslo 2 jinym pPirozenym Zfslem

p=>2 .
Necht a,_ = 0, b, = 0, 1liminf b,=0 . PoloZme s, =
L .
= h%‘l Qg « Potom
n P

lim su sg (bg = b ) = A Sebacy .

Sl o ,E-‘,, %%~ P4 k% % Pk
DokaZte.

Nalezn&te posloupnost fa, % Eisel a, e 10,1}, neN, tako-

vou, Ze neexistuje limita
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722. Necht o e < C,1) . Sestrojte posloupnost fa,  ? &fsel

a, € 10,1}, ne N, tak, aby platilo

L&
lim — 4, = o .
m-pco T fe=4 g

723, V souvislosti s predchézejfcf udlohou rozhodnste, zda pro oc = O

Jje pro p¥fsludnou posloupnost {a,, 3 mnofina
Tk ; g =1%

vZdy koneé&né.

724. Necht pro posloupnost -fa,ng je pro viechna p e N

. 1 "
,Q?:.I'-]"-‘Elco %—(aﬂHd- - . 9414-.0@,) =g EE1 A

Rozhodnéte, zda pak pro ka*dé € = 0 existuje k, & N tak,

Ze pro vBechna pe N a k= k, platf

t‘i‘(a‘tz.bd*-.."‘aﬂ_._k)-&’-te, .

&
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725+ Necht < a,b) je omezeny interval. Sestrojte funkei f definova-

nou v <a,b) , k ni¥ neexistuje posloupnost polynomt f, tak,
Ze platf

fm =3 £ na <( a,b) .

726.  Necht {f 3 je posloupnost funke{ definovanych v E, , které ma-
Jt £,°(x) pro ka%dé x e ¢ 0,1> a ke¥dé ne N . Necht ddle

pPlatf f —=% na ¢ 0,12 a necht existuje kK >0 tak, %e je
L2 ()l = ¥

Pro kaZdé ne N a ka%dé x e < 0,1Y . Potom plat{ =% i

<0,1 Y . Dokazte.

727.  Nech® {f, 3 je posloupnost funkef spojit§ch na intervalu < a,b ) ,

Rozhodnéte, zda Jsou ekvivalentnf vyroky :

(8) £, =% £, na < a,b> ;

(b)  pro kaZdou konvergentnt posloupnost {xﬂ? bodd intervalu

< a,bd je

lim £ (x, ) = £,(lim X0

728.  Nechi P, % Je posloupnost funkef, definované predpisem P, (x) =0

pPro viechna x e E, ,
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EL > .

T29.

730.

731.

1
pn_*q{x)-?pﬂ(x)'l- ?[x-pi 3% xcB ,ne k.

Potom p,, Jjsou polynomy Pn(x) 7 Vx =£(x) na <0,1 a

J¢ p, =% f na <0,1% . DokaZte.

Nech? f mé derivace vBech ¥4dd v E, , necht f£(x) = o

’

£ x) = 0 plati pro ka%dé x e E, aneN.Je-li «x e E,

potom existuje o > 0 tak, Ze soudet Taylorovy fady funkce ¢
© stfedu oc je roven f(x) pro ka%dé x e (e~ ', x+d) .
Doka%te.

Necht funkce f mé derivace vZach ¥4d8 v (0,1 .aball 299 i
ce definovand v (0,1) takovd, Ze ™ konverguj{ stejnomérnd k

g0) g (0,1) . Doka¥te, %e potom existuje ce E, tak, ¥e pro

kaZdé x e E, plat{ £ (x) = ce*

Rozhodn&te, zda existuje funkce f a funkce f, s ne N, spojité

na intervalu < a,b ) tak, %e platf
ffn = f v < a,b >
a8 pro délky graft (viz [7], V. § 2.) platf

lim sup L (a,b,f%) < L (a,b,f) @ 4+ oo
T % a0
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732 L

T733.

734.

735.

Necht A, B jsou sapoletné husté podmnoZiny intervalu

Dokaite, Z%e existuje prosté zobrazenf

P (A) =B o ? (x, )< @(x,) , kdykoli X;0 X, € A,

-

vlastnostmi 1ze Jjednoznadn& rozsf¥it na prosté spojité

intervalu < 0,1) na <0,1>

DokaZte, Ze neexistuje posloupnost {Km’? kompaktnich mnoZin racio=-
nélnich &fsel tak, aby platilo: Je-1i

nédlnich ¢isel, potom existuje n, € N tak, e

DokaZte, e existuje nespodetns uzav¥end podmnoZina intervaly

<0,1%, kters neobsahuje %4dné raciondlnf &1slo,

X < X, - Ddle dokaZte, Ze kazdé zobrazeni @

Necht f je funkce definovand v E,

W)+ 0, 1lim f(n) = 0 (nenN). Sestrojte
n'% oo

zenych &fsel { 8n, % a kompaktnf mno¥iny C & E,

lim a,, = 0 , 1in f(aﬂx) = 0 pro ka%dé x e ¢

Epi X > fla,x) , xecC y neplatilo

- 188

-

<0;1% %
Q@ :A — B takové, Ze

8 uvedenymi

zobrazen{

S kompaktnf mno%ina racio-

» Pro niZ £(0) = o ,

posloupnost p#iro-

a aby pro funkce

€n—= 0 na ¢,
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