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Cvi£ení z PDR1 (DIR044)

ZS 2009/10 £. 7 10.11.2007

podle M. Rokyty, KMA MFF UK

http://www.karlin.mff.cuni.cz/�rokyta/vyuka/

1. Uvaºujte lineární PDR druhého °ádu s konstantními koe�cienty, v R2, tedy rovnici typu

auxx + buxy + cuyy = f . (7.1)

Ukaºte, ºe platí:

• (7.1) je eliptická ⇐⇒ b2 − 4ac < 0;

• (7.1) je parabolická ⇐⇒ b2 − 4ac = 0;

• (7.1) je hyperbolická ⇐⇒ b2 − 4ac > 0.v

2. Uvaºujte lineární PDR druhého °ádu v kanonickém tvaru (vzhledem k nevy²²ím derivacím), tedy
rovnici pro u = u(y),

d∑
k=1

αk(y)
∂2u

∂y2
k

+
d∑

k=1

βk(y)
∂u

∂yk
+ c(y)u = f(y) , kde αk(y) ∈ {−1, 1, 0} . (7.2)

Ukaºte, ºe v kaºdém bod¥ y lze provést tyto úvahy:

(a) Pokud existuje takový index j, ºe αj 6= 0, βj 6= 0, potom zavedení nové funkce v = v(y)

susbtitucí u = v e
−
βjyj
2αj (p°es stejné indexy nes£ítáme, jde o ono konkrétní j) zp·sobí, ºe:

• v rovnici pro v nebude £len, odpovídající βj (odpovídající koe�cient bude nulový)

• v²echny koe�cienty u £len· druhého °ádu z·stanou beze zm¥ny a v²echny zbylé koe�cienty
u £len· prvého °ádu (s výjimkou vý²e zmín¥ného) z·stanou rovn¥º beze zm¥ny

Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele není p°eklep. Sledujte její roli p°i výpo£tu.

(b) Pokud existuje takový index j, ºe αj = 0, βj 6= 0, potom zavedení nové funkce v = v(y)

susbtitucí u = v e
−
cyj
βj (p°es stejné indexy nes£ítáme, jde o ono konkrétní j) zp·sobí, ºe:

• v rovnici pro v nebude absolutní £len, tj, £len odpovídající nulté derivaci (koe�cientu c)

• v²echny koe�cienty u £len· druhého i prvního °ádu z·stanou beze zm¥ny

3. Pomocí vý²e uvedených dvou substitucí ukaºte, ºe kaºdou lineární PDR 2. °ádu s konstantními
koe�cienty lze vhodnými substitucemi p°evést na jeden z následujících typ·:

• Eliptickou rovnici na −∆u+ku = f . Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k 6= 0
o rovnici Helmholtzova typu. Koe�cient k, je-li nenulový, obecn¥ nelze vynulovat.

• Parabolickou rovnici na ∂u
∂t −a

2∆u = f , tj. na rovnici vedení tepla. V²echny parabolické lineární
PDR 2. °ádu s konstantními koe�cienty jsou tedy n¥jakou rovnicí vedení tepla.

• Hyperbolickou rovnici na ∂2u
∂t2 − a2∆u + ku = f , tj. na vlnovou rovnici. Koe�cient k, je-li

nenulový, obecn¥ nelze vynulovat.

4. Ur£ete typ rovnice, p°eve¤te na kanonický tvar, p°ípadn¥ p°eve¤te na jednu z rovnic z p°edchozího
bodu, p°ípadn¥ se pokuste vy°e²it, pokud se po p°evedení dostanete na °e²itelný typ rovnice.

(a) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz + ux + uy = 0
�e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y−x, χ = 2x− 2y+ z s následným zavedením nové funkce
p°edpisem u = ve−ξ/2 dostaneme rovnici ∆v = 1

4
v. Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova typu).
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(b) uxx + 4uxy + 8uyy + ux + uy = 0
�e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y

2
− x s následným zavedením nové funkce p°edpisem

u = ve−ξ/2+η/4 dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vξξ + vηη = 5
16
v.

(c) uxx + 4uxy + 4uyy − ux − 2uy = 0
�e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = y − 2x dostaneme parabolickou rovnici uη − uξξ = 0.

(d) uxx − 2uxy − 3uyy + uy = 0
�e²ení: Po provedení substituce ξ = x, η = x

2
+ y

2
s následným zavedením nové funkce p°edpisem

u = veη/4 dostaneme hyperbolickou rovnici vξξ − vηη = 3
16
v.

(e) 4uxy − 3uyy + 4ux − 8uy − 5u = 0,
°e²te obecn¥ a poté s podmínkami u(x, 0) = e

x
2 , uy(x, 0) = 0.

�e²ení: Po provedení substituce ξ = x+ y, η = x+ 2y s následným zavedením nové funkce p°edpisem
u = ve2ξ−

3
2 η dostaneme hyperbolickou rovnici vξξ−4vηη = 0. Její obecné °e²ení je v(ξ, η) = f(η−2ξ)+

g(η + 2ξ), tedy u(x, y) = e
x
2−y

`
f(x) + g(3x+ 4y)

´
. Okrajové podmínky dají u(x, y) = e

x
2−y(1 + y).

5.∗ A dal²í sada p°íklad· pro va²e samostatné po£ítání: v kaºdém bodu oblasti, kde se nem¥ní typ
rovnice, najd¥te její kanonický tvar.

V p°ípad¥, ºe vám vyjde hyperbolická rovnice zkuste pomocí vhodné transformace sou°adnic trans-
formovat rovnici na rovnici s konstantními koe�cienty na celém okolí (nejen v bod¥). Vhodná trans-
formace sou°adnic je následující: de�nujte novou funkci v jako u(x, y) = v(η(x, y), ξ(x, y)), kde η(x, y)
a ξ(x, y) °e²í vhodnou lineární PDR 1. °ádu. V p°íkladu (a) se jedná o rovnice (transformujeme na
okolí bodu x0 > 0, y0 > 0): y∂xη(x, y) + x∂yη(x, y) = 0 a y∂xξ(x, y)− x∂yξ(x, y) = 0, coº odpovídá
tomu, ºe rovnici (a) lze zapsat (y∂x − x∂y)(y∂x + x∂y)u(x, y) = 0.

Odstra¬te 1. derivace podobn¥ jako v p°íkladu 2.

(a) y2uxx − x2uyy = 0

(b) uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0

(c) x2uxx − 2xuxy + uyy = 0

(d) yuxx − xuxy = 0

(e) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + yuy = 0


