DIR044 - cviceni ¢. 7/2007-08 (10.11.2007) 1

Cviteni z PDR1 (DIR044)

ZS 2009/10 ¢. 7 10.11.2007

podle M. Rokyty, KMA MFF UK
http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/

1. Uvazujte linearni PDR druhého fadu s konstantnimi koeficienty, v R2, tedy rovnici typu
AUgy + bUgy + Clyy = f. (7.1)
Ukazte, 7e plati:

e (7.1) je elipticka <= b% —4ac < 0;
e (7.1) je parabolickd <= b —4ac = 0;
e (7.1) je hyperbolickdi <= b? —4ac > 0.v

2. Uvazujte linearni PDR druhého ¥adu v kanonickém tvaru (vzhledem k nevy$sim derivacim), tedy
rovnici pro u = u(y),
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Ukazte, ze v kazdém bodé y lze provést tyto dvahy:

(a) Pokud existuje tak;)vy index j, ze a; # 0, §; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)
_PiYj
susbtituci u =ve 2% (pfes stejné indexy nescitame, jde o ono konkrétni j) zptusobi, Ze:

e v rovnici pro v nebude ¢len, odpovidajici 8; (odpovidajici koeficient bude nulovy)
e viechny koeficienty u ¢lent druhého fadu zistanou beze zmény a vSechny zbylé koeficienty
u ¢leni prvého fadu (s vyjimkou vySe zminéného) zistanou rovnéZ beze zmény
Ta dvojka ve jmenovateli zlomku v exponenciele neni pieklep. Sledujte jeji roli pfi vypoctu.

(b) Pokud existuje takovy index j, ze o; = 0, 3; # 0, potom zavedeni nové funkce v = v(y)

7]

susbtituci u =ve 7 (pies stejné indexy nes¢itame, jde o ono konkrétni j) zptsobi, Ze:
e v rovnici pro v nebude absolutni ¢len, tj, ¢len odpovidajici nulté derivaci (koeficientu c)
e viechny koeficienty u ¢lent druhého i prvniho fadu zistanou beze zmény

3. Pomoci vyse uvedenych dvou substituci ukaZte, Ze kazdou linedrni PDR 2. faddu s konstantnimi
koeficienty 1ze vhodnymi substitucemi pievést na jeden z nasledujicich typi:

e Eliptickou rovnici na —Au-+ku = f. Pro k = 0 jde o tzv. Laplace-Poissonovu rovnici, pro k # 0
o rovnici Helmholtzova typu. Koeficient k, je-li nenulovy, obecné nelze vynulovat.

e Parabolickou rovnici na % —a?Au = f, tj. narovnici vedeni tepla. Viechny parabolické linearni

PDR 2. fadu s konstantnimi koeficienty jsou tedy néjakou rovnici vedeni tepla.
e Hyperbolickou rovnici na % — a?Au + ku = £, tj. na vlnovou rovnici. Koeficient k, je-li
nenulovy, obecné nelze vynulovat.

4. Urcete typ rovnice, preved'te na kanonicky tvar, pfipadné pfeved’te na jednu z rovnic z pfedchoziho
bodu, pripadné se pokuste vyfesit, pokud se po prevedeni dostanete na fesitelny typ rovnice.
(2) Uze + 2Ugy + 2uyy + duy. + Uz + Uz +uy =0

Reseni: Po provedeni substituce £ = x, n = y — x, x = 2 — 2y + z s naslednym zavedenim nové funkce
piedpisem u = ve~¢/? dostaneme rovnici Av = 1v. Jde o eliptickou rovnici (Helmholtzova typu).
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(b)

()

(d)

()

Ugg + AUgy + BUyy + Uy + Uy =0

Reseni: Po provedeni substituce £ = z, n = ¥

% — = s naslednym zavedenim nové funkce predpisem

u = ve~8/2+1/* dostaneme eliptickou rovnici (Helmholtzova typu) vee + vy = 0.

16
Uy + Qgy + 4y — Uy — 2uy =0

Reseni: Po provedeni substituce £ = x, n = y — 2z dostaneme parabolickou rovnici u, — uge = 0.

Uy — 2Ugy — Slyy + Uy =0

Reseni: Po provedeni substituce { = x, n = 5 + ¥ s naslednym zavedenim nové funkce predpisem

u = ve"* dostaneme hyperbolickou rovnici veg — vy, = %v.

Azy — 3ty + 4u, — 8uy — Su =0,

feite obecnd a poté s podminkami u(x,0) = €2, uy,(z,0) = 0.

Reseni: Po provedeni substituce £ =z + y, n = x + 2y s néslednym zavedenim nové funkce pfedpisem
3

u = ve?* 727 dostaneme hyperbolickou rovnici vee — 4vy,, = 0. Jeji obecné feseni je v(£,n) = f(n—2€)+

g(n +2¢), tedy u(z,y) = ez (f(x) 4+ g(3z + 4y)). Okrajové podminky daji u(z,y) = e2 V(1 +y).

5.% A dal3i sada ptikladi pro vaSe samostatné pocitani: v kazdém bodu oblasti, kde se neméni typ
rovnice, najdéte jeji kanonicky tvar.

V piipadé, ze vam vyjde hyperbolicka rovnice zkuste pomoci vhodné transformace souradnic trans-
formovat rovnici na rovnici s konstantnimi koeficienty na celém okoli (nejen v bodé). Vhodna trans-
formace soufadnic je nasledujici: definujte novou funkci v jako u(z,y) = v(n(z,y),£(z,vy)), kde n(z,y)
a {(x,y) fesi vhodnou linearni PDR 1. fadu. V prikladu (a) se jedné o rovnice (transformujeme na
okoli bodu zg > 0, yo > 0): yOn(x,y) + x0yn(z,y) = 0 a y0.&(z,y) — 20,&(x,y) = 0, coz odpovida
tomu, Ze rovnici (a) lze zapsat (y0, — x0y)(y0y + x0y)u(z,y) = 0.

Odstrante 1. derivace podobné jako v piikladu 2.



