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Cvi£ení z PDR1 (DIR044)

ZS 2007/08 £. 6 3.11.2007

podle M. Rokyty, KMA MFF UK

1. Zopakujte si, ºe klasické °e²ení Cauchyovy úlohy pro lineární konvektivní rovnici v jedné prostorové
a jedné £asové prom¥nné (pro a ∈ R, a 6= 0) s po£áte£ní podmínkou ϕ ∈ C1(R), tj.

ut + aux = 0 , x ∈ R , t > 0 ,
u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ R ,

(6.1)

je dáno vztahem
u(x, t) = ϕ(x− at) , (6.2)

a ºe toto °e²ení je moºno nalézt1 zavedením nových prom¥nných

ξ = x− at , η = x+ at . (6.3)

2. Zkoumejte, zda substituce (6.3) vede k °e²ení následujících rovnic druhého °ádu (a ∈ R, a 6= 0):

(a) Lineární eliptická rovnice ve dvou prom¥nných (x, t):

utt + a2uxx = 0 , x ∈ R , t > 0 . (6.4)

Návod: Po provedení substituce dostaneme rovnici uξξ +uηη = 0. Uvedená substituce vede tedy pouze

k odstran¥ní koe�cientu a2 u uxx, tj. p°evádí (6.4) v Laplaceovu rovnici ∆u(ξ, η) = 0. V p°í²tím cvi£ení

se k této rovnici znovu (o n¥co úsp¥²n¥ji) vrátíme.

(b) Lineární rovnice vedení tepla v jedné prostorové a jedné £asové dimenzi:

ut − a2uxx = 0 , x ∈ R , t > 0 . (6.5)

Návod: Po provedení substituce obdrºíme rovnici a(uη − uξ) + a2(uηη + 2uηξ − uξξ) = 0, tedy se nám

úsp¥²n¥ povedlo problém u£init sloºit¥j²ím. Rovnici vedení tepla budeme vbrzku °e²it jiným zp·sobem.

(c) Lineární vlnová rovnice v jedné prostorové a jedné £asové dimenzi:

utt − a2uxx = 0 , x ∈ R , t > 0 . (6.6)

Návod: Po provedení substituce (6.3) dostaneme rovnici uξη = 0, jejímº dvojím p°eintegrováním (podle

ξ a podle η) dostaneme, ºe °e²ením (6.6) jsou v²echny funkce tvaru u(ξ, η) = f(ξ)+g(η), kde f a g jsou

libovolné dostate£n¥ hladké funkce. Celkov¥ tedy je u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at) libovolným °e²ením

(6.6).

(d) P°edchozí úsp¥²ný bod u£i¬te je²t¥ úsp¥²n¥j²ím: najd¥te °e²ení problému

utt − a2uxx = 0 , x ∈ R , t > 0 ,
u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ R ,
ut(x, 0) = ψ(x) x ∈ R ,

(6.7)

tj. dopracujte se aº k tzv. d'Alembertovu vzorci

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at

ψ(s) ds , x ∈ R , t > 0 . (6.8)

1... samoz°ejm¥ je moºno °e²ení (6.1) nalézt také metodou charakteristik � srov. s cvi£ením z 11.10.2007 (cvi£ení £íslo 2)
� p°. 3 a p°. 2c).
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Návod: Vyjd¥te z výsledku, který jste odvodili v p°edchozím bodu: u(x, t) = f(x − at) + g(x + at).

S pouºitím obou okrajových podmínek z (6.7) se relativn¥ snadno dopracujete k d'Alembertovu vzorci.

P°ímým dosazením se p°esv¥d£te, ºe funkce (6.8) °e²í problém (6.7). Od·vodn¥te pomocí v¥ty Cauchy-

Kowalevské, ºe úloha (6.7) má pro reáln¥ analytické funkce ϕ, ψ jediné reáln¥ analytické °e²ení. Protoºe

funkce (6.8) je (pro reáln¥ analytické ϕ, ψ) reáln¥ analytická, na²li jsme toto °e²ení explicitn¥.

3. P°edchozí úsp¥²ný bod u£i¬te úpln¥ nejúsp¥²n¥j²ím: najd¥te °e²ení problému

utt − a2uxx = 0 , x > 0 , t > 0 ,
u(x, 0) = ϕ(x) x > 0 ,
ut(x, 0) = ψ(x) x > 0 ,
u(0, t) = 0 t > 0 .

(6.9)

Návod: Prodluºte vhodn¥ data úlohy, tj. funkce ϕ a ψ, pro x < 0 a pouºijte d'Alembert·v vzorec. Mnoºina

{x > 0, t > 0} by se m¥la rozpadnou na dv¥ £ásti, na kterých je °e²ení de�nováno r·zn¥. Zkuste si rozmyslet,

co by mohlo znamenat spojení "odraz vlny v x = 0".

4.∗ V²imn¥te si: rovnici ut + aux = 0 je moºno zapsat ve tvaru

(∂t + a∂x)u = 0

a její v²echna °e²ení mají tvar
u(x, t) = f(x− at) ,

zatímco rovnici ut − a2uxx = 0 je moºno zapsat ve tvaru

(∂t + a∂x)(∂t − a∂x)u = 0

a její v²echna °e²ení mají tvar

u(x, t) = f(x− at) + g(x+ at).

Nenapadlo by vás p°itom n¥co, co by m¥lo ²anci zdolat rovnici utt + a2uxx = 0?
Návod: Zkuste substituci obdobnou (s p°ihlédnutím k charakteru rovnice) substituci ξ = x− at, η = x+ at

a postupujte analogicky jako v p°ípad¥ vlnové rovnice. Pokud se dopracujete ke vzorci, který bude dosti

podobný d'Alembertov¥ vzorci (viz minulé cvi£ení), zkuste ove°it jeho platnost bu¤ p°ímým dosazením

výsledné funkce do rovnice nebo tím, ºe pomocí n¥ho spo£ítáte tzv. Hadamardovo °e²ení Laplaceovy rovnice

(viz bod 6 z programu £tvrtého cvi£ení).2

2�e²ení sem pro po°ádek napí²u, i kdyº cenn¥j²í jist¥ bude, kdyº si je odvodíte sami: substituce ξ = x− iat, η = x+ iat (je
vám jasné, pro£ zrovna tato? V¥°ili byste formálnímu rozpisu utt + a2uxx = (∂t + ia∂x)(∂t − ia∂x)u?) nás dovede k rovnici
uηξ = 0 a následn¥ k obecnému °e²ení u(x, t) = f(x− ait)+ g(x+ iat). S p°ihlédnutím k po£áte£ním podmínkám dostaneme

u(x, t) =
ϕ(x− iat) + ϕ(x+ iat)

2
+

1

2ia

Z x+iat

x−iat
ψ(s) ds , x ∈ R , t > 0 .

(Vlastn¥ jde o formáln¥ tytéº výpo£ty jako v p°ípad¥ vlnové rovnice). P°ímým dosazením se p°esv¥d£íme, ºe vzoref fun-
guje. Pouºitím tohoto vzorce pro ϕ(x) = 0, ψ(x) = 1

nk sinnx dostaneme u(x, t) = 1
nk+1 sinnx sinhnt, coº je o£ekávaná

(Hadamardova) odpov¥¤.


