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Cviteni z PDR1 (DIR044)

ZS 2007/08 C. 6 3.11.2007

podle M. Rokyty, KMA MFF UK

1. Zopakujte si, ze klasické feSeni Cauchyovy tlohy pro linedrni konvektivni rovnici v jedné prostorové
a jedné ¢asové proménné (pro a € R, a # 0) s po¢ate¢ni podminkou ¢ € CH(R), tj.

ug +au, =0, zreR,t>0, 6.1)
u(z,0) = p(x) r€eR, '
je dano vztahem
U(IE, t) = (p(fE - at) ) (62)
a Ze toto TeSeni je mozno nalézt! zavedenim novych proménnych
E=ux—at, n=x+at. (6.3)

2. Zkoumejte, zda substituce (6.3) vede k feSeni nasledujicich rovnic druhého fadu (a € R, a # 0):
(a) Linearni elipticka rovnice ve dvou proménnych (z,t):

U + @2 Ugy =0, rzeR,t>0. (6.4)

Navod: Po provedeni substituce dostaneme rovnici uge 4+ 4,y = 0. Uvedena substituce vede tedy pouze
k odstranéni koeficientu a® u s, tj. prevadi (6.4) v Laplaceovu rovnici Au(€,n) = 0. V piftim cviceni
se k této rovnici znovu (0 néco usp&¥négji) vratime.

(b) Lineérni rovnice vedeni tepla v jedné prostorové a jedné ¢asové dimenzi:

U — aPUpy =0, zeR,t>0. (6.5)

Névod: Po provedeni substituce obdrzime rovnici a(u, — ug) + a(uny + 2une — uge) = 0, tedy se nam
aspésné povedlo problém udinit slozitéjsim. Rovnici vedeni tepla budeme vbrzku fesit jinym zptsobem.

(¢) Linearni vinova rovnice v jedné prostorové a jedné ¢asové dimenzi:

Upy — @2 Upy = 0, reR,t>0. (6.6)

Navod: Po provedeni substituce (6.3) dostaneme rovnici ug, = 0, jejim# dvojim pieintegrovanim (podle
¢ a podle i) dostaneme, Ze fesenim (6.6) jsou viechny funkce tvaru w(€,n) = f(€) +g(n), kde f a g jsou
libovolné dostate¢né hladké funkce. Celkové tedy je u(z,t) = f(z — at) + g(x + at) libovolnym Fedenim
(6.6).

utt—azumzo, reR,t>0,
u(z,0) = p(x) z€R, (6.7)
Ut($70)=¢($) xERy
tj. dopracujte se az k tzv. d’Alembertovu vzorci

o(z — at) + p(z + at) N 1 /I“t

t) = —
u(z,1) 5 o

P(s)ds, r€ER,t>0. (6.8)

r—at

L... samozfejmé je mozno Fedeni (6.1) nalézt také metodou charakteristik — srov. s cvidenim z 11.10.2007 (cviceni &islo 2)

— pf. 3 a pf. 2c).
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Navod: Vyjdéte z vysledku, ktery jste odvodili v pfedchozim bodu: u(z,t) = f(z — at) + g(z + at).
S pouzitim obou okrajovych podminek z (6.7) se relativné snadno dopracujete k d’Alembertovu vzorci.
Piimym dosazenim se pfesvédéte, Zze funkce (6.8) fesi problém (6.7). Odivodnéte pomoci véty Cauchy-
Kowalevské, Ze tiloha (6.7) mé pro realné analytické funkce ¢, ¢ jediné realné analytické FeSeni. Protoze
funkce (6.8) je (pro realnd analytické ¢, 1) redlnd analyticka, nasli jsme toto feSeni explicitng.

utt—a2um:O, z>0,t>0,
u(z,0) = p(x) x>0,
w(@,0) = (@)  z>0,
u(0,t) =0 t>0.

Navod: Prodluzte vhodné& data tlohy, tj. funkce ¢ a 9, pro z < 0 a pouZijte d’Alembertiv vzorec. MnoZina
{z > 0,t > 0} by se mé&la rozpadnou na dvé ¢asti, na kterych je FeSeni definovano rizné. Zkuste si rozmyslet,
co by mohlo znamenat spojeni "odraz vlny v x = 0".

4.* VSimnéte si: rovnici u; 4+ au, = 0 je mozno zapsat ve tvaru
(0 + ady)u =0

a jeji vSechna feSeni maji tvar
u(z,t) = f(z —at),
zatimco rovnici u; — a%uz, = 0 je moZno zapsat ve tvaru
(0 + a0)(0r — ady)u=0
a jeji vSechna feSeni maji tvar
u(z,t) = flx — at) + g(x + at).
Nenapadlo by vas pfitom néco, co by mélo Sanci zdolat rovnici uy + a?ugs = 07
Navod: Zkuste substituci obdobnou (s pfihlédnutim k charakteru rovnice) substituci £ = x —at, n =z + at
a postupujte analogicky jako v p¥ipadé vlnové rovnice. Pokud se dopracujete ke vzorci, ktery bude dosti
podobny d’Alembertové vzorci (viz minulé cvi¢eni), zkuste ovefit jeho platnost bud pfimym dosazenim

vysledné funkce do rovnice nebo tim, Ze pomoci ného spoéitate tzv. Hadamardovo feSeni Laplaceovy rovnice
(viz bod 6 z programu &tvrtého cvigeni).?

vam jasné, pro¢ zrovna tato? V&Fili byste formalnimu rozpisu ust + a?uge = (0¢ + a0y ) (0 — iady)u?) nas dovede k rovnici
une = 0 a nasledné k obecnému feSeni u(x,t) = f(x — ait) + g(x + iat). S piihléednutim k pocatecnim podminkam dostaneme

u(z,t) = w(x —iat) + p(x + iat) N s /1+iat
x

ds, R,t>0.
3 Sia P(s)ds x € >

—tat

(Vlastné jde o formalné tytéz vypolty jako v pfipadé vlnové rovnice). PFimym dosazenim se presvéd&ime, Ze vzoref fun-
guje. Pouzitim tohoto vzorce pro ¢(z) = 0, ¢(z) = nik sinnz dostaneme wu(x,t) = nk—lﬂ sinnz sinhnt, coZ je ofekdvana
(Hadamardova) odpovéd.



